
±ÓÇÆÎÑÉÇÐÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÆËÐÂÏËÍÖ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÇÓËÑÆÑÄ ÑÒÕË-
ÚÇÔÍËØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ (ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ), Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ Ô ÐÂÄÇÆÇÐÐÞÏ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËÇÏ,
ÍÑÅÆÂ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÆÎâ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÔËÅÐÂÎÑÄ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜËØÔâ ÑÅËÃÂáÜËØ.
£ ÖÔÎÑÄËâØ ÏÂÎÑÔÕË ÆÎËÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËâ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÎËÐÑÌ ÃËÇÐËÌ àÎÎËÒÔÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÌÆÇÐÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜÇÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ Ë ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ. °ÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÖÔÎÑÄËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÂÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ.
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£ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÆÇÔâÕËÎÇÕËÇ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÖÔÒÇØÂÏ Ä ÅÇÐÇ-
ÓÂÙËË ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá ÆÑ ÑÆÐÑÅÑ
ÒÇÓËÑÆÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ [1, 2], Ä ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ ÄÞÆÇÎËÎÑÔß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÒÑ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá ÕÂÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ô ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ. ³ÎÇÆÖâ
ÔÎÑÉËÄÛÇÌÔâ Í ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËË, ÕÂ-
ÍËÇ ÎÂÊÇÓÐÞÇ ÔËÅÐÂÎÞ ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞÄÂÕß ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑ-
ÓÑÕÍËÏË ËÏÒÖÎßÔÂÏË (±¬ª) [3]. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ Ä ÆÂÐÐÞØ ÕÇ-
ÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÇ
ÆÎâ ÑÒÕËÍË ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÔËÅÐÂÎÑÄ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
ÏÇÆÎÇÐÐÑÏÇÐâáÜËØÔâ ÂÏÒÎËÕÖÆ Ë×ÂÊ [4]. ¯ÂÆÑ ÑÉËÆÂÕß,
ÚÕÑ ÏÐÑÅËÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÆÎâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÔÄÇÕÂ Ë
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ à××ÇÍÕÞ ÒÓË-
ÑÃÓÇÕÖÕ Ä ÔÎÖÚÂÇ ±¬ª ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË.

£ÑÊÏÑÉÐÑÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ±¬ª Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÑÒÕË-
ÚÇÔÍËØ ËÐ×ÑÓÏÂÙËÑÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÂÍÕÖÂÎËÊËÓÖÇÕ ËÔÔÎÇ-
ÆÑÄÂÐËâ ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÉËÏÑÄ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÆÂÐÐÞØ
ÔËÅÐÂÎÑÄ. ¥Îâ ÏÐÑÅËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÉÇÎÂÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑÃÞ
ËÏÒÖÎßÔ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÎÔâ Ä ÔÄÇÕÑÄÑÆÇ ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÑ-
ÔÕÑâÐËâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË [5]. £ ÕÂÍËØ ÔÄÇÕÑÄÑÆÂØ ÆÎâ ÒÑÆÂÄ-
ÎÇÐËâ ÏÂÎÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎâáÜËØ ×ÎÖÍÕÖ-
ÂÙËÌ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÊÆÂÇÕÔâ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÇ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏ-
ÎÇÐËÇ [5]. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÑÇ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËÇ ÔÑÊ-
ÆÂÇÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ (à××ÇÍÕ ¬ÇÓ-
ÓÂ), Â ÕÂÍÉÇ ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÏË ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâÏË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, Ä ËÔØÑÆÐÑ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÑÆÐÑÑÔÐÂâ
ÑÒÕËÚÇÔÍÂâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ.

¥ËÐÂÏËÍÂ ±¬ª Ä ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÑÆÐÑÑÔÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎ-
ÎÂØ, ÑÃÎÂÆÂáÜËØ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËÇÏ Ë
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ä
[6]. £ÎËâÐËÇ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÐÂ ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÖá ÆËÐÂÏËÍÖ ÏÑÜÐÞØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ËÏ-
ÒÖÎßÔÑÄ ÑÅËÃÂáÜÇÌ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÆÓÑÃÐÑ

[7 ë 9]. ¸ÇÎßá ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÞ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÖÚÇÐËÇ ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÆËÐÂÏËÍÖ
±¬ª Ä ÔÓÇÆÂØ Ô ÐÂÄÇÆÇÐÐÞÏ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËÇÏ, Ë
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ËØ ÒÓËÃÎËÉÇÐ-
ÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ Ä ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜËØ ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ.

1. ¶ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

±ÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎâáÜÇÌ ÔÓÇÆÇ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ ËÏÒÖÎßÔÂ E ÓÂÊÃËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÑÃÞÍ-
ÐÑÄÇÐÐÖá (Eo) Ë ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÖá (Ee) ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ, ÒÑ-
ÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÄÑ ÄÊÂËÏÐÑ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ
Ë ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÇÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË vo Ë ve ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÓË vo > ve ÑÔß, ÔÑÄÒÂÆÂáÜÂâ Ô Eo, âÄÎâÇÕÔâ
äÃÞÔÕÓÑÌã, Â ÑÔß, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂâ Ee, ë äÏÇÆÎÇÐÐÑÌã; ÒÓË
vo < ve ÔËÕÖÂÙËâ ÑÃÓÂÕÐÂâ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ËÏÒÖÎßÔ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÑÔË x, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÑÔË z
ÐÂÄÇÆÇÐÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË. ´ÑÅÆÂ ÄÑÎÐÂ Eo ÒÑ-
ÎâÓËÊÑÄÂÐÂ ÄÆÑÎß ÑÔË y, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË xz,
Â ÄÑÎÐÂ Ee ë ÄÆÑÎß ÑÔË z.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ ÑÃÇËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ
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; j � e; o, (1)

ÅÆÇ c ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ; Pj ë ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ (ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ) ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÇ, ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÕ E ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ ÏÂÕÇ-
ÓËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.

¯ËÉÇ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÚÂÔÕÑÕÞ o ÔÒÇÍÕÓÂ ±¬ª
ÎÇÉÂÕ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑ-ÑÒÕËÚÇÔÍËÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÒÇÓÇØÑÆÂÏË. ¥ÂÐ-
ÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ [10 ë 12]

�o0tp�2 � 1, (2)

ÅÆÇ o0 ë ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÔÓÇÆÞ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑ-ÑÒÕËÚÇÔÍËÏ ÒÇÓÇØÑÆÂÏ; tp ë
ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ±¬ª.

¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÇÆÎÇÐÐÑÏÖ ËÊÏÇÐÇ-
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ÐËá ÒÓÑ×ËÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓË ÇÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä ÔÓÇÆÇ,
Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ ÂÕÑÏÞ ÔÓÇÆÞ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍË ÑÕÔÎÇÉË-
ÄÂáÕ ÆÂÐÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ. ®ÂÎÑÇ ÑÕÔÕÂÄÂÐËÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ÑÕ E âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÚËÐÑÌ ÔÎÂÃÑÌ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË. £
ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÔÑ ÔÓÇÆÑÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÏÖ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËá ÒÑ-
ÔÎÇÆÐÇÌ, ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß, ÍÂÍ Ë ÆËÔÒÇÓÔËâ, âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÔÎÂÃÑÌ Ë ÑÃÂ à××ÇÍÕÂ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÖÚÕÇÐÞ Ä ÏÂÕÇÓË-
ÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÂÆÆËÕËÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ [10 ë 13]. ¿ÕÑ
ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ (ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÞØ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕÇÌ ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃ-
ÓÇÚß ÍÂÍ à××ÇÍÕÑÏ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÂÎÑÔÕË. ´Â-
ÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÖÔÎÑÄËË (2) ÕÇÐÊÑÓ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÄÑÔÒÓË-
ËÏÚËÄÑÔÕË Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÐÇ
ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÇÅÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞ ÒÑ ÄÔÇÏ ËÐÆÇÍÔÂÏ [14].

¥ÂÎÇÇ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÑÔß ÐÂ-
ÄÇÆÇÐÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÆÐÑÌ ËÊ
ÍÓËÔÕÂÎÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËØ ÑÔÇÌ. £ àÕËØ ÖÔÎÑÄËâØ ÕÇÐÊÑÓ ÎË-
ÐÇÌÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË ÆËÂÅÑÐÂÎÇÐ, Â ÕÇÐÊÑÓ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÌ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË, ËÏÇÇÕ
ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ
ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ÑÔË x, y, z ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÞ ÄÆÑÎß
ÄÊÂËÏÐÑ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞØ ÑÔÇÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÚÇÕÄÇÓÕÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ [15]. £ ËÔØÑÆÐÑ ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Ô ÐÂÄÇÆÇÐÐÞÏ
ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËÇÏ ÑÕÏÇÚÇÐÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÄÞÒÑÎÐâáÕ-
Ôâ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË.

±ÓË ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÄÞÛÇ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ y! ÿy, z! ÿz.
¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕâÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÓÇÆÞ ÑÕ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
±¬ª:
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©ÆÇÔß w �1�o �w �1�yy �0�, w �1�e �w �1�zz �0� ë ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ ÎË-
ÐÇÌÐÑÌ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË ÔÓÇÆÞ ÆÎâ ÑÃÞ-
ÍÐÑÄÇÐÐÑÌ Ë ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐ; w �3�o � w �3�yyyy(0,0,0), w

�3�
e

� w �3�zzzz(0,0,0), w
�3�
eo � 3w �3�yzzy(0,0,0) � 3w �3�yyzz(0,0,0) � 3w �3�yzyz�0,

0,0) � 3w �3�zyyz(0,0,0) � 3w �3�zyzy�0,0,0) � 3w �3�zzyy(0,0,0) ë ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÞ, ÄÞÓÂÉÂáÜËÇÔâ ÚÇÓÇÊ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ; w e;o

00 �
(q2we;o=qo

2)o�0 ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÔÎÂÃÖá
ÄÓÇÏÇÐÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÑÕ-
ÍÎËÍÂ ÔÓÇÆÞ.

±ÑÆÔÕÂÄËÄ (3) Ë (4) Ä (1), ÒÑÔÎÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËâ ÑÆÐÑÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ [13] ÄÆÑÎß
ÑÔË x ÒÑÎÖÚËÏ ÔËÔÕÇÏÖ
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qt
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qt
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ÿ
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e Eo
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q3Eo

qt3
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ÿ1
Eodt 0, (5)

qEe

qx
� m

qEe

qt
� 3beE
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e
qEe

qt
� a

q
qt

ÿ
E 2
o Ee

�
� de

q3Ee

qt3
� vm

2
D?
� t

ÿ1
Eedt 0, (6)

ÅÆÇ a � 2pw �3�eo vm=c 2; bj � 2pw �3�j vm=c 2; dj � ÿpvmw j
00=c 2 ( j

� e; o); m � (vm=4)(vÿ2e ÿ vÿ2o ) ë ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖ-
áÜËÌ ÓÂÔÔÕÓÑÌÍÖ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ve � c=(1� 4pwe)

1=2 Ë vo �
c=(1� 4pwo)

1=2; vm ë ÐÇÍÑÕÑÓÂâ äÔÓÇÆÐââã ÔÍÑÓÑÔÕß, ÎÇÉÂ-
ÜÂâ Ä ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÇ ÏÇÉÆÖ ve Ë vo Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇÏ vÿ2m � (vÿ2o � vÿ2e )=2; t � tÿ x=vm;D? ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ
ÎÂÒÎÂÔËÂÐ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔËÔÕÇÏÖ (5), (6) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕË-
ÚÇÔÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ

Ej � Cj exp�iotÿ qjx� � ÍÑÏÒÎ. ÔÑÒÓ., j � e; o; (7)

ÅÆÇCj ë ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜËÇÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
(jqCj=qtj � joCjj, jqCj=qxj � jqjCjj), qj ë ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ
Ä ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÇÕÂ, ËÊ (5), (6) Ä ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË (ÒÓË ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ ÐÖÎá ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔ-
ÕÇÌ (5), (6)) ÒÓËØÑÆËÏ Í ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ
ÆËÐÂÏËÍÖ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÅËÃÂáÜÇÌ Ä
ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎâáÜÇÌ ÔÓÇÆÇ [5, 7, 8]:

i
qCo

qx
ÿ iv

qCo

qT
ÿ ~do

q2Co

qT 2 ÿ 3
�

~bojCoj2 � 2
3

~ajCej2
�
Co

ÿ ~aC 2
e C

�
o exp�2i�qo ÿ qe�x� � 0, (8)

i
qCe

qx
� iv

qCe

qT
ÿ ~de

q2Ce

qT 2 ÿ 3
�

~bejCej2 � 2
3

~ajCoj2
�
Ce

ÿ ~aC 2
oC

�
e exp�ÿ2i�qo ÿ qe�x� � 0 , (9)

ÅÆÇ T �tÿ3(do� de)o2x=2; v�m� 3(de ÿ do)o2=2; ~a � oa;
~bj � obj; ~dj � 3odj; qe � mo� deo

3, qo � ÿmo� doo
3 ë ÄÑÎ-

ÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ.
³ËÔÕÇÏÂ (8), (9) ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÂÔß ÓÂÐÇÇ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÓÂÃÑ-

ÕÂØ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË Ä [8] ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÐÂÌÆÇÐÑ
ÇÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ
ÑÅËÃÂáÜÇÌ Ô àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ. ±ÓË ÆÎËÐÇ
ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎâáÜËØ ÃËÇÐËÌ àÎÎËÒÔÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË [4]
Lb � 2p=jqo ÿ qej � ld � 1=(~doo 2), ÅÆÇ ld ë ÆÎËÐÂ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ, ÒÑÔÎÇÆÐËÏË
ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË Ä (8), (9) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ¦ÔÎË, ÍÓÑÏÇ ÕÑ-
ÅÑ, ~bo � ~be � 2~a=3, ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8), (9) ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ÔËÔÕÇÏÖ
®ÂÐÂÍÑÄÂ [7].

´ÂÍ ÍÂÍ ÔËÔÕÇÏÂ (8), (9) ÒÑÎÖÚÇÐÂ ËÊ (5), (6) Ä ÒÓÇ-
ÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ äÆÎËÐÐÞØã ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÔËÅÐÂ-
ÎÑÄ, ÏÑÉÐÑ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5), (6) âÄÎâáÕÔâ
ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÏË Ë ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÆËÐÂÏËÍÖ ÍÂÍ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÅËÃÂáÜÇÌ, ÕÂÍ Ë ±¬ª.

2. ³ÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ Ä ÖÔÎÑÄËâØ
ÔÎÂÃÑÅÑ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ

°ÃÜÇÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ (5), (6) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÇÒÓÑ-
ÔÕÞÏ Ë ÑÔÖÜÇÔÕÄËÏÑ, ÄËÆËÏÑ, ÕÑÎßÍÑ ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÏÇÕÑ-
ÆÂÏË. £ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÇÓÇ-
ØÑÆâÕ Ä ÔÄâÊÂÐÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ¶ÓËÊÂ (®¬Æ¶). ¦ÔÎË Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÓÇÛÇÐËÇ (5), (6) Ä ÄËÆÇ ÆÄÖØÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÑÌ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, ÕÑ ÒÑÔÎÇ ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÆÂÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ÔËÔÕÇÏÖ
ÆÄÖØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÍÖÃËÚÇÔÍË-ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ. ±Ñ-
ÎÂÅÂâ Í ÕÑÏÖ ÉÇ a � bo � be � b, do � de � d, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ (n � 2) ÔËÔÕÇÏÞ ¤ÂÓÐßÇ [16] ÆÎâ n ÐÇÎË-

918 ä¬ÄÂÐÕÑÄÂâ àÎÇÍÕÓÑÐËÍÂã, 30, å 10 (2000) ³.£.³ÂÊÑÐÑÄ, ¡.¶.³ÑÃÑÎÇÄÔÍËÌ



ÐÇÌÐÞØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ Ô ÓÂÊÐÞÏË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÚÂÔÕÑ-
ÕÂÏË.

CËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5), (6) ÓÇÛÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [16], Â Ä [17]
ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÂØ ÇÇ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ.
£ [18, 19] (ÆÎâ n � 2) ÏÇÕÑÆÑÏ ·ËÓÑÕÞ ÐÂÌÆÇÐÑ ÎÑÍÂÎËÊÑ-
ÄÂÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÎÑÔÕË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ e 2 � jmjt 2p=(2jdj) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä
ÄËÆÇ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÏ ÐÂÌÆÇÐÐÑÏÖ Ä [20]:

Eo;e � Em
y��m� cosh zÿ y��m� sinh z

1� e 2 cosh2 z
, (10)

ÅÆÇ y (m) ë ×ÖÐÍÙËâ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÔÍÂÚÍÂ ·àÄËÔÂÌÆÂ; z �
(tÿ x=v)=tp; Em � 2(m=b)1=2; ÔÍÑÓÑÔÕß v Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÇÕÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá ËÏÒÖÎßÔÂ tp
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ 1=v � 1=vm � d=t 2p .

£ÞâÔÐËÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ e 2. ·ÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÂâ ÆÎËÐÂ ÃËÇÐËÌ Lb ÒÓË àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÏ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏ-
ÎÇÐËË ÆÎâ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ Lb � 2p=jqoÿ qej�2p=(oj1=voÿ1=vej). ¥Îâ
ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ Lbs ÆÎâ
±¬ª, ÐÇ ËÏÇáÜËØ ÐÇÔÖÜÇÌ ÚÂÔÕÑÕÞ, Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâLb
ÔÑÄÇÓÛËÏ ÊÂÏÇÐÖ 2p=o! 4tp (ÏÐÑÉËÕÇÎß 4 ÊÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐ
ËÊ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÖÆÑÃÔÕÄÂ). ´ÑÅÆÂ Lbs � 4tp=j1=vo ÿ 1=vej.

¥ÎËÐÂ ÉÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËâ ÆÎâ ±¬ª lds,
ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (5), (6), ÒÓË de � do � d ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ lds � t 3p=d. ´ÑÅÆÂ, ÖÚËÕÞÄÂâ ÃÎËÊÑÔÕß
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ve Ë vo ÒÓË e 2 � 1, ÐÂÌÆÇÏ, ÚÕÑ jmj � jvo ÿ
vej(2vove)ÿ1. ¥ÂÎÇÇ ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÒÑÎÖÚËÏ e 2 � lds=Lbs. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÔÎÑÄËÇ
e 2 � 1 ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÏÂÎÑÔÕß ÆÎËÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÎÞ-
ÄÂÐËâ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÎËÐÑÌ ÃËÇÐËÌ àÎÎËÒÔÂ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË.

¯ÂÌÆÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
(5), (6) ÒÓË lds � Lbs Ë ÓÂÊÎËÚÂáÜËØÔâ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÍÑ-
à××ËÙËÇÐÕÂØ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË a, bo Ë be. ±ÓË ÔÎÂÃÑÏ ÆÄÖÎÖ-
ÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËË we Ë wo ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ
ÄÞÓÂÉÇÐÑ Ä ÏÂÎÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐÞ m. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÞÇ Ä (5), (6) ÔÖÕß ÚÎÇÐÞ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÂÎÑÔÕË
ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ (o0tp)

ÿ2, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓË e 2 � 1 ÏÑÉÐÑ ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÚß ÓÂÊÎËÚËÇÏ ÏÇÉÆÖ de Ë do Ë ÔÚËÕÂÕß de � do � d.

ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞÌ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÓËÐÙËÒ ÕË-
ÒÂ ²ËÕÙÂ ëµËÊÇÏÂ [21, 22]. ¥Îâ ÔËÔÕÇÏÞ (5), (6) ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ
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� d
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q 2Fo

qt 2

�2
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�
q 2Fe

qt 2

�2
ÿ vo

4
�H?Fo�2 ÿ ve

4
�H?Fe�2,

ÅÆÇ äÒÑÕÇÐÙËÂÎÞã Fo Ë Fe ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË
Eo � qFo=qt, Ee � qFe=qt.

±ÓÑÃÐÑÇ ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ Fo Ë Fe ÊÂ-
ÒËÛÇÏ, ÑÕÕÂÎÍËÄÂâÔß ÑÕ (10), Ä ÄËÆÇ

Fo;e � A�x; r?��y��m� arctan�Z sinh x��

ÿy��m� arctan�Z cosh x��, (12)

ÅÆÇ x � �tÿ f (x; r?)�=tp(x; r?); A(x; r?), tp(x; r?), Z(x; r?) ë
ÏÇÆÎÇÐÐÞÇ, Â f (x; r?) ë ÃÞÔÕÓÂâ ×ÖÐÍÙËË ÔÄÑËØ ÒÇÓÇÏÇÐ-

ÐÞØ. ¬ ÕÑÏÖ ÉÇ Z ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ x Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá
Z 2(x; r?)� 1. ´ÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ Eo Ë Ee ÒÓÇÆÔÕÂÄâÕÔâ
Ä ÄËÆÇ (10) Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÊÂÏÇÐÞ e! Z.

±ÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ (12) Ä (11) ÃÖÆÇÏ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ x Ë r? ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÃÞÔÕÓÑÌ ×ÖÐÍÙËË f (x; r?).
¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ t ÒÑÊÄÑÎËÕ ÒÑÎÖÚËÕß äÖÔ-
ÓÇÆÐÇÐÐÞÌ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐã

L
�
tp;A; Z;

qf
qx
;H? f

�
�
� �1
ÿ1

Ldt.

©ÂÒËÔÞÄÂâ ÆÎâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ tp, A, e Ë f ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇ-
ÓÂ ë­ÂÅÓÂÐÉÂ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ L, ÐÂÌÆÇÏ Ä ÑÆÐÑÏÇÓ-
ÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË

f �
�
1
v
ÿ 1
vm

�
x;

1
v
� 1

vm
� d
t 2p
;

A � A0 � 4
�

d
bo � be � 2a

�1=2

; Z � 2eÿk,

k � 1
4e 2

�
1� 11bo ÿ 21be ÿ 10a

3�bo � be � 2a�
�
. (13)

©ÆÇÔß ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ËÏÒÖÎßÔÂ tp ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ. ±ÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕË ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ k Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ (13) ÖÔÎÑÄËÇ e 2 � 1 ÂÄ-
ÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÏÂÎÑÔÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ Z2. ³Ñ-
ÅÎÂÔÐÑ (12), (13), ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ Eo Ë Ee ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÊÂ-
ÒËÔÂÐÞ Ä ÄËÆÇ (10), ÅÆÇ Em � Ae=tp, z � tÿ x=vo.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË lds � Lbs ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑ-
âÐËâ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ Ë ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ±¬ª.
±ÓË àÕÑÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÂâ ÄÆÑÎß äÃÞÔÕÓÑÌã
ÑÔË, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÆÐÑÒÑÎâÓÐÞÌ ÄÔÒÎÇÔÍ àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂâ äÏÇÆÎÇÐÐÑÌã
ÑÔË, ë ÆÄÖØÒÑÎâÓÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ.

±ÓÑØÑÆâ ÚÇÓÇÊ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß x � const,
ÍÑÐÇÙ ÄÇÍÕÑÓÂ E ±¬ª ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÍÓËÄÖá,
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÔÎÖÚÂÇ m > 0 ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ (10)
Ô ÖÚÇÕÑÏ ÊÂÏÇÐÞ e! Z:

Y 2 ÿ Z 2 � �ÿ1� Z 2
�
Y 2 ÿ Z 2

�2
, (14)

ÅÆÇ Z � Ee=Em; Y � Eo=Em. £ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ m < 0
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÑÕÔáÆÂ ÊÂÏÇÐÑÌ Z$ Y.

¬ÓËÄÂâ (14) (ÒÓË m > 0) ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ.1. ªÊ (10)
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ tanj � Z=Y � ÿ tanh z, ÑÕÍÖÆÂ ÿ458 < j <
458 (ÔÏ. ÓËÔ.1). ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓ E ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÅÑ ÊÆÇÔß ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÇ ÏÑÉÇÕ
ÑÕÍÎÑÐËÕßÔâ ÑÕ äÃÞÔÕÓÑÌã ÑÔË ÐÂ ÖÅÑÎ, ÃÑÎßÛËÌ 458.
±ÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÖÅÎÞ �458 ÆÑÔÕËÅÂáÕÔâ ÐÂ ÒÇÓÇÆÐÇÏ Ë ÊÂÆ-
ÐÇÏ ×ÓÑÐÕÂØ ËÏÒÖÎßÔÂ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä ÙÇÐÕÓÇ ËÏÒÖÎßÔÂ
j � 0. ±ÂÓÂÏÇÕÓ Z ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÄÎËâÐËÇ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑ-
ÏÎÇÐËâ ÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÔËÅÐÂÎÂ. ³ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÆÂÐ-
ÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÄÆÑÎß äÃÞÔÕÓÑÌã ÑÔË, ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ (Ô
ÖÚÇÕÑÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ Z 2 � 1). ¡ÏÒÎËÕÖÆÂ ÉÇ
äÏÇÆÎÇÐÐÑÌã ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÍÂÍ �1=Z. £ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÓËÄÂâ ÐÂ ÓËÔ.1 ÔÉËÏÂÇÕÔâ ÄÆÑÎß äÏÇÆÎÇÐÐÑÌã
ÑÔË. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÂÐËÊÑÕÓÑ-
ÒËË Z äÏÇÆÎÇÐÐÂâã ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ËÔÚÇÊÂÇÕ Ë Ä
ËÏÒÖÎßÔÇ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ äÃÞÔÕÓÂâã ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ. ¬
ÕÂÍÑÏÖ ÉÇ ÄÞÄÑÆÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÌÕË Ë ËÊ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ,

° ÆËÐÂÏËÍÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎâáÜËØ ÔÓÇÆÂØ 919



ÐÂÌÆÇÐÐÑÅÑ Ä [18, 19] ÒÓË bo � be � a. £ ÒÓÇÆÇÎÇ e 2 � 1
ÑÕÏÇÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÆÐÑÒÑÎâÓÐÞÌ
ËÏÒÖÎßÔ äÃÞÔÕÓÑÌã ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÓË ÒÑÚÕË ÒÑÎÐÑÏ ÒÑ-
ÆÂÄÎÇÐËË äÏÇÆÎÇÐÐÑÌã ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ. ´ÂÍÑÌ ÔÑÎËÕÑÐ
ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐËÚÇÏ ÐÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ
®¬Æ¶, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÆÑÎß äÃÞÔÕÓÑÌã ÑÔË.

ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ bo, be, a, do, de Ë A ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÄÑÊÏÑÉÐÑ Ä ×ÑÍÖÔËÓÖáÜÇÌ ÔÓÇÆÇ ( w �3�e , w �3�o ,
w �3�eo > 0) ÒÓË ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ( we

00 �
wo
00 < 0) Ë Ä ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÖáÜÇÌ ÔÓÇÆÇ ( w �3�e , w �3�o , w �3�eo < 0)

ÒÓË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ( we
00 �

wo
00 > 0), ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÕÇ-

ÑÓËË ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ [23]. ¢ÞÔÕÓÑÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËÇ ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ
ÍÓÖÕËÊÐÞ ÒÓÑ×ËÎâ ÄÑÎÐÞ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ
ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ. ²ÑÎß ÉÇ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÆÄÖÎÖ-
ÚÇÒÓÇÎÑÏÎâáÜËØ ÃËÇÐËÌ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÐÇÔËÐØÓÑÐÐÑÌ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ËÏÒÖÎßÔÂ ÄÆÑÎß ÇÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ, ÚÕÑ
ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÐÇÔËÐØÓÑÐÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Eo
Ë Ee ÑÕ z (ÔÏ. (10)). £ àÕÑÏ, ÒÑÉÂÎÖÌ, Ë ÔÑÔÕÑËÕ ÑÔÐÑÄÐÑÇ
ÑÕÎËÚËÇ ÄÎËâÐËâ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÐÂ ±¬ª ÑÕ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ à××ÇÍÕÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÔËÅ-
ÐÂÎÑÄ Ô âÓÍÑÄÞÓÂÉÇÐÐÑÌ ÐÇÔÖÜÇÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ.

¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [5], Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ àÎÎËÒÔ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÆÇ×ÑÓÏÂ-
ÙËË, ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÏÞÇ ÇÅÑ ÄÓÂÜÇÐËÇÏ. £ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÏÉÇ ÐÂÏË ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑ×ËÎß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ±¬ª
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÇÐ, ÑÆÐÂÍÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÇÕÂ ÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ
ÕÑÚÍË Í ÕÑÚÍÇ, ÔÎÇÅÍÂ ÑÕÍÎÑÐââÔß ÄÎÇÄÑ Ë ÄÒÓÂÄÑ ( ÊÂ ÔÚÇÕ
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÊÐÂÍÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÌ ÏÇÆÎÇÐÐÑÌ
ÑÔË) ÑÕ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ä ÙÇÐÕÓÇ±¬ªÒÑ ØÑÆÖ ÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÔÑÎË-
ÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏ (ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ) ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÄÇÆÇÏ ÄÂÓËÂ-
ÙËÑÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ, ÔÎÇÆÖâ [22]. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÆÂÐÐÑÏÖ ÏÇ-
ÕÑÆÖ, Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ L ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÚËÕÂÕß H? f 6� 0.
´ÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÄÂÉÐÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ®ÇÆÎÇÐÐÑÔÕß ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ A, tp Ë Z Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ x Ë r? ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÔÎÂÃÑ ËÔ-

ÍÓËÄÎâáÕ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÓÑÐÕÞ ËÏÒÖÎßÔÂ, Õ. Ç. àÕË ×ÓÑÐÕÞ
ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ zÿ vt � const.

ªÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÍÄÂÊËÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËâØ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÒÑÆ ÏÂÎÞÏË ÖÅÎÂÏË Í ÑÔË x.
´ÇÏ ÃÑÎÇÇ, ÚÕÑ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÖÅÎÂØ ÆÑÎÉÇÐ ËÊÏÇÐËÕßÔâ
ÔÂÏ ÄËÆ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3), (4), Õ. Í. Ä ÕÂÍÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÒÇÓÂÙËÌ
y$ ÿy, z$ ÿz. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÊÏÇÐâÕÔâ Ë ÄÑÎÐÑÄÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5), (6). £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ËÊ ÄËÆÂ ÒÓÑÃÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË (12) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÐÇ ÏÇÐâáÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ËÏÒÖÎß-
ÔÂ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ, ÍÂÍ
Ë ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ (10), ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÞ Ä ÖÅÎÑÄÑÏ
ÓÂÔÕÄÑÓÇ ÑÕ ÿ45 ÆÑ �458 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ äÃÞÔÕÓÑÌã ÑÔË.
´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ë­ÂÅÓÂÐÉÂ ÒÓË Z 2 � 1 ÒÓËÏÖÕ
ÄËÆ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ËÆÇÂÎßÐÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÓÑÎß ÄÓÇÏÇÐË ËÅÓÂÇÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ x:

qr
qx
� H?� rV � � 0, (15)

qV
qx
� �VH?�V � ÿ 1

r
H? p, (16)

p � ÿ bo � be � 2a
24A2

0
r 3 � const, (17)

ÅÆÇ V � vm(H? f ); r � A2=tp; A0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
(13).

µÔÎÑÄËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ ÒÑ ÑÕ-
ÐÑÛÇÐËá Í ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏ ÊÂÒËÛÇÕÔâ, ÑÚÇ-
ÄËÆÐÑ, ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆ-
ÍÑÔÕË ÕËÒÂ (15) ë (17): qp=qr > 0. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÄ äÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÔÑÔÕÑâÐËâã (17), ÄÞÓÂÉÂáÜÇÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß äÆÂÄÎÇÐËâã p
ÑÕ äÒÎÑÕÐÑÔÕËã r, ÒÑÎÖÚËÏ

bo � be � 2a < 0. (18)

µÔÎÑÄËÇ (18) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ×ËÊËÚÇÔÍË ÄÇÔßÏÂ ÒÓÑ-
ÊÓÂÚÐÞÏ: ÒÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÔÒÓËËÏÚË-
ÄÑÔÕâØ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÔÓÇÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ×ÑÍÖÔËÓÖáÜÇÌ,
ÒÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ë ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÖáÜÇÌ.

©ÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎÇÇ ÎáÃÑÒÞÕÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖ-
ÚÂÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ Ô ÍÑÏÃËÐËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË,
ÍÑÅÆÂ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ ŵ �3� (w �3�e Ë w �3�o )
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞ, Â ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ (w �3�eo ) ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞ.
´ÑÅÆÂ ËÊ (18) Ë ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ bo, be Ë a ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÔÄâÊÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ
ÒÓË 2jw �3�eo j > w �3�e � w �3�o . ¦ÔÎË Ä ÕÂÍÖá ÔÓÇÆÖ ÒÑÔÞÎÂÕß ÔËÅ-
ÐÂÎÞ, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÔÕÓÑÅÑ ÄÆÑÎß äÃÞÔÕÓÑÌã ËÎË äÏÇ-
ÆÎÇÐÐÑÌã ÑÔÇÌ, ÕÑ ÑÐË ÆÑÎÉÐÞ ËÔÒÞÕÞÄÂÕß ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔË-
ÓÑÄÍÖ. µÔÕÑÌÚËÄÞÏË ÏÑÅÖÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ ËÏÒÖÎßÔÞ,
ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÍÑÕÑÓÞØ ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
ÖÅÑÎ Ô ÆÂÐÐÞÏË ÑÔâÏË.

³ÆÇÎÂÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ
jwe;o00 j � jwe;oj=o 2

0 . ´ÑÅÆÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (12), (13), ÂÏÒÎËÕÖÆÂ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ±¬ª

Em � e
o0tp

����� wo
w �3�o

�����1=2.
©ÆÇÔß ÒÓËÐâÕÑ, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ w �3�o , w �3�e Ë w �3�eo ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ
ÄÇÎËÚËÐÞ Ë ÒÑ ÊÐÂÍÖ ÑÆËÐÂÍÑÄÞ. £ÊâÄ ÆÎâ ÕÄÇÓÆÑÅÑ ×Ñ-
ÍÖÔËÓÖáÜÇÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ ÕËÒÂ ÍÄÂÓÙÇÄÑÅÑ ÔÕÇÍÎÂ o0 �
1015 cÿ1, w0�0:1, w �3�o �10ÿ14 ÇÆ. ³¤³¿ [24], ÒÑÎÖÚËÏEm �
107 £/ÔÏ , ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I � cE 2

m=4p �

x � 0

x < 0O

Y

ÿ458 458

x! �1 x! ÿ1

0 Z

²ËÔ.1. ´ÓÂÇÍÕÑÓËâ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ÍÑÐÙÑÏ ÄÇÍÕÑÓÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑ-
Îâ ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ±¬ª ÒÓË ÇÅÑ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË ÚÇÓÇÊ ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÖáÒÎÑÔÍÑÔÕß x � const ÆÎâ m > 0 (ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÒÑ-
ÎâÓËÊÑÄÂÐÂ ÄÆÑÎß äÃÞÔÕÓÑÌã ÑÔË y, ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÂâ ë ÄÆÑÎß äÏÇÆ-
ÎÇÐÐÑÌã ÑÔË z);O � (Eoey � Eeez)=Em, ÅÆÇ ey Ë ez ë ÇÆËÐËÚÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ
ÄÆÑÎß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÔÇÌ.

920 ä¬ÄÂÐÕÑÄÂâ àÎÇÍÕÓÑÐËÍÂã, 30, å 10 (2000) ³.£.³ÂÊÑÐÑÄ, ¡.¶.³ÑÃÑÎÇÄÔÍËÌ



1014 £Õ/ÔÏ2. ³ËÅÐÂÎÞ ÕÂÍÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÏÑÅÖÕ ÅÇÐÇÓË-
ÓÑÄÂÕßÔâ ³°2-ÎÂÊÇÓÂÏË. ©ÂÏÇÕËÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ Õ. Í. w �3�o ,
w �3�o , w �3�eo > 0, ÆÂÐÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá Í ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ.

£ ÅÂÊÂØ, ÉËÆÍÑÔÕâØ Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÎËÏÇÓÂØ ÑÔÐÑÄÐÞÏ
ÏÇØÂÐËÊÏÑÏ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ä ÑÃ-
ÎÂÔÕË ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÕÇÒÎÑÄÑÌ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÊÏ [25],
ÒÓË àÕÑÏ w �3�o , w �3�e Ë w �3�eo ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞ. £ÊâÄ ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ
ÓÂÔÕÄÑÓÂ ÒÑÎËÏÇÓÂ ÍÂÍ ÆËÏÇÕËÎ×ÑÓÏÂÎßÆÇÅËÆ w0 � 0:1,
jw �3�o j � 10ÿ11 ÇÆ. ³¤³¿ [26], ÐÂÌÆÇÏ Em � 106 £/ÔÏ, I �
1012 £Õ/ÔÏ2. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ o0 � 1015 cÿ1, ÕÑ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß
±¬ª tp � 10ÿ14 Ô ÄÒÑÎÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá (2). °Õ-
ÓËÙÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË
ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÔÑÎË-
ÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ Ë
ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ±¬ª Ä ÆÂÐÐÑÏ ÒÑÎËÏÇÓÇ Ô
ÐÂÄÇÆÇÐÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ.

©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5),
(6) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ÆËÐÂÏËÍÖ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ Ë
ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÑÓÑÕÍÑÅÑ àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÔÓÇÆÂØ Ô ÐÂÄÇÆÇÐÐÑÌ ÑÆÐÑÑÔ-
ÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ ÒÓË ÇÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖ-
ÎâÓÐÑ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÔË. £ ÒÓÇÆÇÎÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ËÏ-
ÒÖÎßÔÑÄ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5), (6) ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÖá
ÔËÔÕÇÏÖ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÏÇÆÎÇÐÐÑÏÇÐâáÜËØÔâ
ÂÏÒÎËÕÖÆ.

±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÊÆÇÔß ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (5), (6) Ä ÄËÆÇ ÔÑ-
ÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ Ë
ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÑ Ä
ÔÓÇÆÂØ ÔÑ ÔÎÂÃÞÏ ÆÄÖÎÖÚÇÒÓÇÎÑÏÎÇÐËÇÏ, ÍÑÅÆÂ ÆÎËÐÂ
ÃËÇÐËÌ àÎÎËÒÔÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Lbs ÄÇÎËÍÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
ÆÎËÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËâ lds. ±ÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÆÂÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í
ÔÎÂÃÞÏ ËÔÍÓËÄÎÇÐËâÏ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ.

±ÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÕÂÍÉÇ ËÐÕÇÓÇÔ ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÇ ÓÇ-
ÛÇÐËÇ Ô ËÔÒÞÕÞÄÂáÜËÏ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÃËÇÐËâ àÎÎËÒ-
ÔÑÏ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ä ÔÎÖÚÂÇ Lbs � lds. ¥Îâ ÒÓÑÄÇÆÇÐËâ
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ Ä ÆÂÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÆÑÎÉÐÞ
ÃÞÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÞÃÓÂÐÞ ÒÑÆØÑÆâÜËÇ
ÒÓÑÃÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÆÎâ Fo Ë Fe. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÂÅÂÇÏ ÓÇÛËÕß àÕÖ ÊÂÆÂÚÖ.
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S.V.Sazonov, A.F.Sobolevskii. Dynamics of ultrashort pulses in bire-
fringent media.

A system of equations is proposed that describes the dynamics of a
laser pulse containing a few optical cycles (ultrashort pulse) in the
transparency region of a medium with induced birefringence. In this
situation, the approximation of slowly varying envelopes, which is
standard in the case of monochromatic signals, is inapplicable. An
approximate solution is found for the case when the dispersion spread-
ing length is much smaller than the length of the polarisation ellipse
beating. It has the form of a travelling soliton-like bound state of
ordinary and extraordinary components. The conditions for the stabil-
ity of this pulse with respect to self-focusing are determined.
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