
±ÑÎÖÚÇÐÞ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÅÑ £¬² ÆÎâ ÑÃÓÂÊÙÑÄ Ô ÆÎËÐÑÌ, ÏÇÐßÛÇÌ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ ÒÂÆÂá-
ÜÇÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, Ë ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÔÓÇÆ. ¯ÂÌÆÇÐÂ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÒÑ
àÐÇÓÅËâÏ. ±ÓÑÔÎÇÉÇÐ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ £¬² Í ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏÖ. µÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÏ ÖÔËÎÇÐËË
ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÑÍÔÑÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÕÂÃËÎßÐÂ.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÔÕÂÃËÎËÊÂÙËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ËÊÎÖÚÇÐËâ, £¬², ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.

£ÄÇÆÇÐËÇ

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÔÕÑÍÔÑÄ ËÏÒÖÎßÔ £¬², ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÖÔË-
ÎÇÐËÇÏ ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂÇÕ ÔÕÑØÂÔÕË-
ÚÇÔÍËÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË [1 ë 9]. °ÔÑÃÇÐÐÑ ÔËÎßÐÞÇ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËË ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ ÒÓË ÍÑÅÇÓÇÐÕ-
ÐÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÓÂÔÔÇËÄÂá-
ÜÇÌ ÔÓÇÆÑÌ [1 ë 4]. ´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË [1] Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ
[3, 4] ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎâØ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑ-
âÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ËÏÇÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÖá ×ÑÓÏÖ Ô ÏÂÍÔËÏÖÏÑÏ ÄÃÎËÊË ÐÖÎâ. µÄÇÎËÚÇ-
ÐËÇ ÏÑÜÐÑÔÕË ÄÑÊÃÖÉÆÂáÜÇÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÓÑÔÕÖ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÎÂÊÇÓÐÞØ ×ÑÕÑ-
ÐÑÄ Ä ÔÕÑÍÔÑÄÞ Ë Í ËÔÕÑÜÇÐËá ÐÂÍÂÚÍË. ±ÓË àÕÑÏ ÓÂÊ-
ÃÓÑÔ àÐÇÓÅËÌ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ, Â ÏÂÍ-
ÔËÏÖÏ ËØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÏÇÜÂÇÕÔâ [6 ë 9].

£Ñ ÄÔÇØ ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÞØ ÓÂÐÇÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ [1 ë 9], ÐÇ-
ÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËâ ÔÑ ÔÓÇÆÑÌ, Ä ÍÑÏÃËÐÂÙËÑÐÐÑÏ ÓÂÔÔÇâÐËË (¬²) ÖÚÂÔÕ-
ÄÑÄÂÎÂ ÏÂÎÂâ ÆÑÎâ ÏÑÎÇÍÖÎ Ë ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕË ÖÓÑÄÐÇÌ ÑÔ-
ÕÂÄÂÎËÔß ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏË. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ (ÇÜÇ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÂâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ ÐÂÍÂÚÍË, ÚÇÏ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ [7, 8], ÇÅÑ ÃÑ0ÎßÛÂâ
ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß Ë ÖÍÑÓÑÚÇÐÐÑÔÕß ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÐÑÇ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÅÂÊÂ Ä ÍáÄÇÕÇ Ë Õ. Æ.) [10 ë 13] ÖÔËÎÇÐËÇ
ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ ¬² ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ÊÐÂÚËÕÇÎß-
ÐÑÌ ÚÂÔÕË ÏÑÎÇÍÖÎ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ÄÑÊÃÖÉÆÇÐ-
ÐÑÇ [12 ë 17]. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ
ÒÓÑâÄÎÇÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÛÖÏÂ Ä ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ×ÎÖ-
ÍÕÖÂÙËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÓÂÊÄËÄÛÇÅÑÔâ
ËÊ ÐÇÅÑ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÄÑÎÐÞ ÐÂÍÂÚÍË, ÃÖÆÖÕ ËÏÇÕß ÔÄÑË
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË. ¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ àÕË ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÐÇ ËÊÖÚÇÐÞ ÐË
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË, ÐË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ.

¸ÇÎßáÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÞ âÄÎâÇÕÔâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ Ä ÓÂÏ-
ÍÂØ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ-

ÐÑÏ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÓÂÊÐÑÔÕË ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕÇÌ ÓÂÃÑÚËØ ÖÓÑÄ-
ÐÇÌ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÅÑ £¬². ±ÑÎÇ ÐÂÍÂÚÍË ÔÚËÕÂ-
ÇÕÔâ ÊÂÆÂÐÐÞÏ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÍÂÍ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞÇ ÔÓÇ-
ÆÞ, ÕÂÍ Ë ÑÃÓÂÊÙÞ Ô ÆÎËÐÑÌ, ÏÐÑÅÑÏÇÐßÛÇÌ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ
ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ.

1. µÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÆÇÎË

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÑÏÃËÐÂÙËÑÐÐÑ-ÂÍÕËÄÐÖá ÔÓÇÆÖ, ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÐÖá ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÏÑÎÇÍÖÎÂÏË Ô ÚÂÔÕÑÕÂÏË orq Ë
ÆËÒÑÎßÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË drq ÒÇÓÇØÑÆÑÄ, ÅÆÇ q � 1, 2 ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ Ë ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÖÓÑÄÐâÏ £¬² (d12 �
0), Â r � 3, 4, 5 . . . ë ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÏ ÖÓÑÄÐâÏ.

ÂÊÇÓÐÑÇ ÒÑÎÇ

EL�r; t� � eLEL�r; t� exp�ÿioLt�� ÍÑÏÒÎ. ÔÑÒÓ. (1)

ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÔËÎßÐÞÏ, Â ÇÅÑ ÚÂÔÕÑÕÂoL ÆÂÎÇÍÂ
ÑÕ ÚÂÔÕÑÕ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ: jdqrELj � �h�oLÿ
orq�; �horq. £ (1) eL ë ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ä
ÄÑÊÃÖÉÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÇ; EL ë ÇÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ.

£ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÕÑÓËÚÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÂ ÚÂÔ-
ÕÑÕÇ os � oL ÿ o21 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ [18]
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ÅÆÇo21 ë ÚÂÔÕÑÕÂ ÍÑÏÃËÐÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ j1i ÿ j2i; ÑÔß
z ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÆÑÎß ÑÃÓÂÊÙÂ ÆÎËÐÑÌ L.

±ÑÎâÓËÊÂÙËâ ÔÓÇÆÞ ÐÂ àÕÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ [14]

Ps � esnm�sEL�z; t�R ��z; t� exp�ÿiost�� ÍÑÏÒÎ. ÔÑÒÓ. (3)

©ÆÇÔß R(z; t) � s21�z; t) ë ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ àÎÇ-
ÏÇÐÕÂ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ j1i ÿ j2i: r21(z; t) �
s21(z; t) exp (ÿ io21t);
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ë ÍÑÏÃËÐÂÙËÑÐÐÂâ ÒÑÎâÓËÊÖÇÏÑÔÕß ÏÑÎÇÍÖÎÞ ÐÂ ÔÕÑÍÔÑ-
ÄÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ; n ë ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÏÑÎÇÍÖÎ; es ë ÇÆËÐËÚÐÞÌ
ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ä ÔÕÑÍÔÑÄÑÏ ÒÑÎÇ (ÎËÐÇÌÐÂâ ÒÑÎâÓË-
ÊÖÇÏÑÔÕß ÏÑÎÇÍÖÎ Ä àÕÑÏ ÒÑÎÇ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ).

®ÑÓÆÑÄÔÍËÌ ÅÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÇÆÂÅÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÔÕËÕÖÕ ËÏ.®.¦.¦Ä-
ÔÇÇÄÂ, ×ËÊËÍÑ-ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ×ÂÍÖÎßÕÇÕ, ²ÑÔÔËâ, 430007 ³ÂÓÂÐÔÍ,
³ÕÖÆÇÐÚÇÔÍÂâ ÖÎ., 11-Â
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£ÞÆÇÎËÏ Ä ÔÕÑÍÔÑÄÑÏ ÒÑÎÇ ÃÞÔÕÓÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË

Es�z; t� � esEs�z; t� exp�ÿiost�� ÍÑÏÒÎ. ÔÑÒÓ. (4)

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (1), (3), (4) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (2) Ë ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÅÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜËØÔâ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆ, ÐÂÌÆÇÏ
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¿ÎÇÏÇÐÕÞÏÂÕÓËÙÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕËR ËZ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂ-
ÄÐÇÐËâÏ [14 ë 16]
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ÅÆÇZ � �s11 ÿ s22�=2;T2 ë ÄÓÇÏâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË Ä
ÓÂÏÂÐÑÄÔÍÑÏ ÒÇÓÇØÑÆÇ.

¢ÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÏÑÎÇÍÖÎÞ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË. ²ÂÔÔÇâÐÐÑÇ
ËÊÎÖÚÇÐËÇ Ä ÑÃÓÂÊÙÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ
ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÑÌ ×ÑÓÏÞ, ÒÑÎÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÃÖÆÇÏ ÔÚË-
ÕÂÕß ÊÂÆÂÐÐÞÏ:

EL�z; t� � E �0�L L�t�; L�t� �
0; t < 0;
1; 04 t4 tL;
0; t > tL;

8<: (8)

ÅÆÇ tL ë ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÂÍÂÚÍË �E �0�L � const�;

Ef �z; 0� � 0 � f � L; s�; (9)

Z�z; 0� � 0; 5; (10)

R�z; 0� �
R1; 04 z4Dz;
R2; Dz < z4 2Dz;
::::::
Rn; Dz�nÿ 1� < z4L :

8>><>>: (11)

£ ÓÂÏÍÂØ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË R(z; 0) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ, Ô ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ £¬². £
(11) Rk � rk exp (ijk) (k � 1, 2 ,... n) ë ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍ-
ÔÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ [19]

P�rk� �
2
g2

rk exp

�
ÿ r 2

k

g 2

�
, (12)

P�jk� �
1
2p

, (13)

ÅÆÇ g � 1=�N0Dz�1=2; Dz ë ÕÑÎÜËÐÂ ÔÎÑÇÄ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÊ-
ÃËÄÂÇÕÔâ ÑÃÓÂÊÇÙ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË; N0 ë ÚËÔÎÑ
ÏÑÎÇÍÖÎ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÆÎËÐÞ ÑÃÓÂÊÙÂ; n ë ÚËÔÎÑ ÔÎÑÇÄ. ¦ÔÎË
n ÄÞÃÓÂÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËÏ, ÕÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË ÃÖÆÖÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÍÂÍ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞÇ, ÕÂÍ Ë ÍÑ-
ÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ n [19].

¬ÂÉÆÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÔÄÑÌ ÔÕÑÍÔÑÄ ËÏÒÖÎßÔ. ®ÂÎÞÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÑÕÍÎÑÐÇ-
ÐËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, ÖÔËÎËÄÂâÔß, ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÏÂÍ-
ÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÊ-
ÎÖÚÇÐËâ [1 ë 9].

2. ²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë¢ÎÑØÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ £¬² Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÅÇ-
ÓÇÐÕÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ, Õ. Ç. ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ
ÄÓÇÏâ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÇÐßÛÇ ÄÓÇÏÇ-
ÐË ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË Ä ÓÂÏÂÐÑÄÔÍÑÏ ÒÇÓÇØÑÆÇ [15].
´ÑÅÆÂ ÄÕÑÓÞÏ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (7) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇ-
ÃÓÇÚß.

2.1. ¬ÑÓÑÕÍËÌ ÑÃÓÂÊÇÙ

°ÃÓÂÕËÏÔâ ÄÐÂÚÂÎÇ Í ÑÃÓÂÊÙÖ ÏÂÎÑÌ ÆÎËÐÞ, Õ.Ç.
L� ls;L (ls;L ë ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÔÕÑÍÔÑÄÂ (ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ) ËÊÎÖÚÇ-
ÐËâ). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËÇÏ Ë ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÒÑ-
ÎâÓËÊÂÙËË ÑÕ z ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ´ÑÅÆÂ
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±ÑÆÔÕÂÄËÄ ×ÑÓÏÖÎÞ (8), (14) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6), (7),
ÒÑÎÖÚËÏ
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tsLRR �
, (16)

ÅÆÇ

ts � �hc

2pnjmsj2jE �0�L j2osL
(17)

ë ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÏÂÔÛÕÂÃ £¬² ÆÎâ ÍÑÓÑÕÍËØ
ÔËÔÕÇÏ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15), (16), ÎÇÅÍÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ
ÄÇÍÕÑÓ fX;Y;Zg Ô ÕÇÚÇÐËÇÏ ÄÓÇÏÇÐË ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÄÑá
ÆÎËÐÖ:

X 2 � Y 2 � Z 2 � 1
4
, (18)

ÅÆÇ X � ReR; Y � ImR. ±ÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Z�0� � 0:5.
£ÄÑÆâ ÒÑÎâÓÐÞÌ ÖÅÑÎ y Ë ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÌ ÖÅÑÎ j, Ô

ÒÑÏÑÜßá ÄÞÓÂÉÇÐËÌ

X � 0:5 sin y cosj; Y � 0:5 sin y sinj; Z � 0:5 cos y (19)

ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (15) Ë (16) ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ

_yÿ l
ts

sin y � 0, _j � 0. (20)

µÓÂÄÐÇÐËâ (20) ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ:

cos y �
ÿtanh

tÿ t0
ts

; t4 tL;

ÿtanh
tL ÿ t0

ts
; t > tL;

8><>: (21)

ÅÆÇ t0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË Ë ÓÂÄÐo
ts ln [2=y(0)]. µÅÑÎ y(0) � a ÊÂÆÂÇÕ ÐÂÚÂÎßÐÖá ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËá Ä ÔÓÇÆÇ.

¹ËÔÎÑ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ×ÑÕÑÐÑÄ, ËÔÒÖÔÍÂÇÏÞØ ÊÂ ÇÆËÐËÙÖ
ÄÓÇÏÇÐË,

Is�t� � _N2 � N _r22 � ÿN _Z, (22)

ÅÆÇ N ë ÚËÔÎÑ ÂÕÑÏÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ.

³ÕÂÃËÎËÊÂÙËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÑÍÔÑÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ £¬² Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ 249



¿ÐÇÓÅËâ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ

~Es �
�1
0
Is�t�dt �

�1
0
N _Zdt � 1

2
N
�
1� tanh

tL ÿ t0
ts

�
. (23)

¥Îâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÚËÔÎÂ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ×ÑÕÑÐÑÄ, ËÔÒÖÔÍÂÇÏÞØ ÑÆ-
ÐÑÌ ÏÑÎÇÍÖÎÑÌ, ÒÑÔÎÇ ÐÇÔÎÑÉÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÐÂÌ-
ÆÇÏ

~Ws �
~Es

N
� 1

2

�
1� a2 ÿ a2

a2 � a2

�
, (24)

ÅÆÇ

a � 2 exp

�ÿtL
ts

�
. (25)

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ R(0) âÄÎâÇÕÔâ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ÒÑÆÚËÐâáÜÇÌÔâ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËá ¤ÂÖÔÔÂ (×ÑÓÏÖÎÞ (11) ë (13)). ±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÄËÕËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâØ (5) ë (7) ÒÑÎÖÚÂáÕ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË [2, 12], ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÆÎâ ÍÑÓÑÕÍÑ-
ÅÑ ÑÃÓÂÊÙÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÔÎÖÚÂÌÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ R(0) ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÒÑ ÑÃÓÂÊÙÖ. ´ÑÅÆÂ a � 2jR(0)j ë ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎË-
ÚËÐÂ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ

P0�a� � 2a
g 2

exp

�
ÿ a2

g 2

�
, (26)

ÅÆÇ g � 1=
����
N
p

ë ÛËÓËÐÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ [19].
®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ×ÎÖÍÕÖË-

ÓÖÇÕ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÂ c ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ×ÑÓÏÖÎÞ

P�Ws� �
�
d� ~Ws ÿWs�

�
�

�
d
�

~Ws�a� ÿWs
�
P0�a�da ' P0�b�

j ~W 0
s�b�j

, (27)

ÅÆÇ d(xÿ x0) ë ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËâ; b ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ

~Ws�b� �Ws; ~W 0
s �b� �

d ~Ws

da

���
a�b

.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ b ÎÇÅÍÑ ÓÇÛÂÇÕÔâ:

b � a
�

Ws

1ÿWs

�1=2

�b > 0�. (28)

£ÞÚËÔÎââ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ~W 0
s(b) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÖ (26),

ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ:

P�Ws� � q
exp�ÿqWs=�1ÿWs��

�1ÿWs�2
, (29)

ÅÆÇ q � (a/g)2. ªÊ (29) ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ë ÇÅÑ ÄÞÔÑÕy:

Ws;0 � 1ÿ 0:5q, (30)

P0 � 4
e2q

exp q. (31)

³ÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ

�Ws �
�1
0
WsP�Ws�dWs � 1ÿ qE1�q� exp q, (32)

Â ÇÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ

d �

� �1
0
�Ws ÿ �Ws�2P�Ws�dWs

�1=2
�Ws

�
(
1ÿ 2q exp�q�E1�q� � q exp�q�E2�q�

�1ÿ q exp�q�E1�q��2
ÿ 1

)1=2

, (33)

ÅÆÇ E1;2(x) ë ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÇÓ-
ÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

¥Îâ ÔÎÂÃÞØ ÒÑÎÇÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ q� 1 Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
(29) ÐÇ ËÏÇÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ (ÑÐ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞØ Ws). ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂØ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ

E1�q� ' exp�ÿq�
q

�
1ÿ 1

q
� 2
q2
� � �
�
,

ÐÂÌÆÇÏ

�Ws ' 1
q
. (34)

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÑÓÏÖÎÖ (29) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

P�Ws� � 1
�Ws

exp
�ÿWs=

�
�Ws�1ÿWs�

�	
�1ÿWs�2

' 1
�Ws

exp

�ÿWs
�Ws

�
, (35)

ÅÆÇ, ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ (34), ÏÞ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÎË Ws ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÇÆËÐËÙÇÌ.

²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (35) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ, ÓÂÐÇÇ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÎâ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÔËÔ-
ÕÇÏ [1]. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËÇ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÄÎËâÐËâ ÐÂ ×ÖÐ-
ÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÒÑ àÐÇÓÅËâÏ.

³ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂÍÂÚÍË (Ô ÖÏÇÐßÛÇÐË-
ÇÏ q) ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ËÔÒÖÜÇÐÐÞØ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ×ÑÕÑÐÑÄ Ä

0 0.5 1.0 1.5 2.0 Ws= �Ws

1

2

3

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2
P

²ËÔ.1. ¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÑ àÐÇÓÅËâÏ
ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÆÎâ ÍÑÓÑÕÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÒÓË ÔÕÇÒÇÐË ÐÇÎËÐÇÌÐÑ-
ÔÕË ÖÔËÎÇÐËâ £¬² q � 4 (1), 1 (2) Ë 0.4 (3).
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ÓÂÔÚÇÕÇ ÐÂ ÑÆÐÖ ÏÑÎÇÍÖÎÖ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ë ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÒÇ-
ÓÇØÑÆ Í ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÖÔËÎÇÐËá ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
(ÓËÔ.1). µÉÇ ÒÓË q � 4 àÐÇÓÅËâ �Ws ' 0:175 Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÔÎÂÃÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß. ±ÓË ÆÑÔÕËÉÇÐËË
q � 2 Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÖÏ, ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÐÞÌ ÕÑÚÐÑ ÒÓË Ws � 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ �Ws ' 0.38 Ë
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÇÓÇØÑÆÐÞÌ ÓÇÉËÏ. ³ ÓÑÔÕÑÏ àÐÇÓÅËË ÎÂÊÇÓ-
ÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ àÐÇÓÅËË �Ws Ë Ws0 ÒÓÑÆÑÎÉÂáÕ ÖÄÇÎËÚË-
ÄÂÕßÔâ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÄÇÓÑâÕÐÂâ àÐÇÓÅËâ, ÑÔÕÂÄÂâÔß ÏÇÐßÛÇ
ÔÓÇÆÐÇÌ, ÔÃÎËÉÂÇÕÔâ Ô ÐÇÌ Ë ÒÓË q � 1:29 àÐÇÓÅËâ �Ws �
Ws0; ÊÂÕÇÏ Ws0 ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÑÎßÛÇ �Ws, a ÄÞÔÑÕÂ ÒËÍÂ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ, ÆÑÔÕËÅÂâ ÒÓË q � 1ÏËÐËÏÖ-
ÏÂ ( �Ws ' 0:40, Ws0 � 0:50). ¿ÕÑ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÇÏ Ë ÐÂÓÂÔÕÂÐËÇÏ äÒÓÑÄÂÎÂã ÒÓË ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËâØ.

³ ÆÂÎßÐÇÌÛËÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÏÑÜÐÑÔÕË ÄÑÊÃÖÉÆÂá-
ÜÇÌ ÄÑÎÐÞ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÖÔËÎÇÐËâ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ ±ÓË àÕÑÏ
ÏÂÍÔËÏÖÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÔÎÇÅÍÂ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ,
ÒÓÑÆÑÎÉÂâ ÔÏÇÜÂÕßÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÃÑÎßÛËØ àÐÇÓÅËÌ ÔÕÑÍ-
ÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË q � 0:4, ÕÑ �Ws ' 0:58,
Ws0 � 0:80, Â ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË q ÆÑ 0.04 ËÏÇÇÏ �Ws ' 0:85,
Ws0 � 0:98.

±ÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ Í ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÔÑÒÓÑ-
ÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ ÓÂÊÃÓÑÔÂ àÐÇÓÅËÌ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏ-
ÒÖÎßÔÑÄ (ÔÏ. ÕÂÃÎËÙÖ). £ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ
ÃÑÎßÛÑÌ àÐÇÓÅËË ÄÑÊÃÖÉÆÂáÜÇÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ (q! 0) àÐÇÓ-
ÅËË Ws0 ! 1, �Ws ! 1, P0(0)!1, d! 0 Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
(29) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËá.

2.2. ±ÓÑÕâÉÇÐÐÂâ ÔÓÇÆÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß, ÍÂÍ ÄÎËâáÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ Ë
ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËÇ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ £¬². ±ÖÔÕß ÄÑÊÃÖÉÆÂáÜÂâ ÄÑÎÐÂ ÆÎËÐÑÌ lL
ÒÂÆÂÇÕ ÐÂ ÑÃÓÂÊÇÙ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÇÅÑ ÑÔÐÑÄÂÐËá Ë
ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÇÅÑ ÄÞÕâÐÖÕÑÔÕË. ±ÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ ÓÂÔ-
ÔÇâÐËÇÏ ÐÂÊÂÆ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏ ÒÑÎÇ Ä ÔÓÇÆÇ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ
ÎÂÊÇÓÐÑÌ Ë ÒÑÒÖÕÐÑÌ ÔÕÑÍÔÑÄÑÌ ÄÑÎÐ, ÄÞÆÇÎââ Ä ÓÂÐÇÇ
ÄÄÇÆÇÐÐÞØ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜËØÔâ Ô ÕÇÚÇÐËÇÏ ÄÓÇÏÇÐË
ÂÏÒÎËÕÖÆÂØ ÃÞÔÕÓÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ z ÄËÆÂ
Ef �ef exp (ikfz), ÅÆÇ kf � of=c ë ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ( f � L, s).
´ÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5) Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÓÇÆÞ (6), (7)
ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ Í ÄËÆÖ

es�z;t�� i
2pnm�sos

c

�z
0
EL

�
z 0;tÿz

0ÿz
c

�
R �
�
z 0;tÿ z0ÿz

c

�
dz 0,(36)

qR
qt
� ÿ 2i

�h
m�seLZe �s , (37)

qZ
qt
� 2

�h
Re
ÿ
imse

�
LRes

�
, (38)

ÅÆÇ ÕÇÒÇÓß R � s21 exp�i�ks ÿ kL�z� Ë ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ ÄÍÎÂÆ Ä
ÒÑÎÇ Ä ÔÇÚÇÐËË z ÑÕ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÑÃÓÂÊÙÂ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ
ÒÓÂÄÇÇ ÇÅÑ, Õ. Ç. ÒÓË z 0 > z, ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá.

¥Îâ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚ (8) ë (13), (36) ë (38)
ÖÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏ ÄÇÎËÚËÐÂÏ: ÃÇÊÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x � zO=s, ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË t � tO
Ë ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏ ÒÑÎÇÌ Ef �
ef=(pn�hoL)

1=2 � f � L, s), ÅÆÇ Oÿ1 � 1=(pnoLjmsj) ë ÄÓÇÏÇÐ-
ÐÑÌ, Â cOÿ1 ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃÞ ÒÓË ÖÚÇÕÇ à×-
×ÇÍÕÑÄ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ Ä £¬² [14].

£ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÄÇÎËÚËÐÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (36) ë (38) ÒÓË-
ÏÖÕ ÄËÆ

Es�x; t� �
� x
0 2irsR ��x0; tÿ x� x0�EL�x0; tÿ x� x0�, (39)

qR
qt
� iZE�s EL, (40)

qZ
qt
� 4Re

�
iREsE�L

	
, (41)

ÅÆÇ rs � os=oL. ±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (12), (13) g � 1=(NDx)1=2, ÅÆÇ Dx �
DzO;N � N0c=O.

¥Îâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ £¬² Ä ÒÓÑ-
ÕâÉÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÐÂÏË ÃÞÎÂ ÒÓÑÄÇÆÇÐÂ ÔÇÓËâ ÓÂÔÚÇÕÑÄ
ÍËÐÇÕËÍË ÓÂÔÔÇâÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ. £ ÓÂÔÚÇÕÂØ ÒÑÎÂÅÂÎÑÔß,
ÚÕÑ N � 5�1013, Dx � 0:01, ÕÂÍ ÚÕÑ ÛËÓËÐÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
¤ÂÖÔÔÂ g � ���

2
p �10ÿ6. °ÕÐÑÛÇÐËÇ ÚÂÔÕÑÕ os=oL ÒÓËÐËÏÂ-

ÎÑÔß ÓÂÄÐÞÏ 0.9.
¬ÂÍ Ë Ä ÍÑÓÑÕÍËØ ÑÃÓÂÊÙÂØ, Ä ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÔÓÇÆÂØ

àÐÇÓÅËâ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËÇÌ Í ÆÓÖÅÑÌ. ¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ àÕËØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ ÃÞÎË ÓÂÔÔÚË-
ÕÂÐÞ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÒÑ
àÐÇÓÅËâÏ u ÒÓË ÓÂÊÐÞØ ÄØÑÆÐÞØ ÒÑÎâØ. ³ ÙÇÎßá ÑÃÇÔÒÇ-
ÚÇÐËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ ÅÎÂÆÍÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÎÔâ ÂÐÔÂÏÃÎß ËÊ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËÌ (ÑÕ 500 ÆÑ 1500). °ÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ u ÄÞÃËÓÂÎÂÔß ÄÃÎËÊË ÔÓÇÆÐÇÅÑ �u Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
�0,2�u�, ÍÑÕÑÓÞÌ ÓÂÊÃËÄÂÎÔâ ÐÂ ÑÕÓÇÊÍË Ô ÛÂÅÑÏ Du � h�u
(h � 0:02). ±ÑÆÔÚËÕÞÄÂÎÑÔß ÚËÔÎÑ ni ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ Ô u Ä
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �ui ÿ 0:5Du, ui � 0:5Du�. ¶ÖÐÍÙËâ

P�ui=�u� � ni
hn

Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÕÓÇÃÖÇÏÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ.

q d (%)

� 1 100

2 64

1 53

0.4 41

0.04 15.5

0 0

0 0.5 1.0 Ws= �Ws

1

3

4

2
2

4

6

8

20

P

5

²ËÔ.2. ¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÑ àÐÇÓÅËâÏ
ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÆÎâ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÒÓË ÂÏÒÎËÕÖÆÇ ÒÑÎâ
ÐÂÍÂÚÍË E�0�L � 0:2 (1), 0.225 (2), 0.25 (3), 0.35 (4), 0.5 (5); l � 1, tL �1000.
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¯Â ÓËÔ.2 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÔÅÎÂÉÇÐÐÞÇ ÅËÔÕÑÅÓÂÏÏÞ àÐÇÓ-
ÅËË ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ (ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÚËÔÎÂ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ×Ñ-
ÕÑÐÑÄ, ËÔÒÖÔÍÂÇÏÞØ ÑÆÐÑÌ ÏÑÎÇÍÖÎÑÌ)

Ws � 1
rLl

�tL
0
jEs�l; t�j2dt (42)

ÒÓË ÓÂÊÐÞØ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆÂØ ÄØÑÆÐÞØ ÒÑÎÇÌ
E�0�L � E

�0�
L =(pn�hoL)

1=2, ÅÆÇ l � LO=c, tL � tLO. ²ÂÔÚÇÕÞ ÒÑ-
ÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÍÂÓÕËÐÂ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
P(W= �Ws) ÒÓË ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ E�0�L ÆÎâ ÒÓÑÕâÉÇÐ-
ÐÞØ ÔÓÇÆ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ ÕÂÍÑÄÑÌ ÆÎâ ÑÃÓÂÊÙÑÄ ÏÂÎÑÌ ÆÎËÐÞ
ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ q .

£ ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËÌ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÍÂÍ Ë
ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÑÎÐÑÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ, Â ÓÂÊÃÓÑÔ àÐÇÓÅËÌ ÄÇÎËÍ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÍÓË-
ÄÑÌ 1 ÐÂ ÓËÔ.2 ÔÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ �Ws � 0:022, d � 86:4%).
³ ÐÂÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÒÓÑâÄÎâ-
ÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÖÏ. ¬ÂÍ Ë ÆÎâ ÍÑÓÑÕÍËØ ÑÃÓÂÊÙÑÄ, ÎÇÄÑÇ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÍÓÞÎÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓÂÔÕâÐÖÕÑ, Â ÒÓÂ-
ÄÑÇ ë ÑÃÓÞÄËÔÕÑ. ±ÓË àÕÑÏ ÓÂÊÃÓÑÔ àÐÇÓÅËÌ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÖÏÇÐßÛÇÐ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÊÃÓÑÔÑÏ ÒÓË ÎË-
ÐÇÌÐÑÏ ÖÔËÎÇÐËË (ÍÓËÄÂâ 2 ÐÂ ÓËÔ.2, ÅÆÇ �Ws � 0:16, d � 27
%). £ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ E�0�L (Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ q)
äÒÓÑÄÂÎã Ä ÑÃÎÂÔÕË àÐÇÓÅËÌ Ws <Ws0 ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ,
Â ÍÓÖÕËÊÐÂ ÍÓËÄÑÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ä ÑÃÎÂÔÕË Ws >Ws0
ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ; ÐÂËÃÑÎÇÇ ÄÇÓÑâÕÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÔÃÎËÉÂÇÕÔâ ÔÑ
ÔÓÇÆÐÇÌ.

°ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÆÎâ ÍÑÓÑÕÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÒÓË àÕÑÏ àÐÇÓÅËâ
Ws0 ÑÔÕÂÇÕÔâ ÏÇÐßÛe �Ws, ÕÑ ÆÎâ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÑÃÓÂÊÙÑÄ
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÑÃÓÂÕÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ. ËÛß, ÐÂÚËÐÂâ Ô ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÑÌ àÐÇÓÅËË, ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË E�0�L ÏÂÍÔËÏÖÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÆÎâ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÔÓÇÆ ÔÏÇÜÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ ÉÇ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËË, ÚÕÑ Ë ÆÎâ ÍÑÓÑÕÍËØ ÑÃÓÂÊÙÑÄ. °ÔÐÑÄÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ
àÕËØ ÔÎÖÚÂÇÄ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ
ÓÇÉËÏÇ ÒÓË ÕÇØ ÉÇ ÔÓÇÆÐËØ àÐÇÓÅËâØ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ ÆÎâ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÔÓÇÆ ÓÂÊÃÓÑÔ àÐÇÓÅËÌ ÅÑÓÂÊÆÑ
ÏÇÐßÛÇ. ´ÂÍ, ÒÓË �Ws � 0:20, 0.41 Ë 0.58 d � 8:5, 5.2 Ë
3.2% ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ (ÍÓËÄÞÇ 3 ë 5 ÐÂ ÓËÔ.2).

³ ÙÇÎßá ÄÞâÔÐÇÐËâ ÒÓËÚËÐ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÊÎËÚËâ ÆÎâ ÒÓÑ-
ÕâÉÇÐÐÞØ ÔÓÇÆ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ ÃÞÎÑ ÓÂÔÔÚËÕÂÐÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÒÑ àÐÇÓÅËâÏ ÒÓË ÊÂÆÂÐËË
R �0� ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ Ë ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÒÑ ÑÃÓÂÊÙÖ (ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô
(26)). ±ÓË ÕÑÏ ÉÇ ÚËÔÎÇ ÂÕÑÏÑÄ N � 5�1013 àÕÑ ÆÂÇÕ g ����
2
p �10ÿ7. £ ÎËÐÇÌÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß,
ØÂÓÂÍÕÇÓ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÓÂÍÕËÚÇ-
ÔÍË ÐÇ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ P(W= �Ws). ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÆÎâ ÓÂÐÇÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ (ÍÓËÄÂâ 1 ÐÂ ÓËÔ.2) ÒÓË
R �0�, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÏ ÑÕ z, ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ d � 89:4%.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ ÓÇÛÂáÜÂâ ÓÑÎß
Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÆÎËÐ-
ÐÑÄÑÎÐÑÄÞÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ Ë ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËe ÔÕÑÍÔÑÄÂ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÂ àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÕÐÑÅÑ ÄÎËâÐËâ ÐÇ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕ. £ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÉÇ ÔËÕÖÂÙËË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß R �0� ÒÓË-
ÄÑÆËÕ Í ÖÔËÎÇÐËá ÓÂÊÃÓÑÔÂ àÐÇÓÅËÌ ÔÕÑÍÔÑÄÞØ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ. ´ÂÍ, Ä ÔÎÖÚÂÇ E�0�L � 0:215 � �Ws ' 0:10� ÒÓË n � 1 ÑÕÍÎÑ-
ÐÇÐËÇ d � 73:5%, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÒÓË n � 100 ë ÄÔÇÅÑ ÎËÛß
51:5%. ³ ÐÂÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÖÔËÎÇÐËâ £¬² àÕË
ÓÂÔØÑÉÆÇÐËâ ÔÐÑÄÂ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ ÔÅÎÂÉËÄÂáÕÔâ. ´ÂÍ, ÆÎâ
ÍÓËÄÞØ 3 ë 5 ÐÂ ÓËÔ.2 ÒÓË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ R �0� ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ
d � 11:1, 4.6 Ë 3.3% ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, Ä
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑ ÏÇÓÇ ÓÑÔÕÂ ÏÑÜÐÑÔÕË ÐÂÍÂÚÍË
×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÞÇ âÄÎÇÐËâ Ä £¬² ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ ÄÔÇ ÔÎÂÃÇÇ
Ë ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÑÍÔÑÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÕÂÃËÎËÊË-
ÓÖÇÕÔâ. £ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ËÊ-ÊÂ ÄÎËâÐËâ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâ Ë ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ àÕÑÕ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔ ÒÓÑÕÇÍÂÇÕ ÃÞÔÕÓÇÇ.

³ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÐÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕÇÌ ÖÓÑÄÐÇÌ £¬² ÓÇÂÎËÊÖ-
ÇÕÔâ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË Ä ÔÓÇÆÐÇÏ ÐÂ ÑÆÐÖ ÏÑÎÇÍÖÎÖ ÒÓË-
ØÑÆËÕÔâ ÑÆËÐ ×ÑÕÑÐ, Õ. Ç. ÍÑÅÆÂ

jE�0�L j �
je�0�L j

�pn�hoL�1=2
�
�

2G
cn�hoL

�1=2

� 1

(G ë ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ). ±ÓË ÕÂÍÑÌ
ÖÆÇÎßÐÑÌ ÏÑÜÐÑÔÕË ÄÓÇÏâ ÊÂÆÇÓÉÍË ÔÕÑÍÔÑÄÂ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕßÏÇÐßÛÇ ÄÓÇÏÇÐË ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÂÏâÕË
Ä ÓÂÏÂÐÑÄÔÍÑÏ ÒÇÓÇØÑÆÇ ËÎË ÔÓÂÄÐËÏÑ Ô ÐËÏ. ¦ÔÎË, ÍÓÑ-
ÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÎËÐÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÂÍÑÄÂ, ÚÕÑ

l � L
cOÿ1

� pnoLjmsjL
c

� Lns1=2

2lLl2s
4 1

(s ë ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÔÕÑÍÔÑÄÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ), ÕÑ
ËÔÕÑÜÇÐËÇ ÐÂÍÂÚÍË ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ [14]. ±ÓË ÕÂÍËØ ÖÔÎÑ-
ÄËâØ £¬² ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß Ä H2. °ÐÑ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÍÂÍ ÐÂ ÍÑ-
ÎÇÃÂÕÇÎßÐÞØ [12], ÕÂÍ Ë ÐÂ ÄÓÂÜÂÕÇÎßÐÞØ [13] ÒÑÆÖÓÑÄÐâØ.
°ÆÐÂÍÑ àÍÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÆÂÐÐÞÇ Ñ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
ÔÄÑÌÔÕÄÂØ £¬² Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÓÇÉËÏÇ Í ÐÂÔÕÑâ-
ÜÇÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ.

¡ÄÕÑÓ ÒÓËÊÐÂÕÇÎÇÐ ¦.¥.´ÓË×ÑÐÑÄÖ ÊÂ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ Ë
ÙÇÐÐÞÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ.
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N.I.Shamrov. Stabilisation of emission in the first Stokes component
of stimulated Raman scattering in the nonlinear regime.

Equations of coherent stimulated Raman scattering were analyti-
cally solved for samples whose length is less than the wavelength of
incident radiation and numerically solved for extended media. The ener-
gy distribution function of Stokes pulses was found. Transition from the
linear regime of stimulated Raman scattering to the nonlinear regime
was studied. The intensity of the first Stokes component was shown to
be stable in the case of saturated amplification of spontaneous emission.
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