
±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÑÏ ÅÂÊÑÄÑÏ ÎÂÊÇÓÇ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÆÂÄÎÇÐËâ ÒÓË ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÅÂÊÑÄÑÌ ÎËÐÊÞ
ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË Ë ÚËÔÎÂ (ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËË) ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÞØ ÏÑÆ. ¯ÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÏÑÉÇÕ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕß ÍÂÍ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÐÇÔÑÄÇÓÛÇÐÔÕÄÂ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ, ÕÂÍ Ë ÄÐÇ ÔÄâÊË Ô ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÏË ÐÇÆÑÔÕÂÕÍÂÏË,
Õ. Ç. ÔÒÑÐÕÂÐÐÑ. ³ÒÑÐÕÂÐÐÑÇ ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá ÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÞ (à××ÇÍÕÑÏ
ÐÂÔÞÜÇÐËâ) Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá ÐÑÄÞØ ÏÑÆ, ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜËØ Ä ÕÂÍÑÏ ÉÇ, ÐÑ ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÑ ÑÒÕËÚÇÔÍËÏ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ. ¯ÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÞØ ÏÑÆ ÏÑÉÇÕ ÄÞÊÞÄÂÕß, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÐËÉÇÐËÇ
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ËÊÎÖÚÇÐËâ ÎÂÊÇÓÂ.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÞÌ ÎÂÊÇÓ, ÎËÐÊÑÄÞÌ à××ÇÍÕ, ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË.

£ÄÇÆÇÐËÇ

¯ÇÆÂÄÐÑ ÃÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ, ÚÕÑ Ä ÜÇÎÇÄÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆ-
ÐÑÏ ÎÂÊÇÓÇ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÆÂÄÎÇÐËâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÐÂÅÓÇÄÂÐËâ ÅÂ-
ÊÂ ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÂÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔËÎßÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐÐÞÌ ÎËÐ-
ÊÑÄÞÌ à××ÇÍÕ (ÔÏ, ÐÂÒÓ., [1]). ¦ÔÎË ÓÂÊÓâÆ, ÄÑÊÃÖÉÆÂá-
ÜËÌ ÅÂÊ, Ë ÑÒÕËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÎÂÊÇÓÂ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÜÇÎË, ÕÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÃÖÆÖÕ ÑÃÎÂÆÂÕß Ë ÑÒ-
ÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÆÞ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ. °ÆÐÂÍÑ ÐÂ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÒÓË
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÅÂÊÑÄÑÌ ÎËÐÊÞ Ä ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÆÇ àÕÑ ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ ÄÇÓÐÑ. ±Ñ ÏÇÓÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÎÞ ÎËÐÊÞ ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÞÇ ÏÑÆÞ ÒÑÒÂÓÐÑ (ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÞÇ ÚÇÕÐÂâ Ë ÐÇÚÇÕÐÂâ ÏÑÆÞ) ÔÃÎËÉÂáÕÔâ ÒÑ ÚÂÔ-
ÕÑÕÇ Ë ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ ÍÂÉÆÂâ ÕÂÍÂâ ÒÂÓÂ ÓÂÊÃËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÂ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÒÑÕÑÍÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÓÂÊÆÇÎÇÐÐÞØ ÑÃÎÂÔÕßá,
Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑÚÕË ÒÑÎÐÑÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÇ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ¹ÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÑÒÕËÚÇÔÍÂâ ÔËÎÂ ÎËÐÊÞ, ÕÇÏ
ÃÑÎßÛÇ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÒÂÓ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ä ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ ÍÂÉÆÂâ ËÊ ÏÑÆ ÕÂÍÑÌ ÒÂÓÞ ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËá Ë ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐÇÌ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕß ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÒÑ ÄÔÇÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ.

°ÆÐÂÍÑ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ÆÄÖÏâ ÒÑÕÑÍÂÏË Ô ÓÑÔÕÑÏ
ÔËÎÞ ÎËÐÊÞ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÔÎÂÃÑÌ, ÚÕÑ ÐÇËÊÃÇÉ-
ÐÞÇ ÆÂÉÇ ÄÇÔßÏÂ ÏÂÎÞÇ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÇ (ËÎË ÕÇØÐÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍËÇ) ÐÂÓÖÛÇÐËâ ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ ÏÑÅÖÕ ÒÓËÄÇÔÕË
Í ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑÎÐÑÏÖ ÓÂÊÓÖÛÇÐËá ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÆÐÞØ ÏÑÆ Ô ÓÂÔÒÂÆÑÏ ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÄÞÛÇ ÒÂÓ ÏÑÆ ÐÂ
ÆÓÖÅËÇ ÒÂÓÞ, ÖÉÇ ÒÑÚÕË ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊ-
ÆÇÎÇÐÐÞÇ. £ ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÊÂËÏÐÂâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕß ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ Ä ÆÄÖØ ÒÑÎÑÄËÐÂØ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ (ÆÄÖØ ÒÑÕÑÍÂØ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËâ) ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.

¬ÂÍ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐËÉÇ, ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÏÑÆ
ÏÑÉÇÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÆÂÉÇ Ä ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ

ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ, ÚÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÐÇËÊÃÇÉÐÑÌ Ä ÎÂÊÇÓÇ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá ÔÓÇÆÞ (ÐÂÔÞÜÇÐËÇÏ). £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ
ÏÑÉÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÑÏ ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÏ ÐÂÓÖÛÇ-
ÐËË ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ.

1. ®ÑÆÞ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ

±ÖÔÕß ÒÑÎÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÆÄÖØ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x Ë z. °Ôß x ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÒÑ ÐÑÓÏÂÎË Í ÅÓÂ-
ÐËÙÂÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ z ë Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ. £ÑÎÐÑÄÑÆ ËÏÇÇÕ ÕÑÎÜËÐÖ 2l, Ë ÇÅÑ
ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ x � �l. µÓÂÄÐÇÐËÇ,
ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÆÇ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

D f � �1� de�k20 f � 0. (1)

©ÆÇÔß

D � q2

qx 2 �
q2

qz 2

ë ÑÒÇÓÂÕÑÓ ­ÂÒÎÂÔÂ; k0 ë ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä
ÄÂÍÖÖÏÇ; f ë ÑÆÐÂ ËÊ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎâ; ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÅÂÊÂ ÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ 1� de
âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ x Ë ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÒÑÎâ ËÊÎÖÚÇÐËâ.
©ÂÄËÔËÏÑÔÕß de ÑÕ x ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÇ×ÓÂÍÙËá Ë ÖÔËÎÇÐËÇ
ÔÓÇÆÞ, Â ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß de ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÑÎâ ë ÐÂÔÞ-
ÜÇÐËÇ.

²ÂÆË ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÖÔËÎÇÐËâ ÑÕ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑ-
ÔÕË ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ Ë ÊÂÆÂÇÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÑÌ (ÔÓ. Ô [2])

Imde�x� � 1
k0

g�x�
1� j f j2=I . (2)

©ÆÇÔß g�x� ë ÐÇÐÂÔÞÜÇÐÐÑÇ ÖÔËÎÇÐËÇ; I ë ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÐÂÔÞ-
ÜÇÐËâ. ¥Îâ ÖÒÓÑÜÇÐËâ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ,
ÚÕÑ I � const.

±ÖÔÕß (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [3])

f � A exp�ik0z�,

*¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ËÐÔÕËÕÖÕ ËÏ. ±.¯.­ÇÃÇÆÇÄÂ ²¡¯, ²ÑÔÔËâ, 117924 ®ÑÔÍ-
ÄÂ, ­ÇÐËÐÔÍËÌ ÒÓÑÔÒ., 53
**University Twente, 7500 ¡¦ Enschede, Netherlands

±ÑÔÕÖÒËÎÂ Ä ÓÇÆÂÍÙËá 16 ÆÇÍÂÃÓâ 1999 Å.

PACS 42.55.Lt; 42.79.Gn

¯ÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÏÑÆ ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÑÅÑ ÎÂÊÇÓÂ
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÎËÐÊÑÄÑÅÑ à××ÇÍÕÂ

±.­.²ÖÃËÐ*, ¶.Á.¢ÎÑÍ**, £.Á.£ËÕÕÇÏÂÐ**

ä¬ÄÂÐÕÑÄÂâ àÎÇÍÕÓÑÐËÍÂã, 30, å6 (2000) ke@sci.lebedev.ru ë http://ke.ioc.ac.ru 555



ÅÆÇ A � A(x, z) ë ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÂâÔâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÒÑÎâ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá

DA� 2ik0
qA
qz
� dek 2

0A � 0: (3)

£ÑÎÐÑÄÑÆÐÞÏ ÏÑÆÂÏ (Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ) ÑÕÄÇÚÂáÕ
ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÐÂÌÆÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÑÏ ÓÂÊ-
ÆÇÎÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, Õ. Ç. ÓÇÛÇÐËâ ÄËÆÂ

A�x; z� � a�x�a�z�: (4)

±ÑÆÔÕÂÄËÄ (4) Ä (3), ÒÑÎÖÚËÏ

1
a�x�

d2a�x�
dx 2 �

1
a�z�

d2a�z�
dz 2

� 2ik0
1

a�z�
da�z�
dz

� k 2
0 de�x; a�x�a�z�� � 0:

¶ËÍÔËÓÖÇÏ ÕÇÒÇÓß ÄÇÎËÚËÐÖ a Ë ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ

1
a�x�

d2a�x�
dx 2 �

�
k 2
0 de�x; a�x�a� � q�a�	 � 0 (5)

Ô ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏË (ÅÓÂÐËÚÐÞÏË) ÖÔÎÑÄËâÏË

a�ÿl � � a�l � � 0: (6)

¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÂÐÂÎÑÅ ÊÂÆÂÚË ÑÏÑÆÂØ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ.
³ÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ÑÒËÔÂÐÐÂâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÐÇ ÄÒÑÎÐÇ ÍÑÓ-

ÓÇÍÕÐÂ: ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ a ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ a Ë, ÊÐÂÚËÕ, ÑÕ z. °ÆÐÂÍÑ Ä ÕÇØ ÔÎÖÚÂâØ, ÍÑÅÆÂ ÐÂÔÞ-
ÜÇÐÐÑÇ ÖÔËÎÇÐËÇ ÐÇÄÇÎËÍÑ (Â ÚÂÔÕÑ ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍ Ë ÃÞÄÂÇÕ),
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá a ÑÕ z ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß (ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÔÏ.
[3]). ±ÑÆÑÃÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ Ë ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ Ä ÆÂÎß-
ÐÇÌÛÇÏ. £ÇÎËÚËÐÖ q ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß, ÍÂÍ Ë Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÕÇÒÇÓß ÖÉÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂ-
ÆÂÚË. ¥ËÔÍÓÇÕÐÖá ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÄÇÎËÚËÐ q ÄÏÇÔÕÇ Ô ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË a (x) (ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË ÏÑÆÂ-
ÏË) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5) Ë ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ.
±ÓË àÕÑÏ a ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÒÂÓÂÏÇÕÓ.

©ÂÕÇÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÇÛËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

1
a�z�

�
d2a�z�
dz 2

� 2ik0
da�z�
dz

�
� q�a�;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÑÎâ ÒÑ ÏÇÓÇ
ÇÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÆÑÎß ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ. £ àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË
ÐÂ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÄÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ a,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ 1=k0 ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ,
ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏÏÇÐâÇÕÔâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ. £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÒÑÎâ ÑÕ z Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ ÖÉÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ, ÐÑ ÑÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Í ÐÇÌ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÃÎËÊÍÂ, ÇÔÎË ÐÂÔÞÜÇÐÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÖÔËÎÇÐËâ (ÊÂÄË-
ÔâÜËÌ ÑÕ ÒÑÕÇÓß ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ), ÍÂÍ ÖÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß ÄÞ-
ÛÇ, ÐÇÄÇÎËÍ.

2. ¯ÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÏÑÆ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5) Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË
(6). ¦ÅÑ ÖÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÃÑÎÇÇ ÒÓËÄÞÚÐÑÏ ÄËÆÇ:

d2f �x�
dx 2 �

�
k 2
0 de�x; f �x�� � q

	
f �x� � 0: (7)

©ÆÇÔß z Ë ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐËÏ a ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÞ Ë (ÔÏ. ÄÞÛÇ) f (x) �
a (x)a. £ ÑÃÜÇÏ ÄËÆÇ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß
ÔÎÑÉÐÑ. ®ÑÉÐÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÖÍÂÊÂÕß ÚÂÔÕÐÞÇ ÔÎÖÚÂË, ÆÑÒÖÔ-
ÍÂáÜËÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ
ÒÑÊÄÑÎâáÜËÇ ÒÑÐâÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÇ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕË ÒÓÑÃÎÇÏÞ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÔÐÑÄÐÖá ÏÑÆÖ Ë ÔÐÂÚÂÎÂ ÐÇ ÃÖÆÇÏ
ÒÓËÐËÏÂÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÍÂÍ ÖÔËÎÇÐËÇ, ÕÂÍ Ë ÇÅÑ ÐÂÔÞÜÇ-
ÐËÇ. ´ÑÅÆÂ ÓÇÚß ÒÑÌÆÇÕ ÑÃ ÑÃÞÚÐÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ.
±ÖÔÕß

j �
� l

0

�ÿ q0 ÿ k 2
0 de�x; 0

�1=2dx, j� 1: (8)

©ÆÇÔß q0 ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÏÑÆÞ, ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÇÏÑÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË ÒÓËÕÑÏ ÕÂÍËÏ, ÚÕÑ ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (8) ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÔËÎßÐÑÇ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÄÃÎËÊË ÔÇÓÇÆËÐÞ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÆÂ Ë, ÍÂÍ ÖÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß, ÓÂÊÃËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÂ ÑÚÇÐß
ÔÎÂÃÑ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ ÒÑÕÑÍÂ. ³ÕÇÒÇÐß ÖÃÞÄÂ-
ÐËâ ÒÑÎâ Í ÔÇÓÇÆËÐÇ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ, ÍÂÍ Ë ÓÂÊÐÑÔÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ÚËÔÇÎ q ÐÖÎÇÄÑÌ Ë ÒÇÓÄÑÌ ÏÑÆ, ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ
ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ exp (ÿ j).

°ÆÐÂÍÑ ÒÑÎâ ÑÃÇËØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÏÑÆ (Ô ËÐÆÇÍ-
ÔÂÏË n � 0 Ë 1) ÑÔÕÂáÕÔâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá
Í ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ: f 2(x) ë ÚÇÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË x
ÆÎâ ÑÃÇËØ ÏÑÆ. ¿ÕÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÎËÐÇÌÐÑ-
ÔÕßá ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÑÍÂÉËÔß
Ö ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË (6), (7) ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ f (x),
ÕÑÅÆÂ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÒÓÂÄËÎÂ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË ÓÇÛÇÐËÌ ÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÊÂÆÂÚ f (x)� f (ÿ x) Ë f (x� ÿ f (ÿ x) ÃÞÎË ÃÞ ÆÄÖÏâ
ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË ÓÇÛÇÐËâÏË ËÔ-
ØÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚË, ÚÕÑ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ.

±ÖÔÕß, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÇ ÖÔËÎÇÐËÇ ÏÂÎÑ, Ë
ÄÇÎËÚËÐÖ g(x)=k0(1� j f (x)j2I ÿ1) (ÔÏ. (2)) ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÏÂÎÑÌ ÆÑÃÂÄÍÑÌ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË Re de. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕßÔâ ÕÇÑÓËÇÌ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ¥ÂÎßÐÇÌÛËÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ
ÖÆÑÃÐÇÇ ÒÓÑÄÇÔÕË Ä ÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÌ ÑÃÜÇÌ ×ÑÓÏÇ Ë
ÎËÛß ÊÂÕÇÏ ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ.

ªÕÂÍ, ÒÖÔÕß L̂ ë ÎËÐÇÌÐÞÌ àÓÏËÕÑÄ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ô ÆËÔ-
ÍÓÇÕÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇH, Â f( f ) ë ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ä ÕÑÏ ÉÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ( f 2 H ).
¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÄÑÊÏÖÜÇÐËË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ¯ÖÉÐÑ ÐÂÌÕË ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

L̂ f � Ef� f � � lf (9)

ÒÓË E! 0. £ÏÇÔÕÇ Ô ÄÇÍÕÑÓÑÏ f Ä ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ Ë l. ¬ÂÍ ÔÇÌÚÂÔ ÔÕÂÐÇÕ âÔÐÑ, Ä ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ l ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÑÎ-
ÉÇÐ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ËÊ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂá, ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÃÖ-
ÆÇÏ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ

f � f0 � E f1 � . . . ; l � l0 � El1 � . . . : (10)

©ÆÇÔß f0 ë ÑÆËÐ ËÊ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂, Â
l0 ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ. ³ÎÖÚÂÌ
ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÂÒÓËÑÓË ÐÇ ËÔÍÎá-
ÚÂÇÕÔâ. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ (10) Ä (9), Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ E ÒÑ-
ÎÖÚÂÇÏ
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ÿ
L̂ÿ l0� f1 � l1 f0 ÿ f� f0�. (11)

¥Îâ ÓÂÊÓÇÛËÏÑÔÕË ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆË-
ÏÑ, ÚÕÑÃÞ ÄÇÍÕÑÓ Ä ÇÅÑ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÃÞÎ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎÇÐ
ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÔÑ-
ÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá l0. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÔÎÖ-
ÚÂÌ ÆÄÖÍÓÂÕÐÑÅÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ l0, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÏÇÐÐÑ ÑÐ
ÒÑÐÂÆÑÃËÕÔâ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ. ±ÖÔÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÑ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÃÂÊËÔÑÏ f fe, fog
(ÄÞÃÑÓ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ ÃÖÆÇÕ ÒÑâÔÐÇÐ ÐËÉÇ). ¥ÂÎÇÇ ÒÖÔÕß

f0 � ce fe � co fo:

µÔÎÑÄËÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

l1ce � h fejf�ce fe � co fo�i;
(12)

l1co � h fojf�ce fe � co fo�i;

ÅÆÇ ÖÅÎÑÄÞÏË ÔÍÑÃÍÂÏË ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ H. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ f ÕÇÒÇÓß âÄÎâÇÕÔâ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ, ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÂÍÉÇ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞ Ë ËÏÇáÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË ÓÂÊÐÞØ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑ-
ÄÑÓâ, ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ l1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ÊÂ-
ÆÂÚÂ (9) ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
ÎËÐÇÌÐÑÌ.¯Â àÕÑÕ ÓÂÊ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÔÂÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ, Â ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÊÂÆÂÐÑ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÆÑÒÑÎ-
ÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ. £ ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÏÑÆÂØ ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÑÅÑ ÎÂ-
ÊÇÓÂ ÕÂÍËÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÅÑ
ÖÔËÎÇÐËâ ÊÂ ÑÃØÑÆ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÒÑÕÇÓâÏ Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ.
¦ÔÎË ÉÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÏÑÆÞ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ
ÍÂÍ ÕÂÍÑÄÞÇ, ÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓÑÔÕÑ ÔÚËÕÂÕß ÊÂÆÂÐÐÞÏ Imq.

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÑÌ
ÏÑÆÇ. ³ÆÇÎÂÇÏ ÇÜÇ ÑÆÐÑ ÖÒÓÑÜÇÐËÇ ë ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ
ÔÂÏÑ ÖÔËÎÇÐËÇ Ë ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐËÏ ÔÕÇÒÇÐß ÐÂÔÞÜÇÐËâ ÏÂÎÞ.
´ÑÅÆÂ

1

1� j f j2=I ' 1ÿ j f j
2

I
:

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑH � L 2(ÿ l, l ) âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÞÏ ÅËÎßÃÇÓ-
ÕÑÄÞÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ ×ÖÐÍÙËÌ ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ (ÿ l, l ). ±ÓË
àÕÑÏ

L̂ � d2

dx 2 � a�x�; f� f � � ib�x�
�
1ÿ j f �x�j

2

I

�
f �x�;

ÅÆÇ a�x� � k 2
0Rede(x), b(x) � k 2

0 Imde(x) Ë ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ,
ÚÕÑ

max
x
ja�x�j � max

x
jb�x�j.

¬ÂÍ ÖÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß, Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ
ÏÑÆÞ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÞÏË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÔÐÑÄÐÂâ (ÐÖÎÇÄÂâ) ÏÑÆÂ fe ë ÚÇÕÐÂâ, Â
ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÊÂ ÐÇÌ Ä ÒÑÓâÆÍÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ
ÚËÔÇÎ ÒÇÓÄÂâ ÏÑÆÂ fo ë ÐÇÚÇÕÐÂâ. ¥Îâ ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË ËÐÆÇÍ-
ÔÞ ÏÑÆ ÄÞÃÓÂÐÞ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÒÓËÐâÕÞÏË Ä ÔÒÇÍÕÓÑÔÍÑ-
ÒËË.±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÂÊÐÑÔÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÚËÔÇÎ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂ-
ÆÂÚË qe Ë qo àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÑ ÔÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ j
(ÔÏ. ÄÞÛÇ), ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ àÕÑÌ ÓÂÊÐÑÔÕßá
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß Ë ÔÚËÕÂÕß ÏÑÆÞ fe Ë fo Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ
ÔÕÇÒÇÐßá ÕÑÚÐÑÔÕË ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12)
ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

q1ce � ih fej bfeice ÿ i
�
fe

����b jce fe � co foj2
I

�ce fe � co fo�
�
; (13)

q1co � ih foj bfoico ÿ i
�
fo

����b jce fe � co foj2
I

�ce fe � co fo�
�
:(14)

©ÆÇÔß ÖÉÇ ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ a, b Ë fe ë ÚÇÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË x, Â fo ë
ÐÇÚÇÕÐÂâ.

¥ÂÎÇÇ, Ä ÕÑÌ ÉÇ ÏÇÓÇ, Ä ÍÂÍÑÌ qe Ë qo ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÏË, ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÏ Ë ÓÂÊÎËÚËÇÏ ×ÖÐÍÙËÌ f 2e (x)
Ë f 2o (x) (ÑÃÇ àÕË ×ÖÐÍÙËË ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐË âÄÎâáÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÄÇÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ àÓÏËÕÑÄÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂ ). ¶ÑÓÏÂÎßÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂâ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (13), (14) ÍÂÍ ÎËÐÇÌÐÖá, ÐÑ Ô
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË, ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ ce Ë co, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇ-
ÆËÕßÔâ, ÚÕÑ q1 ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÞÏ, Â ÔÂÏË ÍÑ-
à××ËÙËÇÐÕÞ ce Ë co ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË (ÐÂ
ÔÂÏÑÏÆÇÎÇ ÑÐË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßáÆÑ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÅÑ ÑÃÜÇÅÑ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ).

µÚËÕÞÄÂâ ÄÔÇ ÔÍÂÊÂÐÐÑÇ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÖá ÔËÔÕÇÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

c 3e � 3cec 2o � rce; c 3o � 3coc 2e � rco: (15)

©ÆÇÔß r � (h f jbf i�iq1)=h f 2jbf 2i Ë ÒÑÆ f ÏÑÉÐÑ ÒÑÐËÏÂÕß
ÎáÃÖá ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ ë fe ËÎË fo. ±ÂÓÂÏÇÕÓ r, ÍÂÍ ÖÉÇ
ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß, ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ Ë ÊÂÄËÔâ-
ÜËÏ ÑÕ ÄÐÇÛÐËØ ÖÔÎÑÄËÌ. ³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (15) ËÏÇÇÕ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÐÂÃÑÓ ÓÇÛÇÐËÌ:
ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÚÇÕÐÑÌ ÏÑÆÞ

co � 0; c 2e � r,

ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÒÇÓÄÑÌ ÐÇÚÇÕÐÑÌ ÏÑÆÞ

ce � 0; c 2o � r

Ë ÐÑÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

c2e � c2o � r=4.

±ÓË àÕÑÏ ce � �co Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÇÜÇ ÆÄÇ
ÏÑÆÞ, ÑÆÐÂ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÂ ÒÑÚÕË ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÒÓË x < 0, ÆÓÖÅÂâ ë ÒÓË x > 0. ¿ÕË ÆÄÇ ÏÑÆÞ ÐÇÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞ.

£ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏ ÄÞÛÇ ÒÓËÏÇÓÇ ÓÇÚß ÛÎÂ Ñ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÌ ÒÂÓÞ ÏÑÆ. ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕ-
ÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÊÂ-
ÆÂÚË Ä ÖÔÎÑÄËâØ, ÃÎËÊÍËØ Í ÕÇÏ, ÚÕÑ ËÏÇÎË ÏÇÔÕÑ Ä [1],
ÖÆÂÎÑÔß ÑÃÐÂÓÖÉËÕß ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÆÂÎÇÍËØ ÑÕ
ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÏÑÆ. ¯Â ÓËÔ.1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÑÆÐÂ ËÊ ÕÂÍËØ
ÏÑÆ (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë ÔÑØÓÂÐâáÜÂâÔâ ÐÂÓâÆÖ Ô ÐÇÌ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÏÑÆÂ (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ). ²ÂÔÚÇÕ ÃÞÎ ÄÞ-
ÒÑÎÐÇÐ ÆÎâ ÆÂÄÎÇÐËâ 100 ´ÑÓ (133 ÏÃÂÓ) Ä ÔÏÇÔË ÅÂÊÑÄ ÔÑ-

ÿ0:9 ÿ0:6 ÿ0:3 0 0.3 0.6 x (ÏÏ)

0.1

0.2

0.3

j f j2 (ÑÕÐ. ÇÆ.)

²ËÔ.1. ³ÒÑÐÕÂÐÐÑÇ ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÞØ ÏÑÆ.

¯ÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÏÑÆ ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÑÅÑ ÎÂÊÇÓÂ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÎËÐÊÑÄÑÅÑ à××ÇÍÕÂ 557



ÔÕÂÄÂ Ar:He:Xe � 59:5:40 :0:5 ÒÓË ÒÇÓÇÒÂÆÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ
ÏÇÉÆÖ ÔÕÇÐÍÑÌ Ë ÔÇÓÇÆËÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ 300¬.

¯ÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÔÕß ÒÑÎâ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÎÂÊÇÓÇ Ô ÎËÐÊÑ-
ÄÞÏ à××ÇÍÕÑÏ ÐÂÃÎáÆÂÎÂÔß àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ. ¯Â ÓËÔ.2
ÕÂ ÉÇ ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÏÑÆÂ (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ) ÔÑÒÑ-
ÔÕÂÄÎÇÐÂ Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÏË ÆÂÐÐÞÏË [4]. ´ÑÎÜËÐÂ
ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ ÊÆÇÔß ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÓÂÄÐÂ 2 ÏÏ (ÐÂ àÕÑÕ ÓÂÊ x ë
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ä ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞØ ÇÆËÐËÙÂØ). ªÊÏÇÓÇÐËâ ÃÞ-
ÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÒÓË ÆÂÄÎÇÐËË 150 ÏÃÂÓ Ë ÕÂÍÑÏ ÉÇ, ÍÂÍ Ë
ÓÂÐßÛÇ, ÔÑÔÕÂÄÇ ÔÏÇÔË. ³ÎÇÆÖÇÕ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ÅÇÐÇÓÂÙËâ ÔÍÑÓÇÇ ÄÔÇÅÑ ÐÇ ÃÞÎÂ ÑÆÐÑÏÑÆÑ-
ÄÑÌ.

©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÒÕËÚÇÔÍÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÂÍÕËÄÐÑÌ
ÔÓÇÆÞ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÅÂÊÑÄÑÌ ÎËÐÊÞ ÆÂÉÇ Ä
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÑÆËÕß
Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÏÑÆ ÐÂÓâÆÖ Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ. ±ÑÏËÏÑ ÑÒËÔÂÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ äÔÒÑÐÕÂÐÐÑ-
ÅÑã ÐÂÓÖÛÇÐËâ ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ ÏÑÉÇÕ ÒÓÑËÔØÑ-

ÆËÕß ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË ÒÑÎâ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ÐÇËÊÃÇÉÐÑÅÑ ÐÇÔÑÄÇÓÛÇÐÔÕÄÂ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÆÂ. ¿ÕÂ ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÔÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÄÂÉÐÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÃÎËÊÍËØ Í ÄÞÓÑÉÆÇÐËá ÒÂÓ ÏÑÆ.
£ ÎáÃÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÏÑÆ ÏÑÉÇÕ
ÒÓËÄÑÆËÕß Í ÖÏÇÐßÛÇÐËá ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ËÊÎÖÚÇÐËâ ÎÂ-
ÊÇÓÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÊÂËÏÐÂâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕß ÒÑÎâ ËÊÎÖÚÇÐËâ
Ä ÆÄÖØ ÚÂÔÕâØ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ (ÒÓË x < 0 Ë x > 0) ÕÇÏ ÏÇÐßÛÇ,
ÚÇÏ ÏÇÐßÛÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÒÇÓÇÍÓÞÕËÇ ÏÑÆ, ËÊ ÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÂ.

¡ÄÕÑÓÞ ÒÓËÊÐÂÕÇÎßÐÞ £.¯.°ÚÍËÐÖ Ë ¡.¡.¬ÖÊÐÇÙÑÄÖ
ÊÂ ÒÎÑÆÑÕÄÑÓÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÓÂÃÑÕÞ. ²ÂÃÑÕÂ ÚÂÔÕËÚÐÑ
ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ÒÑÆÒÓÑÅÓÂÏÏÑÌ ä¶ÖÐÆÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÔÒÇÍÕÓÑ-
ÔÍÑÒËâã, ÅÓÂÐÕÑÏ ²¶¶ª å 99-02-16339 Ë ÅÓÂÐÕÑÏ NWO
(¯ËÆÇÓÎÂÐÆÞ).
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P.L.Rubin, F.J.Blok, W.J.Witteman. Violation of the symmetry of
waveguide laser modes caused by the lens effect.

It is shown that the formation of a negative gas lens in a waveguide
gas laser of medium pressure can break the symmetry and the number
(classification) of waveguide modes. The violation of symmetry can be
caused by imperfect waveguide construction or can occur spontane-
ously. The spontaneous violation of symmetry is caused by the optical
nonlinearity of an active medium (the saturation effect) and leads to the
appearance of new modes, which are absent in the linear waveguide
with the same optical characteristics. The violation of symmetry of
waveguide modes can cause, in particular, a decrease in coherence of
laser radiation.

0 0.2 0.4 0.6 x (ÑÕÐ. ÇÆ.)

j f j2 (ÑÕÐ. ÇÆ.)

0.2

0.4

0.6

0.8

²ËÔ.2. ³ÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË ÐÇÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞØ ÏÑÆ (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ) Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÏË ÆÂÐÐÞÏË.
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