
±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÑÍÑÐÐÑ-ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÎËÐËâØ ÔÄâÊË Ë ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÎÂÊÇÓÂØ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÍÂÍ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÄÑÎÐÞ¢ÎÑØÂ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ. ¥ÑÍÂÊÂÐÂÕÇÑÓÇÏÂ¢ÎÑØÂ ÆÎâ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÇÆËÐÅÇÓÂ Ä ÔËÔÕÇÏÂØ Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ËÊÏÇÐâáÜËÏËÔâ ÒÑ ÆÎËÐÇ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ, ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá Ë
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÖÔËÎÇÐËâ (ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ). ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÂ ÆËÐÂÏËÍÂ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ Ë ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, Â ÕÂÍÉÇ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ¢ÎÑØÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ÏÇÉÆÖ ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÔËÔÕÇÏÞ Ë ÒÓÑâÄÎâáÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÖá ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÓÂÔÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËá ÒÇÓËÑÆÑÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËË ÆËÔÒÇÓÔËË, ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ËÎË
ÖÔËÎÇÐËâ.
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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÍÂÍ ËÆÇÂÎßÐÞØ
ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÃËÕÂ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ä ÄÑÎÑÍÑÐÐÑ-ÑÒÕËÚÇÔÍËØ
ÎËÐËâØ ÔÄâÊË Ë ÔÑÊÆÂÐËÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÎËÐËÌ ÒÇÓÇÆÂÚË
ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÔÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏ ÖÒÎÑÕÐÇÐËÇÏ ÍÂÐÂÎÑÄ Ë
ÃÞÔÕÓÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ 40 ¤ÃËÕ/Ô ÔÕÂÎÑ ÑÆÐËÏ ËÊ ÔÂÏÞØ ÊÐÂ-
ÚËÕÇÎßÐÞØ ÆÑÔÕËÉÇÐËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐËÍË ÒÑÔÎÇÆ-
ÐËØ ÎÇÕ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÑÎÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÆÑÔÕËÉÇÐËÌ
Ä àÕÑÌ ÃÖÓÐÑ ÓÂÊÄËÄÂáÜÇÌÔâ ÑÃÎÂÔÕË ÐÂÖÍË Ë ÕÇØÐËÍË
ÊÂËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÐÐÞÌ ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕË Ä ÔÃÑÓÐËÍÇ ÔÕÂ-
ÕÇÌ [1] Ë Ä ÑÃÊÑÓÇ [2].

¤ÓÖÒÒÑÌ ®.¯ÂÍÂÊÂÄÞ ËÊ NTT Network Innovation
Laboratories (ÁÒÑÐËâ) ÒÓÑÄÇÆÇÐÞ ÄÒÇÚÂÕÎâáÜËÇ àÍÔÒÇ-
ÓËÏÇÐÕÞ ÒÑ ÒÇÓÇÆÂÚÇ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÑÒÕËÚÇÔÍËÏË ÔÑÎËÕÑ-
ÐÂÏË Ä ÍÑÏÏÇÓÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÑÍÑÐÐÑ-ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÇÕË Tokyo
Metropolitan Network. £ àÕÑÌ ÔÇÕË ÒÓÑÏÞÛÎÇÐÐÞÌ ÄÑÎÑ-
ÍÑÐÐÑ-ÑÒÕËÚÇÔÍËÌ ÍÂÃÇÎß Ä ÑÃÞÚÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ ÑÃÇÔÒÇÚË-
ÄÂÇÕ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÇÓÇÆÂÚË ËÐ×ÑÓÏÂÙËË 2.4 ¤ÃËÕ/Ô. £ ÔÑÎË-
ÕÑÐÐÑÏ ÓÇÉËÏÇ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÇÐÔÂÙËÇÌ (disper-
sion management) Ë ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏ ÖÒÎÑÕÐÇÐËÇÏ ÍÂÐÂÎÑÄ
Ä ÔÇÕË ÆÎËÐÑÌ 1000 ë 2500 ÍÏ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÒÇÓÇÆÂÚË ËÐ×ÑÓÏÂÙËË 40 ¤ÃËÕ/Ô.

°ÆÐÑÌ ËÊ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍËØ (ËÔÒÑÎßÊÖáÜËØ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÓÇÕÓÂÐÔÎâÕÑÓÑÄ ÎÂÊÇÓ-
ÐÞÇ, Â ÐÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÖÔËÎËÕÇÎË) ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÑÍÑÐ-
ÐÑ-ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÎËÐËÌ ÔÄâÊË âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÑÒÕËÏÂÎß-
ÐÑÅÑ ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ,
ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÏÇÐÇÆÉÏÇÐ-
ÕÂ. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ ÄÑÎÑÍÑÐÐÞØ

ÔÄÇÕÑÄÑÆÑÄ Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ÚÇÓÇÆÖáÜËÏËÔâ ÊÐÂÍÂÏË
ÆËÔÒÇÓÔËË (éber dispersion management) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÑÆÄËÐÖÕßÔâ ÐÂ ÒÖÕË ÔÑÊÆÂÐËâ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÌ
ÎËÐËË ÔÄâÊË Ô ÃÞÔÕÓÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÕÇ-
ÓÂÃËÕ Ä ÔÇÍÖÐÆÖ (ÔÏ., ÐÂÒÓ., [1, 2]). ¬ÑÐÙÇÒÙËâ ÔÑÎËÕÑÐ-
ÐÑÅÑ ÏÇÐÇÆÉÏÇÐÕÂ ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÕÂÍÉÇ ÄÇÔßÏÂ ÒÓÑÆÖÍÕËÄ-
ÐÑÌ ÒÓË ÔÑÊÆÂÐËË ÐÑÄÞØ ÕËÒÑÄ ×ÇÏÕÑÔÇÍÖÐÆÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐ-
ÐÞØ ÎÂÊÇÓÑÄ [3, 4].

®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÏÇÐÇÆÉÏÇÐÕÂ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÅÑ ÖÒÓÂÄÎÇ-
ÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ÏÑÆÇÎË ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÇÆËÐÅÇÓÂ (¯µº) ÆÎâ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ
ËÎË ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÎËÐËË Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ËÊÏÇÐâáÜËÏËÔâ
ÒÑ ÆÎËÐÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË, ÕÂÍËÏË ÍÂÍ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË, ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÞ ÎËÐÇÌÐÞØ ÒÑÕÇÓß ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÔËÎÇÐËâ ÔÑÎËÕÑÐÂ Ä ÎËÐËË ÒÇÓÇÆÂÚË.

¯ÂÔÕÑâÜÂâ ÓÂÃÑÕÂ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÒÑËÔÍÖ ÓÇÛÇÐËâ ÆÂÐ-
ÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ Ë ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÖ ÕÑÅÑ ×ÂÍÕÂ, ÚÕÑ ÛÓÇÆËÐ-
ÅÇÓÑÄÔÍËÇ ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÂØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÂÐÂÎÑÅ ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ.

2. ¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ ¢ÎÑØÂ
ÆÎâ ÛÓÇÆËÐÅÇÓÑÄÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ

¬ÑÐÙÇÒÙËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ ÃÞÎÂ ÄÒÇÓÄÞÇ
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ ·ÂÖÔÑÏ Ë ¹ÇÐÑÏ Ä ÓÂÃÑÕÇ [3] ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÆËÐÂÏËÍË ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÒÓÑ-
ÃÎÇÏÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÏÇÐÇÆÉÏÇÐÕÂ. ¡ÄÕÑÓÞ [3] ÑÃÓÂÕËÎË
ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÅÎÖÃÑÍÖá ÂÐÂÎÑÅËá, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜÖá ÏÇÉÆÖ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏË ÄÑÎÐÂÏË ¢ÎÑØÂ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ Ë ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÞÏË ÄÑÎÐÑÄÞÏË ÒÂÍÇÕÂÏË Ä ÄÑÎÑÍÑÐÐÑ-ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÎË-
ÐËâØ ÒÇÓÇÆÂÚË Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ËÊÏÇÐâáÜËÏËÔâ Ä ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË. £ ÕÂÍËØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍËØ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÊÂ
ÔÚÇÕ ÔÂÏÑÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÔÂÏ ÔÇÃÇ ÔÑ-
ÊÆÂÇÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÓÂÔÔÇËÄÂáÜËÌ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ. ·ÂÖÔ Ë ¹ÇÐ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÆËÐÂÏËÍÖ ÔËÔÕÇÏÞ
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Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ËÊÏÇÐâÇÏÞÏ ÊÐÂÍÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË Ä ÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂâ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÑÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá. ´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ
Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ·ÂÖÔÂ Ë
¹ÇÐÂ [3, 4] ÃÂÊËÓÑÄÂÎÔâ ÐÂ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
¡ÐÆÇÓÔÑÐÂ [5] Ë ÐÂ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓÑ-
ÃÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÒÑÎËÐÑÏÞ ¤Â-
ÖÔÔÂ ë¿ÓÏËÕÂ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ.
£ ÕÂÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ¢ÎÑØÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÏÇ-
ÐÇÆÉÏÇÐÕÑÏ (dispersion managed solitons), ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕ-
ÄËÇ ÍÑÕÑÓÞØ, ÍÂÍ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÖÒÓÖÅËÏ
[1 ë 8].

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ [3, 4] ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÓÖÅÑÌ
ÒÑÆØÑÆ, ÃÂÊËÓÖáÜËÌÔâ ÐÂ ËÆÇÇ Ñ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÂÍÇÕÂØ-ÍÄÂ-
ÊËÚÂÔÕËÙÂØ, ÍÑÕÑÓÞÇ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ËÊÏÇÐâá-
ÜËÏËÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË (ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË). ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓâ-
ÏÖá ÂÐÂÎÑÅËá ÄÑÎÐÂ ë ÚÂÔÕËÙÂ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÍÓËÔ-
ÕÂÎÎÇ Ë ÔÑÎËÕÑÐÂ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ, ÏÞ ÒÑÍÂ-
ÉÇÏ, ÚÕÑ ÆËÐÂÏËÍÂ ÛÓÇÆËÐÅÇÓÑÄÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÕÇÑÓÇÏÇ ¢ÎÑØÂ, ÒÓËÚÇÏ ÔÂÏÂ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË ËÏÇÇÕ
ÅÎÖÃÑÍËÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÇ ÂÐÂÎÑÅËË.

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓÇÏÇ ¢ÎÑØÂ [9 ë 11] ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ

C�x� � Uk�x� exp�ikx� (1)

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÄÑÎÐÑÄÖá×ÖÐÍÙËá ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍ-
ÕÓÑÐÂ exp (ikx), ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÖá ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ¢ÎÑØÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ËÏÇÇÕ ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕß ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÓÇÛÇÕÍË:

Uk�x� � Uk�x� nL�. (2)

±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÛÓÇÆËÐÅÇÓÑÄÔÍËÌ ÔÑÎËÕÑÐ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ, ÒÑÆÑÃÐÑ àÎÇÍÕÓÑÐÖ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¢ÎÑØÂ.

³ÂÏÑÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ Ô
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ËÊÏÇÐâáÜËÏËÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÃÖÆÇÏ ÑÒË-
ÔÞÄÂÕß Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ¯µº, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÔÑ-
ÎËÕÑÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ËÏÇÇÕ ÄËÆ [12 ë 16]

i
qC�

qZ
� 1

2
D�Z� q

2C�

qX 2
�N�Z���C���2C�

� ÿig0C� � iG�Z�C�, (3)

ÅÆÇ Z ë ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ,
ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÖá ÆÎËÐÖ;C�(Z, X ) ë ÒÑ-
ÎÇ, ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÇ Ä ÇÆËÐËÙÂØ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ ÏÑÆÇÎË ¯µº Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞ-
ÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË [12 ë 16]. £ÄÇÆÇÐÐÞÇ Ä (3) ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË D(Z) � D(Z� nL), ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË N(Z) � N(Z� nL) Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÖÔËÎÇÐËâ G(Z) � G(Z� nL) ÒÑ ÆÎËÐÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ.
­ËÐÇÌÐÞÇ ÒÑÕÇÓË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ g0.

£ ÔËÎÖ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐ-
ÐÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕ-
ÄÇÐÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ (äÜÇÎÇÄÞÇã ÒÖÚÍË), ÕÂÍ Ë ÑÃÞÚÐÞÇ ÄÓÇ-

ÏÇÐÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ (ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ) Ä ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÑÕ ÕÑÅÑ, ÍÂÍÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ X ë ÄÓÇÏâ
ËÎË ÒÑÒÇÓÇÚÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ. ©ÐÂÍ ÒÎáÔ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (3)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÔÄÇÕÎÑÅÑ (ÂÐÑÏÂÎß-
ÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ) ÔÑÎËÕÑÐÂ, ÊÐÂÍ ÏËÐÖÔ ë ÆÎâ ÕÇÏÐÑÅÑ
(ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ) ÔÑÎËÕÑÐÂ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÖ

~C��Z;X� � C��Z;X�
G�Z� , (4)

R�Z� � N�Z�G 2�Z�, (5)

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ G�Z� ÖÎÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá
qG�Z�
qZ

� ÿg0G�Z� � G�Z�G�Z�, (6)

ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÄËÆÖ

i
q ~C�

qZ
� 1

2
D�Z� q

2 ~C�

qX 2
� R�Z��� ~C���2 ~C� � 0. (7)

¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ ¢ÎÑØÂ ÆÎâ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÑÒËÔÞÄÂÇ-
ÏÞØ ÏÑÆÇÎßá ¯µº (7), ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÕÇÑÓÇÏÑÌ ¢ÎÑØÂ
ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ (1) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ ÊÂÍÑ-
ÐÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÄÓÇÏÇÐÐÞØ (ÆÎâ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ-ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ) ËÎË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ (ÆÎâ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ-ÒÖÚÍÑÄ) ÑÅË-
ÃÂáÜËØ ÔÄÇÕÎÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ ~C�(Z,X ) Ë ÕÇÏÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ
~Cÿ(Z,X ), ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ¢ÎÑØÂ Ô ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕßá ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ D(Z ) �
D(Z� nL) Ë R(Z ) �R(Z� nL):

~C��Z� � P 1=2�Z�
����
C
p

Z sech�ZP�Z�X �����
C
p

Z tanh�ZP�Z�X �

( )

� exp

�
� i

P�Z�
2

X 2

�
ÿ iaZ2�P�Z� ÿ P�0��, (8)

ÅÆÇ Z ë ×ÑÓÏ-×ÂÍÕÑÓ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ; a � 0:5 ÆÎâ
ÔÄÇÕÎÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ë a � 1 ÆÎâ ÕÇÏÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ. ¥Îâ
ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ ¢ÎÑØÂ (8) ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
P(Z ), ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÏÑÆÖÎâÙËá Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÍÂÐÑÐË-
ÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÞ ÔÄÇÕÎÑÅÑ ËÎË ÕÇÏÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ, ËÏÇÇÕ ÕÖ
ÉÇ ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕß, ÚÕÑ Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË D(Z )
Ë R(Z ). £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÌÕË âÄÐÞÌ ÄËÆ ×ÖÐÍ-
ÙËË P(Z ) � P(Z� nL).

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ×ÖÐÍÙËá ¢ÎÑØÂ ÆÎâ ÊÂÆÂÚË
(7) Ä ÑÃÜÇÏ ÄËÆÇ ÍÂÍ

~C��Z� � P 1=2�Z�Q��S�

� exp

�
� i

P�Z�
2

X 2 � i

� Z

0

K��z�dz
�
, (9)

ÅÆÇ Q� Ë K� ë ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë ×ÂÊÞ ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ.
±ÑÆÔÕÂÄÎââ (9) Ä (7) Ë ÓÂÊÆÇÎââ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ Ë ÏÐË-
ÏÞÇ ÚÂÔÕË Ä ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË, ÒÓËÆÇÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ÔËÔÕÇÏÇ:

°ÒÕËÏÂÎßÐÑÇ ÖÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ. ¹.2. ¬ÑÐÙÇÒÙËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ . . . 1017



� 1

2

q 2Q�

qS 2
� R

DP
�Q��3 ÿQ�

K�

DP 2

� S 2Q�

2DP 4

�
DP 2 � qP

qZ

�
� 0 , (10)

�
DP 2 � qP

qZ

��
1

2
Q� � S

qQ�

qS

�
� 0 , (11)

ÅÆÇ S (Z, X ) � P(Z )X; qS=qZ � X qP=qZ; qS=qX � P(Z ).
µÓÂÄÐÇÐËÇ (10) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐË-

ÚÇÔÍÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÇÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ä ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÇ

U�S;Z� � � R�Z�
D�Z�P�Z� �Q

��S��2

� S 2

2D�Z�P 4�Z�
�
DP 2 � qP

qZ

�
. (12)

¹ÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10) ÃÞÎÑ ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÑÎÖÚÇÐÑ
ÚËÔÎÇÐÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [17] Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ÑÔÐÑÄÐÞÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÊÂÆÂÚË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá

qP
qZ
�DP 2 � const � 1. (13)

¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚËÄÛÇÇ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÍÄÂÊËÔÑÎËÕÑÐ
¯µº Ô ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑ-
ÃÑÌ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÖá ×ÑÓÏÖ ÏÇÉÆÖ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÂÖÔÔÂ Ë
ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÔÇÍÂÐÔÑÏ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÏ ×ÑÓÏÖ ÍÂÐÑ-
ÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ ¯µº Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË.

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÓÂÃÑÕ [17 ë 19] ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÓÖÅÑÇ
ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ×ÖÐÍÙËË Q� ÑÒË-
ÔÞÄÂáÕ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¢ÎÑØÂ
ÔÄÇÕÎÞÌ Ë ÕÇÏÐÞÌ ÍÄÂÊËÔÑÎËÕÑÐÞ ¯µº. ¥Îâ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÌ ÐÂÏË ×ÖÐÍÙËË ¢ÎÑØÂ (9) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÌÕË
ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (10), (11). ¬ÂÍ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (11), ÖÔÎÑÄËÇ

1

2
Q� � S

qQ�

qS
� 0 (14)

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÄËÆÂ

Q�S� � const���
S
p . (15)

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ (10), (11), ÒÑÕÓÇÃÖÇÏ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

qP
qZ
�DP 2 � 0 . (16)

µÔÎÑÄËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ (16),
ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(10) Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÇÆËÐÅÇÓÂ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË. ¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÒÇÓÄÑÌ ÚÂÔÕË
ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÞ [20], àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
­ÂÍÔÂ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑ ÕÑÅÆÂ
Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ

ÄÊÂËÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÒÓË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ
Ë ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏ ÚÎÇÐÂØ

R�Z� � CD�Z�P�Z�, (17)

ÅÆÇ C ë ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÖÔÎÑÄËâ (16) Ë (17),

ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (10), (11) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ
ÔÄÇÕÎÑÅÑ ËÎË ÕÇÏÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞØ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ P(Z ):

Q��S� � Z sech�ZP�Z�X �;
Z tanh�ZP�Z�X �:

�
(18)

¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (5) Ë (17), ÏÑÆÖÎâÙËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë
ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË ÔÑÎËÕÑÐÂ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍË (P (Z ) � P (Z� nL)), ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÇ
ÖÔÎÑÄËâ:

R�Z� nL�
R�Z� � D�Z� nL�

D�Z�

� N�Z� nL�G 2�Z� nL�
N�Z�G 2�Z� � 1 . (19)

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ
ÆÎâ ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ (8), (16), (17) ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÐÂÏË
Ä ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÂØ Ä ÔÂÏÑÏ ÑÃÜÇÏ ÄËÆÇ. ¶ÂÊÂ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

K ��Z� � 1

2
Z2D�Z�P 2�Z� (20)

ÆÎâ ÔÄÇÕÎÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

Kÿ�Z� � Z2D�Z�P 2�Z� (21)

ÆÎâ ÕÇÏÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ Ë ËÏÇÇÕ ÕÖ ÉÇ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÖá
ÔËÏÏÇÕÓËá, ÚÕÑ Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÂÊÞ ÕÇÏÐÑÅÑ Ë
ÔÄÇÕÎÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÒÑ ÏÑÆÖÎá ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ Ä ÆÄÂ ÓÂÊÂ.

3. ¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ
ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ

±ÓÇÆÔÍÂÊÂÐÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ¢ÎÑØÂ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÞ ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍË ÍÑÐ-
ÍÓÇÕÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ. £ ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÒÓË ÒÎÂÐË-
ÓÑÄÂÐËË ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÅÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÌ ÒÂ-
ÓÂÏÇÕÓ D(Z ) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ, ÏÞ ÏÑÉÇÏ, ÂÒ-
ÒÓÑÍÔËÏËÓÖâ ÇÅÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌD(Z ) � D(Z� nL), ÐÂÌÕË ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, ÑÒË-
ÔÞÄÂáÜËÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÖá ÄÑÎÐÖ ¢ÎÑØÂ, ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

P�Z� � P0

�
1� P0

� Z

0

D�Z 0�dZ 0
�ÿ1

,

(22)

R�Z� � P�Z�D�Z�
C

.

¦ÔÎË, ÐÂÑÃÑÓÑÕ, Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ËÊÄÇÔÕÐÂ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË
R(Z) � R(Z� nL), ÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ Ë
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÄÑÎÐÞ ¢ÎÑØÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÑÅÎÂÔ-
ÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ
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P�Z� � P0 exp

�
ÿ C

� Z

0

R�Z 0�dZ 0
�
,

(23)

D�Z� � CR�Z�
P�Z� .

¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ ¢ÎÑØÂ ÆÎâ ÛÓÇÆËÐÅÇÓÑÄÔÍËØ ÔÑ-
ÎËÕÑÐÑÄ (8), (16), (17) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÇÛËÕß Ë ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÖá
ÊÂÆÂÚÖ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÅÑ ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÔÑÎËÕÑÐÂ
Ä ÎËÐËâØ ÒÇÓÇÆÂÚË Ë ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÎÂÊÇÓÂØ. ©ÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÑÌ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÓÇÛÇÐËâ (8) âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÂ, ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß Ë ×ÂÊÂ ÔÑÎËÕÑÐÂ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇ-
ÆÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ P(Z ) � P(Z�
nL). ¢ÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß àÕÖ ×ÖÐÍÙËá ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËá ÑÒ-
ÕËÏÂÎßÐÑÅÑ ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÔÑÎËÕÑÐÂ. £ÞÃË-
ÓÂâ ×ÖÐÍÙËá P(Z ) Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÓÇÃÑÄÂÐËâÏË ÍÑÐ-
ÍÓÇÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÍÂÍ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ
Z, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÖÔÎÑÄËâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÔÑ-
ÎËÕÑÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ¢ÎÑØÂ:

D�Z� � ÿ 1

P 2�Z�
qP
qZ

; R�Z� � ÿ 1

CP�Z�
qP
qZ

. (24)

¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ÃÞÄÂÇÕ ÅÑÓÂÊÆÑ ÖÆÑÃÐÇÇ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÖÔËÎÇÐËâ ÔÑÎËÕÑÐÂ G(Z ) � G(Z� nL). ¦ÔÎË àÕÖ ×ÖÐÍÙËá
ÏÑÉÐÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐ-
ÍÙËÇÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ Z, ÕÑ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÍÂÓÕÂ ÑÔÐÑÄÐÞØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ë ÆËÔÒÇÓÔËË Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÐÂÌÆÇÐÂ ËÊ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

D�Z�P�Z�
N�Z� � D0P0

N0
exp

�
ÿ 2g0Z� 2

� Z

0

G�z�dz
�
, (25)

P�Z� � P�0� exp

�
ÿ
� Z

0

N�x�CG�0�

� exp

�
ÿ 2g0x� 2

� x

0

G�z�dz
�
dx
�
. (26)

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓâÆ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÒÓËÏÇÓÑÄ. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ
ÔÇÃÇ ÔËÕÖÂÙËá, ÍÑÅÆÂ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÑÍÑÐÐÑ-ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÂâ ÎÂÊÇÓÐÞÇ ÖÔËÎËÕÇÎË, Ô ÆÎË-
ÐÑÌ, ÍÓÂÕÐÑÌ ÒÇÓËÑÆÖ L ËÊÏÇÐÇÐËâ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÊÂÏÍÐÖÕÂ Ä ÍÑÎßÙÑ. ±ÑÆÑÃÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÒÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÒÂÏâÕË ÐÂ ÔÑÎËÕÑÐÂØ ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ ÇÜÇ Ä ÓÂ-
ÃÑÕÇ [21]. ¶ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÕÂÍÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÔÑÎËÕÑÐÐÑÌ ÒÂÏâÕË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÞ Ä ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËâØ. ¡ÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÖá ÆËÔ-
ÒÇÓÔËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

D�Z� � 1� d sinm�kZ� (27)

Ë ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÒÓÑÔÕÇÌÛÖá ÔËÕÖÂÙËá, ÍÑÅÆÂ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÔÕß ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÒÑ ÆÎËÐÇ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ (N(Z) � 1), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ÙËÓÍÖÎËÓÖáÜÇÅÑ
Ä ÍÑÎßÙÇ ÔÑÎËÕÑÐÂ:

Pÿ1�Z� � ÿ
�
Cÿ Zÿ d

k

� kZ

0

sinmx dx

�
, (28)

2G�Z� � ÿD�Z�P�Z� � dkm sin�2kZ� sin2mÿ2�kZ�
D�Z� , (29)

ÅÆÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ C ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÍÂÍ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ, ÕÂÍ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ.

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÄÇÕÎÞØ Ë
ÕÇÏÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÂÏÒÎËÕÖÆÂ Ë ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÞØ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ËÊÏÇÐâáÕÔâ (ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ), ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ (27) ë (29) ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ.1. ¯Â ÓËÔ.2 ÒÑÍÂÊÂÐÂ
ÆËÐÂÏËÍÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ (27) ë
(29) Ä ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô ÖÒÓÖÅËÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÍÂÐÑÐËÚÇ-
ÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ¯µº Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË.
²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ.2,Â ë Ä (ÔËÐ×ÂÊÐÑÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ) Ë ÓËÔ.2,Å (ÒÓÑÕËÄÑ×ÂÊÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕ-
ÄËÇ), ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÒÓâÏÞÏ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3) ÒÓË ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ k ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÐÑÔÕË ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ (27).

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ×ÖÐÍÙËá ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ P (Z ) Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ
ÄËÆÇ:
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²ËÔ.1. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÄÇÕÎÑÌ (Â) Ë
ÕÇÏÐÑÌ (Ã) ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ (27) ë (29) ÒÓË d � 0:75, m � 1, k � 8, C � 105.
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P�Z� � �1ÿ b 2�1=2
1ÿ b cos�kZ� . (30)

¥ÂÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÓË ÒÂÓÂÏÇÕÓÇ b! 1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÖá ÓÇÛÇÕÍÖ d-×ÖÐÍÙËÌ. ±ÓË b! 0
×ÖÐÍÙËâ (30), ËÔÒÞÕÞÄÂâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ, ÔÕÓÇ-
ÏËÕÔâ Í ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá P(Z ) � 1. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ,
ÚÕÑ Ä ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÎËÐËâØ ÔÄâÊË ×ÖÐÍÙËâ ÄËÆÂ (30) ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÕß ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊÐÑÇ ÖÔË-
ÎÇÐËÇ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÒÑ ÆÎËÐÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÐ×ÑÓÏÂÙË-

ÑÐÐÑÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ.3, 4,
ËÎÎáÔÕÓËÓÖáÕ ÆËÐÂÏËÍÖ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÇÓÄÑÐÂ-
ÚÂÎßÐÑ ÒÑÍÑâÜËØÔâ (Ä ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ) ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÖá Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËË
ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ (30). ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÆËÐÂÏËÍË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
(ÓËÔ.3) ÔÑÎËÕÑÐÑÄ (8), (30) Ô ÆËÐÂÏËÍÑÌ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ
ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ¯µº Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÒÑ ÆÎËÐÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ Ä
ÆÇÕÂÎâØ, ØÂÓÂÍÕÇÓ ÖÒÓÖÅÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
(8), (30) ÐÇ ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂÇÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ:
ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ¢ÎÑØÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ ÖÒÓÖÅÑ. ¯Â
ÓËÔ.4 ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÐÞ ÆÇÕÂÎË ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÔÎÑÉ-
ÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÓË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÔËÎßÐÑ ÒÇÓÇÍÓÞÄÂá-
ÜËØÔâ ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ.

´ÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐÂØ ¢ÎÑØÂ ÖÆÂ-
ÇÕÔâ ÔÄÇÔÕË Í ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË (ÔÏ. (10),
(11) Ë (16), (17)), ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÍÂÍ Ä ÔÑÎËÕÑÐ-
ÐÞØ ÎËÐËâØ ÒÇÓÇÆÂÚË Ë ØÓÂÐÇÐËâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË, ÕÂÍ Ë Ä
ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÑÍÑÐÐÞØ ÎÂÊÇÓÂØ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ×ÑÓÏËÓÑÄÂ-
ÐËÇ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ.

¥Îâ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ ÄÞÔÛËØ
ÒÑÓâÆÍÑÄ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÂÆÂÕß ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ Ä ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

~C��Z � 0� � NP
1=2
0 Z sech�ZP0X� exp

�
i
P0

2
X 2

�
. (31)

¬ÂÓÆËÐÂÎßÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË ÅÇÐÇÓÂ-
ÙËË ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ÄÑÎÑÍÑÐÐÞØ ÔÄÇ-
ÕÑÄÑÆÂØ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÒÑ ÆÎËÐÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË [12 ë
16] ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß ÆÎâ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÔÄâÊÂÐ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÖÄÇÎËÚËÕß ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÖ ÔÑÎËÕÑÐÂ Ä ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ ÓÂÊ, ÐÑ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÊÂÆÂÕß ÐÂÚÂÎßÐÖá ×ÂÊÑÄÖá ÏÑÆÖÎâÙËá ÔÑÎË-
ÕÑÐÂ ÐÂ ÄØÑÆÇ Ä ÔÓÇÆÖ. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÊÂÆÂÐËÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÒÖÚÍÂ.
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²ËÔ.2. ¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÐ×ÂÊÐÞØ (Â ë Ä) Ë
ÒÓÑÕËÄÑ×ÂÊÐÞØ (Å) ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ Ä ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô ÆËÐÂÏËÍÑÌ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ¯µºÔ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÂÏË. ±ÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË ÆËÔÒÇÓÔËË D(Z ) Ë ÖÔËÎÇÐËâ
G(Z ) ÊÂÆÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË (27) ë (29) Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË m � 2, k � 2

(Ã, Å) Ë 4 (Ä). ²ÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË ÔÑÎËÕÑÐÑÄDx � 6 ÒÓËZ � 0.
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²ËÔ.3. ¥ËÐÂÏËÍÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÎßÐÑ ÒÇÓÇÍÓÞÄÂáÜËØÔâ ÔÑÎË-
ÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ (Ã) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ (30) Ä ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô
ÆËÐÂÏËÍÑÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ¯µº Ô ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË (Â), ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÂâ ÒÓË b � 0:75, k � 1,
Dx � 3 Ë Z � 0.
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²ËÔ.4. ¥ÇÕÂÎßÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÎâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ
ÑÆÐÑÏÖ ÒÇÓËÑÆÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÎßÐÑ ÒÇÓÇÍÓÞÄÂáÜËØÔâ ÕÇÏÐÞØ
ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ.

1020 ä¬ÄÂÐÕÑÄÂâ àÎÇÍÕÓÑÐËÍÂã, 31, å11 (2001) £.¯.³ÇÓÍËÐ, ´.­.¢ÇÎâÇÄÂ



¯Â ÓËÔ.5 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÆÂÐÐÞÇ ÍÑÏÒßáÕÇÓÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎË-
ÓÑÄÂÐËâ ÆËÐÂÏËÍË ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ (8), (30),
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÒÓË ÄÂÓßËÓÑÄÂÐËË ÒÇÓËÑÆÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄD(Z) ËR(Z) Ä ÏÑÆÇÎË (7). ¬ÂÍ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÓËÔ.5, ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÒÇÓËÑÆÂ ÏÑÆÖÎâÙËË
ÊÂÏÇÕÐÑ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÚËÔÎÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ×ÑÍÖÔÑÄ, âÄÎâá-
ÜËØÔâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÂÕÓËÃÖÕÑÏ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÛÓÇÆËÐÅÇÓÑÄÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ [12 ë 16]. ¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÖÄÇÎË-
ÚÇÐËÇ ÒÇÓËÑÆÂ ÏÑÆÖÎâÙËË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÕÂÃËÎËÊÂÙËË
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËá ÍÄÂÊËÔÑÎËÕÑÐ-
ÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÍÑÏÒßáÕÇÓÐÑÇ ÏÑÆÇÎË-
ÓÑÄÂÐËÇ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ
ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ-
ÏË: ÆÂÉÇ ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÇ, ÒÑÓâÆÍÂ 1 ë 2%, ÓÂÔÔÑÅÎÂÔÑÄÂ-
ÐËÇ ÒÇÓËÑÆÑÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËË ÆËÔÒÇÓÔËË Ë
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÖÔËÎÇÐËâ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ.5, ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÒÑÎÐÑÌ ÔÕÑØÂÔÕËÊÂÙËË ÔËÔÕÇÏÞ.

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÂÐÐÞÇ ÍÑÏÒßáÕÇÓÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑ-
ÄÂÐËâ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂáÕ ÄÞÄÑÆ Ñ äÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏã ÖÒÓÖÅÑÏ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ Ë ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ËØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÑÆÐËÏ ËÊ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÒÓÑ×ËÎËÓÑÄÂÐËâ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑ ÆÎËÐÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ âÄÎâÇÕÔâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÑÕÓÇÊÍÑÄ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÄÇ-
ÕÑÄÑÆÑÄ Ô ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÏË ÊÐÂÍÂÏË ÆËÔÒÇÓÔËË [22].
£ÂÉÐÑÔÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËË
(ÚËÓÒÂ) Ä ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÎËÐËâØ ÒÇÓÇÆÂÚË ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÃÞÎÂ
ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÇÆÂÄÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [23].

°ÆÐÂÍÑ ÒÓËÏÇÐÇÐÐÞÌ ÂÄÕÑÓÂÏË [23] ÒÑÆØÑÆ, ÃÂÊËÓÖá-
ÜËÌÔâ ÐÂ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ¡ÐÆÇÓÔÑÐÂ [5], ÐÇ
ÒÑÊÄÑÎËÎ ËÏ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÚÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂ-

ÆÂÚË. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖáÜËØ ÓÂÃÑÕ, Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ
ÓÂÃÑÕÇ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÕÑÚÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÔÑ-
ÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ Ë ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ÕÇÑ-
ÓÇÏÂ ¢ÎÑØÂ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÊÂÍÑÐ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÛÓÇ-
ÆËÐÅÇÓÑÄÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ÔËÔÕÇÏÂØ Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ËÊ-
ÏÇÐâáÜËÏËÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá, ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ Ë ÖÔËÎÇÐËÇÏ.
³ÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ¢ÎÑØÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÑÎß-
ÍÑ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÂÏË ÔËÔÕÇÏÞ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÓÇÂÎßÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ
ÔËÔÕÇÏÂØ ÒÇÓÇÆÂÚË Ë ØÓÂÐÇÐËâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË, Â ÕÂÍÉÇ Ä ÔÑ-
ÎËÕÑÐÐÞØ ÎÂÊÇÓÂØ ÆËÔÒÇÓÔËâ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÐÇ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÄÞÃÓÂÐÞ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ë ÑÐË ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÄÊÂËÏÑ-
ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÞ ÖÔÎÑÄËâÏË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ¢ÎÑØÂ. ±ÓË
àÕÑÏ ÐÂÓâÆÖ Ô ×ÂÊÑÄÑ-ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË
ÄÑÎÐÂÏË ¢ÎÑØÂ Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ËÊÏÇÐâáÜËÏËÔâ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÑÌ Ë ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá (8) ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ë ÐÇ×ÂÊÑÄÑ-ÏÑ-
ÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ¢ÎÑØÂ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕßá [24].

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎÑÅ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÇÐ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÄÑÕ ÖÉÇ
ÃÑÎÇÇ 25 ÎÇÕ ë àÕÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÄÓÇÏÇÐÐÞØ Ë
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÄÇÓØÍÑÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ ÔÄÇÕÂ Ä ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÇ ÎÂÊÇÓÂ ÒÓË ÄÐÖÕÓËÓÇÊÑÐÂÕÑÓÐÑÌ
ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ. £ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËâ ÄÐÖÕÓËÓÇÊÑÐÂÕÑÓÐÑÌ ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÆÎâ ÍÑÏÒÓÇÔÔËË ÔÄÇÓØÍÑÓÑÕÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÔÄÇÕÂ Ë ÖÄÇÎË-
ÚÇÐËâ ÔÕÇÒÇÐË ÔÂÏÑÔËÐØÓÑÐËÊÂÙËË ÏÑÆ (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ
ÍÑÐÕÓÂÔÕÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ) ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[25]. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÒÂÔÔËÄÐÂâ ÔËÐØÓÑÐËÊÂÙËâ ÏÑÆ ÊÂ
ÔÚÇÕ ÄÐÖÕÓËÓÇÊÑÐÂÕÑÓÐÑÌ ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÐÂÛÎÂ ÛËÓÑÍÑÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÑÊÆÂÐËâ ÎÂÊÇÓÑÄ, ÓÂÃÑ-
ÕÂáÜËØ Ä ÓÇÉËÏÇ ÍÇÓÓÑÄÔÍÑÌ ÔËÐØÓÑÐËÊÂÙËË ÏÑÆ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓ., ÓÂÃÑÕÞ [26 ë 29] Ë ÒÓËÄÇÆÇÐÐÖá Ä ÐËØ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÖ).
·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÒÑÆÑÃÐÞÌ ÂÐÂÎÑÅ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ, Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ ÑÃÓÂÕÐÞÌ à××ÇÍÕ ÔÕÑØÂÔÕËÊÂÙËË ËÊÎÖÚÇÐËâ
[30, 31]. ¯ÇÔÑÏÐÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÓÂÊÄËÕËÇ ×ÇÏÕÑÔÇ-
ÍÖÐÆÐÞØ ÎÂÊÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÕËÒÂ Ti :Al2O3 ÃÖÆÇÕ ÑÔÐÑÄÂÐÑ
ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÍÑÐÙÇÒÙËË ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ¢ÎÑØÂ.

¡ÄÕÑÓÞ ÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÒÓÇÆÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ ËÏ ÄÑÊÏÑÉÐÑ-
ÔÕßá ÄÞÓÂÊËÕß ÔÄÑá ÅÎÖÃÑÍÖá ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß ¡.®.±ÓÑ-
ØÑÓÑÄÖ Ë ¦.®.¥ËÂÐÑÄÖ ÊÂ ÄÐËÏÂÐËÇ Í ÓÂÃÑÕÇ Ë ÔÕËÏÖÎË-
ÓÖáÜËÇ ÆËÔÍÖÔÔËË, Â ÕÂÍÉÇ ÄÔÇÏ ÖÚÂÔÕÐËÍÂÏ ÐÂÖÚÐÑÅÑ
ÔÇÏËÐÂÓÂ ª°¶ ²¡¯ ÊÂ ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ. ¡ÄÕÑÓÞ
ÔÚËÕÂáÕ ÒÓËâÕÐÞÏ ÆÑÎÅÑÏ ÒÑÃÎÂÅÑÆÂÓËÕß ¡.ª.®ÂÌÏËÔ-
ÕÑÄÂ, ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÏÑÅÎË ËÏ Ä
ÓÂÃÑÕÇ ÐÂÆ ÕÇÍÔÕÑÏ ÔÕÂÕßË. ¡ÄÕÑÓÞ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÞ Beneme-
ritaUniversidadAutonomade Puebla ÊÂ ÒÑÆÆÇÓÉÍÖ ÓÂÃÑÕÞ
ÐÂ ÊÂÍÎáÚËÕÇÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÇÇ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ.
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