
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÇÕÂÎÎ ë×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÞÌ
ÍÓËÔÕÂÎÎ, ÚËÔÎÇÐÐÑ ÐÂÌÆÇÐÞ ÒÓÑ×ËÎË àÕËØ ÄÑÎÐ Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÐÂÒÓÂÄÎâáÜËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÂ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÏÑÆ Ë ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÙÇÐÍË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓËÏÇÐËÏ ÍÓËÕÇÓËÌ £ÂØËÕÑÄÂ ë¬ÑÎÑÍÑ-
ÎÑÄÂ.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÙËâ, ÆË××ÖÊËÑÐÐÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß.

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

°ÆÐÂ ËÊ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍË ë ÊÂ-
ÆÂÚÂ Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ
ÓÂÊÆÇÎÂ ÆÄÖØ ÔÓÇÆ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÑÒÕËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕ-
ÄÂÏË.¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ Ô ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ ÅÓÂÐËÙ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ, ØÑÕâ ÃÞ ÑÆÐÂ
ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÅÓÂÐËÙÇÌ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÕËÒÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÔÓÇÆ, ÑÃÓÂÊÖáÜËØ
ÅÓÂÐËÙÖ. ¤ÓÂÐËÙÞ ÍÇÓÓÑÄÔÍËØ ÔÓÇÆ (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÎËÐÇÌ-
ÐÂâ ë ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ [1, 2] Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ë ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ [3]), ÏÂ-
ÕÇÓËÂÎÑÄ Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá [4], Â ÕÂÍÉÇ ÅÓÂ-
ÐËÙÂ ÍÇÓÓÑÄÔÍÂâ ÔÓÇÆÂ ë ÔÓÇÆÂ Ô ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇÏ [5] ÓÂÐÇÇ
ÖÉÇ ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß. ³ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô
ÅÓÂÐËÙÇÌ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÐÂØÑÉÆÇÐËá ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÅÑ
ÍÎÂÔÔÂ ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÇÆËÐÅÇÓÂ Ô
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË, ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ. °ÕÔÖÕÔÕÄËÇÏ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË Ä ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ë ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ
ÐÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâØ ÔÓÇÆÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÄÂÉÐÞ ÍÂÍ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕß ÐÑÄÞØ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÕÂÍ Ë ËØ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑ ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËá Í ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá Ô ÆÄËÉÖÜËÏËÔâ ÄÑÎÐÑÄÞÏË
ÒÂÍÇÕÂÏË. °ÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÐÇ ÒÑ-
ÊÄÑÎâÇÕ ÒÓËÏÇÐâÕß ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÏÇÕÑÆÞ
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÓÂÔÔÇâÐËâ.

³ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÃÑÎßÛÑÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÕÂÍÉÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÅÓÂÐËÙÂÏË ÓÂÊÆÇÎÂ, ÔÍÑÏÒÑÐÑÄÂÐÐÞÏË ËÊ
ÔÓÇÆ ÔÑ ÔÎÑÉÐÞÏË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕâÏË. ©ÐÂÚËÕÇÎßÐÞÇ ÆÑÔÕË-
ÉÇÐËâ [6, 7] Ä ÑÃÎÂÔÕË ÅÇÐÇÓÂÙËË ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ×ÑÕÑÓÇ×-
ÓÂÍÕËÄÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ, ÑÃÎÂÆÂáÜËØ ÄÞÔÑÍËÏË ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÔÕâÏË ÒÓË ÄÇÔßÏÂ ÐËÊÍËØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâØ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÑÃÖÔÎÑÄËÎË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÞØ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ. £ ÓÂÃÑÕÇ [8] ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎË ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÞ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ (Õ. Ç.,

ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÑÃÎÂÆÂáÜËØ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ) ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍ-
ÕËÄÐÑÅÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ Ô ÚËÔÕÑ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ (ÎÑÅÂÓË×ÏË-
ÚÇÔÍÑÌ) ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá Ë ÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ (ÆËàÎÇÍÕÓËÍ
ËÎË ÏÇÕÂÎÎ). ¶ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÇÌ Ë àÐÇÓÅÑÑÃÏÇ-
ÐÑÏÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÂÏË, ÑÕÓÂÉÇÐÐÞÏË ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ Ë
ÑÕ ÃÓàÅÅÑÄÔÍÑÌ ÓÇÛÇÕÍË, ×ÑÓÏËÓÖáÜÇÌÔâ Ä ÑÃÝÇÏÇ ÍÓË-
ÔÕÂÎÎÂ. ±ÑÊÆÐÇÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [9 ë 11] ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÍÂÍ ÆÓÇÌ×ÑÄÑÌ,
ÕÂÍ Ë ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ ×Ñ-
ÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ (Ä ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÇÏÐÑÄÑÌ
ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË) ÃÞÎÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÐÑ ÍÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÃÂÎÂÐÔÂ ÔÂÏÑËÔÍÓËÄÎÇÐËâ ÒÖÚÍÂ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÅÑ ÃÎÂÅÑÆÂ-
Óâ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ, Ë
ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÖÚÍÂ [12].

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐ-
ÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÇÕÂÎÎ ë
×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÞÌ ÍÓËÔÕÂÎÎ Ô ÆÓÇÌ×ÑÄÑÌ Ë ÆË××ÖÊËÑÐ-
ÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÞØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ë à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÕÇÏ-
ÐÑÄÑÌ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË. ±ÑÎÖÚÇÐÞ ÒÓÑ×ËÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕ-
ÐÞØ ÏÑÆ Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÓÂÐËÙÞ
ÓÂÊÆÇÎÂ. °ÕÆÇÎßÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÖÆÇÎÇÐÑ ÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÄ-
ÛÇÏÖÔâ ÓÂÐÇÇ ÄÑÒÓÑÔÖ ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄ-
ÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ. ±ÓÑÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÑÅÑ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÂÐÂÎËÊÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË [2, 13 ë 24]
ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÞ Ô ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ.

2. ´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÜÇÎÇÄÑÅÑ (ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ-
ÅÑ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË y Ë ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
ÑÔË x) ÒÖÚÍÂ ÄÆÑÎß ÑÔË z ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÇÉÆÖ
ÏÇÕÂÎÎÑÏ, ÊÂÐËÏÂáÜËÏ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ x5 0, Ë ×Ñ-
ÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÑÌ Ô ÆÓÇÌ×ÑÄÑÌ Ë ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ, ÊÂÐËÏÂáÜÇÌ ÒÑÎÖ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ x < 0. ÂÊÇÓÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐ ÄÆÑÎß
ÑÔË y. ®ÇÕÂÎÎ ÔÚËÕÂÇÕÔâ ËÆÇÂÎßÐÞÏ, Õ. Ç. ÕÑÎÜËÐÂ ÔÍËÐ-
ÔÎÑâ, ÓÇÂÎßÐÑ ËÏÇáÜÂâ ÒÑÓâÆÑÍ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÂÅÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá. ¯ÂÎËÚËÇ ÏÇÕÂÎÎÂ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÚËÔÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá ÑÃÓÂÜÇÐËâ
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ÒÑÎâ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÐÖÎß Ä ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ x5 0,
ÒÓË àÕÑÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÖÚÍÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕ-
ÐÞÏ ÖÍÑÓÑÚÇÐÐÞÏ ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÎâ ÐÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÑÎâ q (Z, x ):

i
qq
qx
� ÿ 1

2
q 2q

qZ2
ÿ qjqj2
1� Sjqj2 � m

q

1� Sjqj2
qjqj2
qZ

ÒÓË Z < 0;

q � 0 ÒÓË Z5 0,
(1)

ÅÆÇ q (Z, x)� (Ldif=Lref)
1=2A (Z, x) I ÿ1=2dark ë ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÍÑÏ-

ÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ; A (Z, x) ë ÏÇÆÎÇÐÐÑ
ÏÇÐâáÜÂâÔâ ÑÅËÃÂáÜÂâ ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ; Z � x=x0 ë ÐÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ; x0 ë ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÆËÖÔ ÄØÑÆÐÑÅÑ ÒÖÚ-
ÍÂ); x � z=Ldif ë ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ;
Ldif � k0x

2
0 ë ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ x0;

k0 � no=c ë ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ; n ë ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÞÌ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎß ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÞ;o ë ÐÇÔÖÜÂâ
ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ; Lref � 2(k0reff� n 2E0)

ÿ1 ë
ÆÎËÐÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÓÇ×ÓÂÍÙËË; reff ë à××ÇÍÕËÄÐÞÌ àÎÇÍÕ-
ÓÑÑÒÕËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ; E0 ë ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß ÄÐÇÛ-
ÐÇÅÑ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÓËÎÑÉÇÐÐÑÅÑ Í ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÇ; Idark ë à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÕÇÏÐÑÄÂâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß;
ÒÂÓÂÏÇÕÓ S � Lref=Ldif ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÌ ÄÍÎÂÆ
ÆÓÇÌ×ÑÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ; ÒÂÓÂÏÇÕÓ
m � kY=(ex0E0) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÆË××Ö-
ÊËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ;Y ë ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÂ ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÞ; k ë ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ¢ÑÎßÙ-
ÏÂÐÂ; e ë ÊÂÓâÆ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ Ô ÖÚÇÕÑÏ ËØ ÊÐÂÍÂ
(ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÆÎâ ÆÞÓÑÍ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ÆÎâ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÑÄ).

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÍÑÓÑÚÇÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÇ ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËÇ
ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÄÕÑÓÑÌ ë ÇÅÑ ÔÂÏÑ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÖ ÒÑÆ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÆÓÇÌ×ÑÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÑÕÍÎËÍÂ ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÌ ÃÎÂÅÑ-
ÆÂÓâ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ àÎÇÍÕÓÑÑÒÕËÚÇÔÍÑÏÖ à××ÇÍÕÖ ÄÑ ÄÐÇÛ-
ÐÇÏ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ E0. ±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
(1) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÂÏÑËÔÍÓËÄÎÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÑÆ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ
ÔÓÇÆÞ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÕËÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË
ËÊ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÒÖÚÍÂ Ä
ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÇ. ¶ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÏÑÆ ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÇÕÂÎÎ ë ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÞÌ ÍÓËÔÕÂÎÎ
ÄÑÊÏÑÉÐÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÏÒÇÐÔÂÙËË ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÖÚÍÂ ÑÕ
ÅÓÂÐËÙÞ Ë ÇÅÑ ÔÂÏÑËÔÍÓËÄÎÇÐËâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÅÓÂÐËÙÞ
ÓÂÊÆÇÎÂ. ´ËÒËÚÐÞÇ ÆÎâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ S Ë m Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÇ SnBaNb ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ *1.0 Ë
*0.1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ ÒÖÚÍÑÄ He ëNe-ÎÂÊÇÓÂ Ô ËÐ-
ÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá *3 Ï£Õ/ÔÏ2 ÐÂ ÆÎËÐÇ ÄÑÎÐÞ l � 633 ÐÏ
ÒÓË ÓÂÆËÖÔÇ ÄØÑÆÐÑÅÑ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ x0 � 50ÏÍÏ, àÎÇÍ-
ÕÓÑÑÒÕËÚÇÔÍÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ reff � 2:5�10ÿ10
Ï/£, ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n � 2.35,
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ T � 300 K Ë ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÄÐÇ-
ÛÐÇÅÑ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ E0 � 6�103 £/Ï.

3. ±ÓÑ×ËÎË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÖÍÑÓÑÚÇÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1)
ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÒÓÑ×ËÎË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ (Õ. Ç. ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÃÇÊ ËÔÍÂÉÇÐËâ) ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÏÑÆ ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÇÉÆÖ ÏÇÕÂÎÎÑÏ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÑÕÑ-

ÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÑÌ. ©ÂÒËÔÞÄÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÒÑÎâ ÄÑÎÐÞ
Ä ÄËÆÇ q (Z, x ) � r (Z) exp (ibx ) Ë ÒÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÇ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÑÅËÃÂáÜÇÌ r (Z):

d 2r
dZ2
� 2brÿ 2r3

1� Sr2
� 4mr2

1� Sr2
dr
dZ

ÒÓË Z < 0,

(2)

r � 0 ÒÓË Z5 0,

ÅÆÇ b ë ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ. ¢ÎÂ-
ÅÑÆÂÓâ ÐÂÎËÚËá ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ Ë ÐÂÔÞ-
ÜÇÐËá ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) ÐÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ë ÇÅÑ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß ÚËÔÎÇÐÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ Ô ÒÑÏÑ-
Üßá ÏÇÕÑÆÂ ÔÕÓÇÎßÃÞ, ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÅÑ ÔÄÇÔÕË ÆÄÖØÕÑÚÇÚ-
ÐÖá ÍÓÂÇÄÖá ÊÂÆÂÚÖ Í ÊÂÆÂÚÇ ¬ÑÛË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐÐÑÔÕß ÒÑÎâ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÇÕÂÎÎÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÕÑ ËÔØÑÆ-
ÐÖá ÕÑÚÍÖ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÆÑÃÐÑ ÃÓÂÕß ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ
ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ. ¯ÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑÔÕË ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË, ËÏÇáÕ ÒÓË àÕÑÏ ÄËÆ
r (Z � ÿ0) � 0 Ë dr (Z � ÿ0)=dZ � m, ÅÆÇ m ë ÄÂÓßËÓÖÇ-
ÏÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÔËÎÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ à××ÇÍ-
ÕÑÄ. £ÂÓßËÓÖâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ b, m, m Ë S Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (2), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÎË ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÓÑ×ËÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕ-
ÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÆÇÎÂ ÏÇÕÂÎÎ ë×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÂâ
ÔÓÇÆÂ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÐÂÛÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÎËÛß ÒÓË m > 0.

£ÑÊÏÑÉÐÞÇ ÍÎÂÔÔÞ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2) ÎÇÅÍÑ ÐÂÌ-
ÕË, ËÔØÑÆâ ËÊ ÄÇÔßÏÂ ÑÃÜËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞØ ÐÂ
ÂÐÂÎÑÅËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2) ÆÎâ ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÏ ÆÄËÉÇÐËÇ ÏÇØÂÐË-
ÚÇÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÔ-
ÔËÒÂÙËÇÌ, ÅÆÇ ÓÑÎß ÔÏÇÜÇÐËâ ËÅÓÂÇÕ ÑÅËÃÂáÜÂâ ÄÑÎÐÞ r,
Â ÓÑÎß ÄÓÇÏÇÐË ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Z. ÇÅÍÑ ÖÃÇÆË-
ÕßÔâ, ÚÕÑ Ä ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (Z < 0) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ
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ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ Ë ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ àÐÇÓÅËË
ÚÂÔÕËÙÞ ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÏÂÔÔÞ, Â ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3)
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔËÎÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÕÓÇÐËâ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÖá
ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÔÍÑÓÑÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ dr=dZ. ´ËÒËÚÐÞÇ ×ÑÓÏÞ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ U(r) ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ S Ë ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ b ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ
ÐÂ ÓËÔ.1. ±ÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÕÑÚÍË r � 0, ÒÑàÕÑÏÖ ÐÂ ÓËÔ.1 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÎËÛß ÇÇ ÚÂÔÕß,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ r. ¶ÑÓÏÂ ÒÑÕÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÌ âÏÞ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ÔÏÇÐÇ ÊÐÂÍÂ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ, ÚÕÑ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (3), Ë ÐÂ
ÒÓÑ×ËÎË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ.

±ÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ b < 0 ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ ËÏÇÇÕ
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÖá ÖÔÕÑÌÚËÄÖá ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÖá ÕÑÚÍÖ r � 0
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(ÔÏ. ÓËÔ.1). ¹ÂÔÕËÙÂ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ËÔØÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌU� T
ÃÖÆÇÕ ÔÑÄÇÓÛÂÕß Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÕÖØÂáÜËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ
(ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË Z ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑÿ1), ÒÇÓÇØÑÆâ ËÊ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑ-
ÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ r Ä ÑÃÎÂÔÕß ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ r Ë ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ
äÔÍÂÕÞÄÂâÔßã ÒÓË àÕÑÏ Ä ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÓÂÄÐÑÄÇ-
ÔËâ r � 0, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÉÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÞÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏ ÄÑÎÐÂÏ [8]. ±ÓÑ×ËÎË ÒÑÆÑÃÐÞØ ÄÑÎÐ
ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ.2. °ÆÐÂÍÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ë
ÎËÐÇÌÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2) ÒÓË ÏÂÎÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆÂØ r
ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ,
ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÑÃÎÂÆÂáÕÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ, ÒÑÔÍÑÎß-
ÍÖ ÒÓË Z! ÿ1 ËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ r ÖÃÞÄÂÇÕ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÃÞÔÕÓÑ, Â ËÏÇÐÐÑ r (Z! ÿ1) � jmZjÿ1=2 cos�(ÿ 2b)1=2Z�.
£ÑÒÓÑÔ ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÑÆÑÃÐÞØ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËØ ÄÑÎÐ
Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÑÕÍÓÞÕÞÏ.

±ÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ b, ÎÇÉÂÜÇÌ Ä ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÇ 0 < b < 1=S, ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ ËÏÇÇÕ ÆÄÇ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÞÇ ( r � ��b=(1ÿ Sb)�1=2) Ë ÑÆÐÖ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÖá (r � 0)
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÕÑÚÍË (ÔÏ. ÓËÔ.1). ¹ÂÔÕËÙÂ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ËÔ-
ØÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌU� T ÒÓË àÕÑÏ ÃÖÆÇÕ äÒÇÓÇÍÂÕÞÄÂÕßÔâã
ËÊ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ r) Ä ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÑÕ-
ÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ r) ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÕÇÓË
àÐÇÓÅËË ÐÇ ÑÔÕÂÐÑÄËÕÔâ Ä ÑÆÐÑÌ ËÊ ÆÄÖØ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ, ÎËÃÑ
Ä ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÕÑÚÍÇ. ±ÇÓÄÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÆÂÓÐÞÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏ ÄÑÎÐÂÏ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ [25], ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÞØÑÆâÕ ÐÂ ÐÇÐÖÎÇÄÖá ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÍÖ ÒÓË Z! ÿ1. ´ËÒËÚÐÞÇ ÒÓÑ×ËÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ
ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÇÓÄÞØ ÕÓÇØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ.3
(ÊÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÒÑÓâÆÑÍ ÄÑÎÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑ ÚËÔÎÖ ÒÇ-
ÓÇÔÇÚÇÐËÌ ÇÇ ÑÅËÃÂáÜÇÌ Ô ÑÔßá Z, ÄÍÎáÚÂâ ÕÑÚÍÖ Z � 0).

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË Z! ÿ1 ÖÆÂÓÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÊÂÕÖØÂáÜËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË, ÐÂÎÑÉÇÐÐÞÇ ÐÂ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÞÌ ÒßÇÆÇÔÕÂÎ. £ÞÔÑÕÂ ÒßÇÆÇÔÕÂÎÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ b Ë ÓÂÄÐÂ ��b=(1ÿ Sb��1=2,
Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ËØ
ÊÂÕÖØÂÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ m Ë ÕÇÏ ÄÞÛÇ, ÚÇÏ
ÃÑÎßÛÇ m. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÆÂÓÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÒÑÆÄÇÓÉÇÐÞ
ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÑÎÐÂ, ËÏÇ-
áÜÂâ Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÐÖÎÇÄÖá ÅÂÓÏÑÐËÍÖ, ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÂ Ä ÔÓÇÆÇ
Ô ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ ÒÓË
ÎáÃÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ ÏÑÆÖÎâÙËË.

¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ Ô ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÚÂÔÕËÙÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá
ÄÑÎÐÖ, ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ r � 0, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÎÑ-
ÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏ ÄÑÎÐÂÏ (ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ËÐÕÇÓÄÂÎ 0 < b < 1=S). ´ËÒËÚÐÞÇ ÒÓÑ×ËÎË
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ
ÓËÔ.4,Ã. °ÕÏÇÕËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÎÑÍÂ-

ÿ4

ÿ2

0 1 2 3 4 5 6 r

b < 0

0 < b < 1=S

b > 1=S

0

2

U

²ËÔ.1. ´ËÒËÚÐÞÇ ×ÑÓÏÞ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞU �r) ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÑ-
ÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ S Ë ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ b

ÒÓË S � 1 Ë b � ÿ0:1 (b < 0), 0.8 (0 < b < 1=S), 1.5 (b > 1=S).

ÿ6

ÿ3

0

3

6

r

ÿ20 ÿ15 ÿ10 ÿ5 0 Z

²ËÔ.2. ±ÓÑ×ËÎË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË
ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË ÒÓË b � ÿ0:5, S � 1, m � 0:2. ¤ÓÂÐËÙÂ ÓÂÊÆÇÎÂ ÐÂØÑ-
ÆËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ Z � 0.

r

3.5

0

ÿ3:5
ÿ20 ÿ15 ÿ10 ÿ5 0 Z

2

1

3

²ËÔ.3. ±ÓÑ×ËÎË ÖÆÂÓÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÇÓÄÞØ ÕÓÇØ ÒÑÓâÆÍÑÄ
(1 ë 3) ÒÓË b � 0:5, S � 1, m � 0:2. ¤ÓÂÐËÙÂ ÓÂÊÆÇÎÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ
Z � 0.
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w
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r

ÿ1:0
0

ÿ2:0

1.0

2.0

3.0

3 1

2

ÿ20 ÿ15 ÿ10 ÿ5 0 b

Ã

Â

²ËÔ.4. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕË àÐÇÓÅËË w ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ
(ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ) ÒÇÓÄÞØ ÕÓÇØ ÒÑÓâÆÍÑÄ (1 ë 3) ÑÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ b (Â) Ë ÒÓÑ×ËÎË ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ
ÄÑÎÐ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÕÑÚÍÂÏ ÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÍÓËÄÞØ (Ã) ÒÓË
S � 1, m � 0:1. ¤ÓÂÐËÙÂ ÓÂÊÆÇÎÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ Z � 0.

¶ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ Ë ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÇÕÂÎÎ ë×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÞÌ ÍÓËÔÕÂÎÎ . . . 715



ÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÎÐ: ÒÓÑ×ËÎß ÄÑÎÐÞ (n� 1)-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÃÇÊ
ÒÇÓÄÑÅÑ, ÔÂÏÑÅÑ ÃÎËÉÐÇÅÑ Í ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÒÑÎÖÒÇÓË-
ÑÆÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÄÑÎÐÞ n-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ³ ÓÑÔÕÑÏ
àÐÇÓÅËË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ

w �
� 0

ÿ1
r2�Z�dZ (4)

ÇÇ ÒÓÑ×ËÎß ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ, Â
ÏÂÍÔËÏÖÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÎÖÒÇÓËÑÆÂ ÔÏÇ-
ÜÂÇÕÔâ ÃÎËÉÇ Í ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÍÑÏÒÇÐ-
ÔÂÙËË ÔÂÏÑËÔÍÓËÄÎÇÐËâ ÒÖÚÍÂ (ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÅÑ ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÑ ÒÓËÏÇÓÐÑ ÚÇÕÄÇÓÕÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ r)
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÔËÎÇÐËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞØ à×-
×ÇÍÕÑÄ (ÖÔËÎËÄÂáÜËØÔâ ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÖÚÍÂ Í ÅÓÂ-
ÐËÙÇ).

³ ÓÑÔÕÑÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ b àÐÇÓÅËâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ w ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ë ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÂ ÄÑÎÐÞ ÒÓË àÕÑÏ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ, Â ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃ (ÛËÓËÐÂ) ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ. ¯Â ÓËÔ.4,Â ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË w (b) (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ)
ÆÎâ ÄÑÎÐ ÒÇÓÄÞØ ÕÓÇØ ÒÑÓâÆÍÑÄ. £ ÒÓÇÆÇÎÇ ÄÞÔÑÍËØ ÂÏ-
ÒÎËÕÖÆ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÑ Ë ÆÑ-
ÒÖÔÍÂÇÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ r (Z) � m exp (2mS ÿ1Z)�
cos �(2S ÿ1 ÿ 2bÿ 4m 2S ÿ2)1=2Z�, ÑÕÍÖÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÃÑÎÇÇ ÕÑÚ-
ÐÑÇ, ÚÇÏ 1=S, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÓØÐÇÅÑ ÒÓÇÆÇÎÂ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ b, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ ÇÜÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÎÑ-
ÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ:

b � 1

S
ÿ 2m 2

S 2
. (5)

µÄÇÎËÚÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ S, ÍÂÍ Ë Ä ÎáÃÑÌ ÔÓÇÆÇ Ô ÐÂÔÞÜÇ-
ÐËÇÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ, ÒÓËÄÑÆËÕ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÞØ àÐÇÓÅËË Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÇ m Í ÖÄÇÎËÚÇÐËá ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÏÑÆÞ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-
ÏÑÅÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÑ ÒÑÎÑÄËÐÇ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË. ³ ÓÑÔÕÑÏ m ÒÓÑ×ËÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ
ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÎÐ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ Ë
ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ b >1=S ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ
âÏÂ ËÏÇÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÖá ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÖá
ÕÑÚÍÖ r � 0 (ÔÏ. ÓËÔ.1). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ËÐËÕÐÞÇ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞ Ë ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐÂØ ÐÇ
ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎÂ.

4. µÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ

¥Îâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ
ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÇÕÂÎÎ ë×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÂâ ÔÓÇÆÂ ÏÞ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÛËÓÑÍÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐÐÞÌ ÎËÐÇÌÐÞÌ ÂÐÂ-
ÎËÊ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÌ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÓÂÊÄËÕËâ ÏÂÎÑÅÑ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÐÇÇ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËâ ÒÓËÏÇÐâ-
ÎÂÔß Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ
ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÔÓÇÆÂØ, ÍÑÅÆÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ÆÑ-
ÃÂÄÍÂ Í ÒÑÍÂÊÂÕÇÎá ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔÄÇ-
ÕÑÄÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÒÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ. £ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÑÆÐÂÍÑ,
ÐÂÎËÚËÇ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎË-
ÍÂ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÒÑÎâ, âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ. ²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1), ÑÒËÔÞÄÂá-

ÜÇÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ô ÄÑÊÏÖÜÇÐ-
ÐÞÏ ÄØÑÆÐÞÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ, ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ

q�Z; x� � � r�Z� � u�Z; x� � iv�Z; x�� exp�ibx�, (6)

ÅÆÇ r (Z) ë ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÑÅËÃÂáÜÂâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ; u (Z; x ) Ë v (Z; x ) ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ Ë ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕË ÏÂÎÑÅÑ (u, v� r) ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËâ. ´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÏÂÎÑÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ, âÄÎâáÜÇÇÔâ ÄÇÔßÏÂ ÑÃÜËÏ ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ
ÏÑÆÞ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÉÇÔÕÍÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇ-
ÐËÇ ÐÂ ÄËÆ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÆÎâ ÏÑÆ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (ÔÖÉÂâ
ÕÇÏ ÔÂÏÞÏÑÃÜÐÑÔÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÎâ ÄÞÔÛËØÏÑÆ) ë ÕÂÍ,
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ Ä ÐÖÎß Ä ÕÇØ ÉÇ ÕÑÚÍÂØ,
ÅÆÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÞÔÛÇÌ ÏÑÆÞ. ±Ñ àÕÑÌ
ÒÓËÚËÐÇ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚËÏÔâ ÐÂ ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐËË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ
ÄÑÎÐ (ÏÑÆ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ).

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (6) Ä ÖÍÑÓÑÚÇÐÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÒÑÔÎÇ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË Ë ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ ÄÇÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÞØ Ë ÏÐËÏÞØ ÚÂÔÕÇÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÎËÐÇÌÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

qu
qx
� ÿlv;

qv
qx
� ru , (7)

ÅÆÇ ÎËÐÇÌÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ l Ë r, ÊÂÄËÔâÜËÇ ÎËÛß ÑÕ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Z, ËÏÇáÕ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÑÕÑ-
ÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÄËÆ

l � 1

2

d 2

dZ2
ÿ b� r 2

1� Sr 2
ÿ 2mr
1� Sr 2

dr
dZ

,

(8)

r �l� 2r 2

�1� Sr 2�2 �
4mSr 3

�1� Sr 2�2
dr
dZ

ÿ 2mr
1� Sr 2

dr
dZ
ÿ 2mr 2

1� Sr 2

d

dZ
.

ªÊ ÄËÆÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ (8) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ
ÑÕ ÔÎÖÚÂâ ÔÓÇÆÞ Ô ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÑÕÍÎËÍÑÏ
ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÎËÐÇÌÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ r ÐÇ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÏ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÂÎËÚËá Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ
ÚÎÇÐÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ Z. ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâ-
ÕÇÎßÔÕÄÑ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÑÄÇÔÕË ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ (7) ÔÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÖá ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÄÞÄÑÆÂ ÍÓËÕÇÓËâ £ÂØËÕÑÄÂ ë¬Ñ-
ÎÑÍÑÎÑÄÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
lr Ë rl ÕÇÒÇÓß ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË (ÚÕÑ ÃÖÆÇÕ
ÑÊÐÂÚÂÕß ÐÂÎËÚËÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ËÔÒÞÕÞÄÂáÜËØ ÑÆÐÑÄÓÇ-
ÏÇÐÐÑ Ô àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÐÂÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÅÂÓ-
ÏÑÐËÚÇÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÄÆÑÎß ÑÔË x), Â ÐÇ ÚËÔÕÑ ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÞÏË (àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÎË-
ÃÑ ÚËÔÕÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÜËØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÎËÃÑ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ËÔÒÞÕÞÄÂáÜËØ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË
ÄÆÑÎß ÑÔË x), ÚÕÑ ËÏÇÎÑ ÏÇÔÕÑ ÆÎâ ÔÓÇÆ Ô ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÞÏ ÑÕÍÎËÍÑÏ. ®Þ ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
(7) Ä ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÄÔÇÏ äÏÑÆÂÏã ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ

u�Z; x� � Re
X
d

Cdud�Z� exp�dx�,
(9)

v�Z; x� � Re
X
d

Cdvd�Z� exp�dx�
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Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂÏË ÐÂÓÂÔÕÂÐËâ. ©ÆÇÔß d ë ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞÌ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÂÓÂÔÕÂÐËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ; Cd ë ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ; ud Ë vd ë ÕÇÒÇÓß ÖÉÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ
ËÔØÑÆÐÞÇ ÒÓÑ×ËÎË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ±ÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË (9) Ä
ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (7) Ë ÒÓËÓÂÄÐËÄÂÐËâ ÚÎÇÐÑÄ Ô ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÞÏË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ÏÐÑÉËÕÇÎâÏË ÑÍÑÐÚÂÕÇÎß-
ÐÑ ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
Ô ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏË ÎËÐÇÌÐÞÏË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏËl Ë r :

dud � ÿlvd; dud � rud. (10)

³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (10) ÓÇÛÂÎÂÔß ÚËÔÎÇÐÐÑ Ô ÖÚÇÕÑÏ
ÖÔÎÑÄËÌ ud(Z � 0) � 0 Ë vd(Z � 0) � 0 ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ
ÏÇÉÆÖ ÏÇÕÂÎÎÑÏ Ë ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÑÌ. ¥Îâ ÆÂÐ-
ÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ b ÄÞÚË-
ÔÎâÎÔâ ÒÓÑ×ËÎß ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ r (Z), ÍÑÕÑÓÞÌ ÊÂÕÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ Ä (8)
ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄl Ër. ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐËÇ ÒÑÍÂÊÂÎÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÎáÃÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ b ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÓÇÛÇÐËÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ (10), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂÏ Ô ÐÇÐÖÎÇ-
ÄÑÌ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕßá, Õ. Ç. àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÐÂÓÂ-
ÔÕÂáÜËØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÇÕÂÎÎ ë
×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÂâ ÔÓÇÆÂ âÄÎâáÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË ÒÑ ÑÕ-
ÐÑÛÇÐËá Í ÏÂÎÞÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏ ÄØÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ ÄÑÎ-
ÐÞ, ÔÑØÓÂÐââ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÔÄÑá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, Ä ÕÑ
ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÏÂÎÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ËÔÒÞ-
ÕÞÄÂÕß ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÄÆÑÎß ÑÔË x.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÆ ÄÞÔÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ Ä ÓÂÏ-
ÍÂØ ÏÑÆÇÎË (10) ÕÂÍÉÇ ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ ÐÂÌÕË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÓÂÔÕÖÜËØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÑÆÐÂÍÑ àÕÑ ÇÜÇ ÐÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÖÔ-
ÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÏÑÆ ÄÞÔÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ËÊ-ÊÂ ÖÒÑÏâÐÖÕÑÅÑ
ÄÞÛÇ ÉÇÔÕÍÑÅÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÒÓÑ×ËÎâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ. ©ÂÄË-
ÔËÏÑÔÕß ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂ d ÑÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ b ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÏÑÆÞ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ.5,Â. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÆÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá
b ÏÑÅÖÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÏÑÆ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ô
ÓÂÊÐÞÏË ËÐÍÓÇÏÇÐÕÂÏË d (ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÇÛÇÐËÌ ÔËÔÕÇÏÞ
(10)). ±ÓË b! S ÿ1 ÿ 2m 2S ÿ2 ÚËÔÎÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÏÑÆ ÄÑÊ-
ÏÖÜÇÐËâ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ (ÐÂ ÓËÔ.5 ËÊÑÃÓÂÉÇ-
ÐÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË Im d (b) ÎËÛß ÆÎâ ÒÇÓÄÞØ ÕÓÇØ ÏÑÆ ÄÑÊ-
ÏÖÜÇÐËâ), Â ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ËÐÍÓÇÏÇÐÕÞ ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í
ÐÖÎá. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÇÕÄË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÏÑ-
ÆÂÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ, ÐÂÚËÐÂáÕÔâ ÐÂ ÒÓâÏÑÌ Imd � b.

¯Â ÓËÔ.5,Ä ë Æ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÓÑ×ËÎË
ÏÑÆ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ (u- Ë v-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ) ÆÎâ b � 0:88, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÕÓË ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ (10). ±ÑÔÍÑÎß-
ÍÖ ËÐÍÓÇÏÇÐÕ d âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÞÏ, ÕÑ ÒÓË ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑÏ v ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ u ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÚËÔÕÑ
ÏÐËÏÑÌ. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ØÑÕâ ÑÅËÃÂáÜÂâ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÌ (ÓËÔ.5,Ã), ÐÇ ÔÚËÕÂâ
ÕÑÚÍË Z � 0, ÏÑÆÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÐËÊÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ËÏÇÇÕ
ÑÆËÐ ÐÖÎß (ÓËÔ.5,Ä), ÏÑÆÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÒÑ-
ÓâÆÍÂ ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÐÖÎâ (ÓËÔ.5,Å) Ë Õ. Æ. ³ ÓÑÔÕÑÏ ÒÑÓâÆÍÂ
ÏÑÆÞ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÒÓÑ×ËÎË u- Ë v-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ
ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ËÆÇÐÕËÚÐÞÏË (ÓËÔ.5,Æ). ³ÓÂÄÐËÄÂâ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ô ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏË
ÍÓËÄÞÏË, ÒÑÍÂÊÞÄÂáÜËÏË ÏÑÐÑÕÑÐÐÞÌ ÓÑÔÕ àÐÇÓÅËË
ÄÑÎÐÞ w Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ b (ÓËÔ.4), ÏÑÉÐÑ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ
ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÌ ÍÓËÕÇÓËÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË dw=db > 0
[24] ÒÓËÏÇÐËÏ ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ
ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÇÕÂÎÎ ë×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÂâ ÔÓÇÆÂ c ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ
ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ.

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ ÖÔÕÑÌÚËÄÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÏÂÎÞÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏ
ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ ÄÑ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ËØ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ.
¬ÓËÕÇÓËÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË £ÂØËÕÑÄÂ ë¬ÑÎÑÍÑÎÑÄÂ ÒÓËÏÇ-
ÐËÏ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÕÍÎËÍÂ ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÞ.
°ÆÐÂ ËÊ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ËÐÕÇÓÇÔÐÞØ ÚÇÓÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÖÚÍÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÍÑÐÙÇÐÕ-
ÓÂÙËâ àÐÇÓÅËË Ä ÕÑÐÍÑÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÏ ÔÎÑÇ ÄÇÜÇÔÕÄÂ
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÏÇÐßÛÂÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÑÕÍÎËÍÂ ×Ñ-
ÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÑÄÞÔËÕß ÑÒÇÓÂÙËÑÐÐÖá ÔÍÑÓÑÔÕß ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄ,
ÔÍÑÏÒÑÐÑÄÂÐÐÞØ ËÊ ×ÑÕÑÓÇ×ÓÂÍÕËÄÐÞØ ÏÂÕÇÓËÂÎÑÄ, ÃÇÊ
ÒÓËÄÎÇÚÇÐËâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÞØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓ. £ÍÖÒÇ ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá ÒÑÔÎÇÆ-
ÐÇÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÆÇÎÂÇÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÍÓÂÌÐÇ ËÐÕÇ-
ÓÇÔÐÞÏË ÑÃÝÇÍÕÂÏË Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÍÑÐÔÕÓÖËÓÑÄÂÐËâ ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÞØ ÎÑÅËÚÇÔÍËØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ Ë ÖÔÕÓÑÌÔÕÄ ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ
ÔÄÇÕÂ ÔÄÇÕÑÏ.

¥ÂÐÐÂâ ÓÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ×ËÐÂÐÔÑÄÑÌ ÒÑÆÆÇÓ-
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