
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ àÓÏËÕÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎeÐÐÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá Ë ÒÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ ÎáÃÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ. ¿ÕÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕ-
Ôâ ÒÖÕeÏ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÅÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÑÒÕËÚÇÔÍËÏË ÒÑÎâÏË Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ë Ä ÔÓÇÆÇ Ô
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ Ë ÐÂÌÆÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ³ ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÐÑÌ ÏÇÕÑÆËÍË ÒÑÔÕÓÑÇÐÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÇÛÇÐËÌ.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÒÖÚÍÑÄ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË, ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, àÓÏËÕÑÄ ÒÖÚÑÍ.

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË Ô
ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓËË ÅÓÖÒÒ ­Ë ÒÑÍÂÊÂÎÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕÇÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÚÂÔÕÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÂÐÂÎÑ-
ÅÂÏË ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ËÎË àÓÏËÕÑ-
ÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ [1]. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕß ÆÂÐÐÞØ ÚÂÔÕÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ë ÐÇËÊÏÇÐÐÑÔÕß ÓÂÆËÖÔÂ
ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÒÓË ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ËÊ-
ÏÇÐÇÐËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ. ªÔÍÎá-
ÚÇÐËÇ ËÊ àÕÑÅÑ ÒÓÂÄËÎÂ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÆÎâ ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÙÇÎÞÌ ÍÑÐÕËÐÖÖÏ ÓÇÛÇÐËÌ, ÐÇ ÑÃÎÂÆÂá-
ÜËØ ÄÞÛÇÐÂÊÄÂÐÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÃÑÕÞ [1] ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß äÐÂ ÒÑÎÐÖáÏÑÜÐÑÔÕßã, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÏÇÕß
ÒÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ ÚÂÔÕÐÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂÊËÑÒ-
ÕËÍË ÔÕÓÑËÕß ÇÅÑ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ. ¸ÇÎß ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑ-
ÕÞ ë ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕË, Õ. Ç. Ä ÔÎÖÚÂÇ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ.
®ÇÕÑÆ ÏÂÕÓËÚÐÑÌ ÑÒÕËÍË [2 ë 4] ÆÎâ àÕÑÌ ÙÇÎË ÐÇÒÓËÏÇ-
ÐËÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÐÇÏ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÕÓÑËÕÔâ ÃÇÊ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ
ÒÓËÏÇÐÇÐ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ, ËÔÒÑÎßÊÖáÜËÌ ÕÑÕ
×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÎáÃÑÅÑ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ¶ÖÓßÇ ÒÑ ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
×ÖÐÍÙËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÇÅÑ ÚÂÔÕÐÞÏË ÓÇÛÇÐËâÏË [5].
£ ÔÎÖÚÂÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÓâÆ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑ-
ÔÖÏÏËÓÑÄÂÕß Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂ-
ÊËÑÒÕËÍË Ä ÖÆÑÃÐÑÏ ÆÎâ ÓÂÔÚeÕÑÄ ÄËÆÇ.

±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÂ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÅÑ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂ-
ÃÑÕÇ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÐÑÄÞÇ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ
ÓÇÛÇÐËâ, ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ ¶ÓÇÐÇÎâ Ë ÂÒÒÂÓÂÕÂ ÏÂÕÓËÚÐÑÌ ÑÒÕËÍË ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂ-

ÄÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÓÂÊÖ ÆÂeÕ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂÊËÑÒ-
ÕËÍË, ÏÇÕÑÆ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÓâÆ ¶ÖÓßÇ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÒÑÔÕÓÑÇ-
ÐËË ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. °ÔÐÑÄÖ
ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÚÂÔÕÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË. £ ÓÂÃÑÕÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÕÂ-
ÍËÇ ÒÑÐâÕËâ ÍÂÍ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÒÖÚÍÑÄ Ë ÇÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔ-
ÍËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ±ÑÎÑÉÇÐËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔ-
ÕÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÕËÒ ÆÂÐÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, Â ÕÂÍÉÇ
ÐÂÅÎâÆÐÑ ÓÇÛÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ.

2. ±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË

±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË
ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÏÑÉÐÑ ËÔÍÂÕß ÏÇÕÑÆÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ [6], ÆÑ-
ÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔÎÖÚÂÌ ÆÄÖØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. £ ÒÂÓÂÍ-
ÔËÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÒË-
ÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË [7]

U 00
xx � 2ikn0U 0z � 2k2n0DnU � 0; E � eUeÿi otÿkn0z� �, (1)

ÅÆÇ E ë ÐÂÒÓâÉeÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ; e ë ÇÆËÐËÚ-
ÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË; k ë ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ; o ë
ÍÓÖÅÑÄÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ; n0 ë ÐÇÄÑÊÏÖÜeÐÐÞÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÒÓÇ-
ÎÑÏÎÇÐËâ; Dn � 0:5 n 00xx z� �x2 ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, |Dnj � n0; n�x; z� � n0 � Dn. °Ôß z ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ Ô ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ.

²ÇÛÇÐËâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ âÄÎâáÕÔâ
àÓÏËÕÑÄÞ ÒÖÚÍË [6]
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ÅÆÇ w ë ÓÂÆËÖÔ ÒÖÚÍÂ; w0 ë ÓÂÆËÖÔ ÒÖÚÍÂ Ä ÒÇÓÇÕâÉÍÇ; j ë
ÐÂÃÇÅ ×ÂÊÞ; ~r ë ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
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r ë ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ;
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ë ÒÑÎËÐÑÏÞ ¿ÓÏËÕÂ. ±ÑÆÔÕÂÄËÄ ÓÇÛÇÐËÇ (2) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË (1), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

~r 0z �
n 00xx
n0

~r 2 ÿ 1 � 0; j 0z �
1

kn0w 2
: (4)

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÊÂÏÇÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ~r � p 0z p
ÿ1 ÒÇÓÄÑÇ

ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (4) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ n0p

00
zz� n 00xx p, ÍÑÕÑÓÑÇ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÒÑÎ-

ÐÑÔÕßá ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ÎÖÚÇÄÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
[8]. ¶ÑÓÏÖÎÞ (4) âÄÎâáÕÔâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÏÂÕÓËÚÐÑÌ ÑÒÕËÍË.

£ÄÇÆeÏ ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËá, ÍÑÕÑÓÂâ ÃÖÆÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ Ä
ËÊÎÑÉÇÐËË. ¹ÂÔÕÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4) ÐÂÊÑÄeÏ
ÓÇÛÇÐËÇ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ (4) ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎeÐÐÞØ ÅÓÂ-
ÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ. °ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔËÔÕÇÏÇ
(4) ÒÓË ÎáÃÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ Ë ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÄÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ¬ÂÉÆÑÏÖ ÚÂÔÕÐÑÏÖ ÓÇÛÇ-
ÐËá (4) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÙÇÎÞÌ ÍÎÂÔÔ àÓÏËÕÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ (2),
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË (1) ÒÓË ÕÇØ ÉÇ
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ, ÚÕÑ Ë ËÔØÑÆÐÑÇ ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ.
¿ÕÑÕ ÍÎÂÔÔ àÓÏËÕÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÚÂÔÕÐÞÏ
ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË. ¯ËÉÇ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ ÊÐÂÐËÇ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÑÒÇÓÂÙËÌ ÐÂÌ-
ÕË ÇÅÑ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÚÕÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá
ÍÎÂÔÔÂ àÓÏËÕÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ (2), ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË (1) ÒÓË ÎáÃÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ.
¿ÕÑÕ ÏÇÕÑÆ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÖÆÑÃÇÐ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÆÎâ
ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË n 00xx (z) ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÄÞÆÇ-
ÎÇÐÐÞÇ ÒÖÚÍË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ.

3. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ àÓÏËÕÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÓâÆ ¶ÖÓßÇ

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÎáÃÑÏÖ ÚÂÔÕÐÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÎÐÂâ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ (2) ÓÇÛÇ-
ÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË, ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(1) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ¶ÖÓßÇ ÒÑ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
×ÖÐÍÙËÌ [5]:
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ÅÆÇ Un, um ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ ÆÎâ ÚÂÔÕÐÑÅÑ Ë ÑÃÜÇÅÑ
ÓÇÛÇÐËÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ; am

n ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ¶ÖÓßÇ.
¥ÂÎÇÇ ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ:
Un; ~P; W; W0; R; F ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ, ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, ÓÂÆËÖÔ ÒÖÚÍÂ,
ÓÂÆËÖÔ ÒÖÚÍÂ Ä ÒÇÓÇÕâÉÍÇ, ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
×ÓÑÐÕÂ Ë ÐÂÃÇÅ ×ÂÊÞ ÆÎâ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ; um; ~r; w; w0; r; j ë ÕÇ ÉÇ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÆÎâ ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ.

£ ÒÓËÐÙËÒÇ ÓâÆ (5) ÆÂeÕ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÔÕÂ-
ÄÎÇÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÎáÃÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ, ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÕÑÎßÍÑ ÐÂÌÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ¶ÖÓßÇ. °ÆÐÂÍÑ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÕÂÍËÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÐÇÖÆÑÃÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÓÇÃÖÇÕ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ¶ÖÓßÇ Ë ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ
ÄÇÎËÚËÐ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (5). ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÇÔÎË ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÕÑ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ (5) ÔÄÇÆeÕÔâ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ô ÃÇÔ-

ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞØ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÃÖÆÖÕ âÄÎâÕßÔâ ÏÑÆÂÏË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. °ÍÂÊÞÄÂ-
ÇÕÔâ, ÚÕÑ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÐÇ ÒÓËÃÇÅÂâ Í ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËá Ë ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÏÖ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËá ÓâÆÂ ¶ÖÓßÇ.

¥Îâ àÕÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËá ÄÞÓÂÉÇÐËâ
(5) ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ (àÕÂ ÑÒÇÓÂÙËâ ×ËÊËÚÇÔÍË àÍ-
ÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÒÇÓÇÐÑÔÖ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÊ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÔÓÇÆÞ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÖá):

um
h �

P
n
am
n Un

h ; (6)

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔ h ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ¥ÂÎÇÇ, ÍÂÍ
Ë ÄÞÛÇ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ: Un

h ;
~Ph;

Wh; Wh0; Rh; Fh ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ, ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ
ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, ÓÂÆËÖÔ ÒÖÚÍÂ, ÓÂ-
ÆËÖÔ ÒÖÚÍÂ Ä ÒÇÓÇÕâÉÍÇ, ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
×ÓÑÐÕÂ Ë ÐÂÃÇÅ ×ÂÊÞ ÆÎâ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ; um

h ;
~rh; wh; wh0; rh; jh ë ÕÇ ÉÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÆÎâ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Un, Â ÑÒÑÓÐÞÌ ë ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË um. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÐÂØÑÉ-
ÆÇÐËâ ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÄËÆ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÒÇÓÇÄÑÆâÜÇÅÑ ÚÂÔÕ-
ÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÄÑ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞÌ ÒÖÚÑÍ.

²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ àÓÏËÕÑÄa ÒÖÚÍÂ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË [9]

~rh � ~rh0 � zÿ z0; w 2
h � w 2

h0 1� zÿ z0� �2
kn0w 2

h0

ÿ �2
" #

;

(7)

rh �
zÿ z0� � 2� kn0w

2
h0

ÿ �2
zÿ z0

; jh � arctan
zÿ z0
kn0w 2

h0

:

£ ×ÑÓÏÖÎÂØ (7) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÇÓÇÕâÉÍÂ ÑÒÑÓÐÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � z0. ¥Îâ ÄÔÒÑÏÑÅÂ-
ÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ, ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ (7), ÒÓËÚeÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ Wh0 Ë
zh0 ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞ. ¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÒÓËÏÇÏ, ÚÕÑ zh0 � 0 Ë
Wh0 �W0. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÓâÆÞ (5) Ë (6) Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

um �
�
W0

W

�1=2

exp ikn0
x 2

2 ~P

�
f m x; z� �;

�
(8)

f m x; z� � �
X
n

am
n Hn

x

W

� �
exp

�
ÿi 2n� 1

2
F
�
;

um
h �

�
W0

Wh

�1=2
exp ikn0

x 2

2 ~Ph

�
f mh x; z� �;

�
(9)

f m
h x; z� � �

X
n

am
n Hn

x

Wh

� �
exp

�
ÿi 2n� 1

2
Fh

�
:

¶ÖÐÍÙËâ f m
h x; z� � ËÊÄÇÔÕÐÂ. £ÄÇÆeÏ ÐÑÄÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ

x(x; z) Ë z(z), ÕÂÍËÇ, ÚÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ f mh x x; z� �;�
z z� �� � f m x; z� �: ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (8) Ë (9) ÒÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÑÎÉÐÞ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

x
Wh z� � �

x

W z� � ; Fh z� � � F z� �;
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z z� � � kn0W
2
0 tanF�z�:

¥Îâ ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ (4) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ

1

r z� � �
1

R z� � �
W 2

h z� �
W 2 z� �

1

rh zÿ z0� � ÿ
1

Rh z� �
� �

;

(10)

w z� � � wh zÿ z0� �
Wh z� � W z� �; j z� � � jh zÿ z0� �:

ÅÆÇ z0 � z(z0). ²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ
ÍÓËÄËÊÐÞ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÒÇÓ-
ÄÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÔËÔÕÇÏÞ (10), ÒÑàÕÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÏ. ¥Îâ ÊÂÏÞÍÂÐËâ ÓÇÛÇÐËâ
(10) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÐÂÕß ÓÂÆËÖÔ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ wh0 Ë
ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÇÓÇÕâÉÍË z0, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÅÓÂáÕ ÓÑÎß ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞØ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ (4). ªØ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ËÊ
ÍÓÂÇÄÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÆÎâ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÓÂÆËÖÔÂ ÒÖÚÍÂ w Ä ÔËÔÕÇÏÇ (10) ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÃÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÑÏ ÄËÆÇ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÄÞÃÇ-
ÓÇÏ ×ÂÊÖ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ U n ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ
z(0)=0, ÚÇÅÑ ÎÇÅÍÑ ÆÑÃËÕßÔâ ÒÖÕeÏ ÔÆÄËÅÂ ÐÂÚÂÎÂ ÑÕÔÚeÕÂ
×ÂÊÞ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÖÚ-
ÍÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ W 2

h (z) �W 2
0 �1 � tan 2 F(z)�:

±ÑÔÎÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÇ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ ÆÎâ w ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

w 2 z� � � w 2
h0W

2 z� �
W 2

0

�
1�W 4

0

w 4
h0

�tanF�z�

ÿ tanF z0� �� 2
�

cos 2 F�z�: (11)

¶ÑÓÏÖÎÂ (11) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÓÂÆËÖÔ ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
ÑÔÙËÎÎËÓÖÇÕ ÑÍÑÎÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ. °ÔÙËÎÎâ-
ÙËË Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË, Â
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ×ÂÊÞ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ F(z).

4. °ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ

¤ÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÒÖÚÍÑÄ ÏÑÉÐÑ ÐÂ-
ÎÑÉËÕß ÆÄÖÏâ ÔÒÑÔÑÃÂÏË: ÊÂÆÂÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ ÐÂ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÎËÃÑ ÐÂÎÑÉËÕß ÆÄÂ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ. ¤ÓÂÐËÚ-
ÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÒÇÓÄÑÅÑ ÕËÒÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞ ÆÎâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Â ÄÕÑÓÑÅÑ ë ÆÎâ ×ÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂØ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÔÒÑÔÑÃÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓÇÐËâ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ àÕËØ ÆÄÖØ
ÕËÒÑÄ ÒÑ ÑÚÇÓÇÆË.

1. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � z�

ÊÂÆÂÐÞ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
(ÓÂÆËÖÔ ÒÖÚÍÂ) w� � w (z�) Ë ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
×ÓÑÐÕÂ r� � r (z�). ´ÑÅÆÂ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (10) ÐÂØÑÆËÏ ÓÂÆËÖÔ
ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ Ë ÓÂÆËÖÔ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä
ÕÑÚÍÇ z=z� ÿ z0, ÅÆÇ z

� � z(z�):

1

r�h
� 1

rh z� ÿ z0� � �
1

Rh z�� � �
W 2 z�� �
W 2

h z�� �
1

r�
ÿ 1

R z�� �
� �

;

(12)

w�h � wh z� ÿ z0� � � w�

W z�� �Wh z�� �:

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓÂÄÞÇ ÚÂÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (12) ËÊÄÇÔÕÐÞ, ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÂÏ (7) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ

wh0 �
�

r �h w
�
h

ÿ � 2
r �2h � kn0w �2h

ÿ � 2 �1=2;
(13)

z0 � z � ÿ r �h kn0w
�2
h

ÿ � 2
r �2h � kn0w �2h � 2

� .

ªÊ (13) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÇÓ-
ÄÑÅÑ ÕËÒÂ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÑÒÑÓÐÞÌ ÒÖÚÑÍ Ô ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË.

2. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÕËÒÂ.
±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ Ä ÕÑÚÍÂØ z1< z2 ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ Ô×ÇÓË-
ÚÇÔÍËÇ ÊÇÓÍÂÎÂ Ô ÓÂÆËÖÔÂÏË ÍÓËÄËÊÐÞ r1 Ë r2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÇÐÐÑ. ²ÂÆËÖÔÞ ×ÑÍÖÔËÓÖáÜËØ ÊÇÓÍÂÎ ÔÚËÕÂÇÏ ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÞÏË, ÓÂÔÔÇËÄÂáÜËØ ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË. ´ÑÅÆÂ ÐÂ
ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÐÂ-
ÍÎÂÆÞÄÂáÕÔâ ÆÄÂ ÖÔÎÑÄËâ: r (z1) � ÿr1; r (z2) � r2. ªÊ ÒÇÓ-
ÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ (10) ÐÂØÑÆËÏ ÆÄÂ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÓË-
ÄËÊÐÞ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ rh1 � rh(z1 ÿ z0); rh2 � rh(z2 ÿ z0),
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

1

r h1;2
� 1

Rh z1;2
ÿ ��W 2 z1;2

ÿ �
W 2

h z1;2
ÿ � � 1

r1;2
ÿ 1

R z1;2
ÿ ��: (14)

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (7) Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

z0 �
z1 z1 ÿ rh1� � ÿ z2 z2 ÿ rh2� �

2z1 ÿ 2z2 � rh2 ÿ rh1
;

(15)

w 2
h0 �

�
rh1 z1 ÿ z0� � ÿ z1 ÿ z0� � 2 �1=2

kn0
:

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (15) ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ
ËÏÇÇÕ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ÍÑÓÐË, Õ. Ç. ÐÇ ÆÎâ ÄÔâÍËØ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÑÒÑÓÐÞÌ àÓÏËÕÑÄ ÒÖÚÑÍ Ô ÆÇÌ-
ÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ. ³ÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ ÄÔâÍËÌ ÑÒÕËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓ âÄÎâÇÕÔâ
ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ, ÒÓËÚÇÏ ÖÔÎÑÄËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

rh1 z1 ÿ z0� �5 z1 ÿ z0� � 2: (16)

³ÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß
ÆÎâ rh2 Ë z2. µÔÎÑÄËÇ (16) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÑ
ÏÑÆÖÎá ÐÇ ÏÇÐßÛÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÑÕ ÒÇÓÇÕâÉÍË ÑÒÑÓÐÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ ÆÑ àÕÑÌ ÕÑÚÍË (ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÆÎâ ÕÑ-
ÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ). ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÔÇÅÆÂ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÆÎâ àÓÏËÕÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (7). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (16) Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÓÇÛÂÇÕ ÊÂÆÂÚÖ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá.

5. ³ÇÏÇÌÔÕÄÂ ÒÖÚÍÑÄ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË

³ÇÏÇÌÔÕÄÑÏ ÒÖÚÍÑÄ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ àÓÏË-
ÕÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÑÆÐÑÏÖ
ÍÎÂÔÔÖ, ÐÑ ËÏÇáÜËØ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ´ÂÍËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏË. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ,
ÚÕÑ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � 0 (ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ) ÚÂÔÕ-
ÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Un Ë ËÔÍÑÏÞÌ ÒÖÚÑÍ um ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ
ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ×ÓÑÐÕÂR0 � r0. ±ÓËÏÇÏ, ÚÕÑ
ÓÂÆËÖÔ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÕÑÚ-

3 ¬ÄÂÐÕÑÄÂâ àÎÇÍÕÓÑÐËÍÂ, Õ.31, å9
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ÍÇ z � 0 ÓÂÄÇÐ w0. ¬ÂÍ Ë ÄÞÛÇ, ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ z(0)=0. ´ÑÅ-
ÆÂ, ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß ËÊ (13), ÒÇÓÇÕâÉÍÂ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ
ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä ÕÑÚÍÇ z0=0 Ë w0 � wh0, Â ÊÂÍÑÐ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÒÖÚÍÑÄ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

w 2 � w 2
0 W

2 z� �
W 2

0

cos 2 F z� � �W 4
0

w 4
0

sin 2 F z� �
� �

;

(17)

1

r
� 1

R
� tanF z� �
kn0W 2 z� �

W 4
0 ÿ w 4

0

W 4
0 tan 2 F z� � � w 4

0

:

ªÊ (17) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÍÓÑÏÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z0 =0 ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÑÄÂÕß Ë ÆÓÖÅËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ±ÑÎßÊÖ-
âÔß ÄÕÑÓÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÔËÔÕÇÏÞ (17), ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ
r (zj) � R (zj) � rj Ä ÕÑÚÍÂØ F(zj) � pj=2, ÅÆÇ j ë ÙÇÎÑÇ ÚËÔ-
ÎÑ. ±ÑÎÑÉÇÐËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ Ô àÍÔÕÓÇÏÖÏÂÏË ÓÂÆËÖÔÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
ËÔÍÑÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ w ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÒÖÚÍÂ ÆÎâ ÚÂÔÕ-
ÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ W: dw=dW � 0 Ä ÕÑÚÍÂØ z � zj. ¥ÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÏÑÅÖÕ ÄÑÊÐËÍ-
ÐÖÕß ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÓÂÆËÖÔ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ
ÔÑÄÇÓÛÂÇÕ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ.
¦ÔÎË ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÐÇÕ, ÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÂ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß z0 =0. ²ËÔ.1 ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕ
ÒÑÐâÕËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÒÖÚ-
ÍÑÄ.

±ÓÑÄÇÆeÏ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ. ±ÖÔÕß ÎÇÄÑÇ ÊÇÓÍÂÎÑ c ÓÂÆËÖÔÑÏ r0 ÓÂÔÒÑ-
ÎÑÉÇÐÑ Ä ÕÑÚÍÇ z0 =0, Â ÒÓÂÄÑÇ ÊÇÓÍÂÎÑ c ÓÂÆËÖÔÑÏ rL ë Ä
ÕÑÚÍÇ z � L. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÏÑÆÑÌ ÕÂÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÑÎßÍÑ ÒÖÚÑÍ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÌ ÆÄÖÏ ÔÇÏÇÌ-
ÔÕÄÂÏ ÒÖÚÍÑÄ, ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÎÇÄÞÏ
ÊÇÓÍÂÎÑÏ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, Â ÄÕÑÓÑÇ ë ÒÓÂÄÞÏ. £ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ
ÑÃÎÂÔÕâØ ËÊÏÇÐÇÐËâ r0, rL ÕÂÍÑÌ ÒÖÚÑÍ ÏÑÉÇÕ ÐÇ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÑÄÂÕß Ë ÓÇÊÑÐÂÕÑÓ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ.

¥Îâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ r0 ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (17) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË
ÒÑÎÑÉÇÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ zj. ªÊ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ ÆÎâ ÐÂÃÇÅÂ ×ÂÊÞ ÒÖÚÍÂ (4) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ×ÂÊÂ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ z, ÒÓËÚÇÏ, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ F(0)=0, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ signF(z) �
sign z. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ fzjg ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:
zj < zj�1. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÓÂÆËÖÔ ÒÓÂÄÑÅÑ ÊÇÓÍÂÎÂ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ (RL �
R(L);WL �W(L))

ÿtanF�z�
cotF�z�

�
<kn0W

2
L

1

rL
ÿ 1

RL

� �
<

cotF�z�; z 2 �z2j; z2j�1�;
ÿtanF�z�; z 2 �z2jÿ1; z2j�:

�
(18)

ªÊ (18) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ
ÅÓÖÒÒËÓÖáÕÔâ ÑÍÑÎÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß z0=0 Ë ÇÔÕß
ÕÑÎßÍÑ ÆÄÇ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË.

°ÃÓÂÕËÏÔâ Í ÄÑÒÓÑÔÖ ÑÃ ËÊÏÇÐÇÐËË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÒÓË ÒÎÂÄÐÑÏ (ÍÄÂÊËÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ) ËÊÏÇÐÇ-
ÐËË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ ÒÓÑËÔØÑ-
ÆËÕß ËÊ-ÊÂ ÐÂÅÓÇÄÂ ÔÓÇÆÞ. ³ÐÂÚÂÎÂ, ÒÑÍÂ ÐÇ ÒÑâÄËÎËÔß
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ ÆËÂÅÓÂÏÏÖ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ¥ÂÎÇÇ, ÒÓË
ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÔÕÇÒÇÐË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË, ÏÑÅÖÕ ÒÑâÄËÕßÔâ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÐÑÄÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ Ô ÓÑÔÕÑÏ n 00xxj j ÒÓËÃÎËÉÂáÕÔâ Í ÕÑÚÍÇ z0. ²ÇÊÑÐÂÕÑÓ
ÕÇÓâÇÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ÍÑÅÆÂ ÑÚÇÓÇÆÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔ-
ÍÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß zj ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÒÎÑÔÍÑÔÕË
z � L. ¯Â ÓËÔ.2 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ×ÂÊÞ F(L). ³ÎÇÄÂ ÑÕ ÐÖÎâ Ä
ÔÕÑÓÑÐÖ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ ÑÕÎÑÉÇÐa ×ÂÊa F(L),
ÇÔÎË ÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÑÌ. °ÃÎÂÔÕË, âÄÎâáÜËÇÔâ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË, ÊÂÛÕÓËØÑÄÂÐÞ. ±Ñ ÓËÔ.2, ÊÐÂâ ÍÂÍ ËÊÏÇ-
ÐâÇÕÔâ F(L) ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ,
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÕß, âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ
ËÎË ÐÇÕ.

6. ±ÓËÏÇÓÞ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ

1. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÇ ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑ-
ÔÕÓÑËÕß ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎeÐÐÑÌ ÎËÐÊÞ c n 00xx �
const. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ z ÐÇ ÄØÑÆËÕ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË âÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1)
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÆÄËÅÑÄ ÄÆÑÎß ÑÔË z (z!
z� e). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(1), ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÅÑ ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ [10]. ´ÂÍËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÆÎâ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n 00xx � ÿa < 0 âÄÎâÇÕÔâ ÒÎÑÔÍËÌ ÒÖÚÑÍ Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

W 2
1 �

1

k�an0�1=2
; R1 � 1; F1 � z

�
a
n0

�1=2

: (19)

¿ÕÖ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÃÖÆÇÏ
ÐÂÊÞÄÂÕß a-ÎËÐÊÑÌ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÖÚ-
ÍÂ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÅÑ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ r 0� � � 1;
w 0� � � w0. ¥Îâ ÓÂÆËÖÔÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ËÊ
(11) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ [6, 8, 11]
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·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË

zÿ3 zÿ2 zÿ1 z0 z1 z2 z3

w

z

²ËÔ.1. ·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (zj) Ë ÊÂ-
ÄËÔËÏÑÔÕË w (z) ÆÎâ ÕÓÇØ ÒÖÚÍÑÄ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËx ÑÆÐÑÏÖ ÔÇÏÇÌÔÕÄÖ.

1

rL
ÿ 1

RL

ImF�L� 0 p=2 p 3p=2 F�L�

²ËÔ.2. ¥ËÂÅÓÂÏÏÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ (ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÞÇ ÑÃÎÂÔÕË ÊÂÛÕÓËØÑÄÂÐÞ).

784 ä¬ÄÂÐÕÑÄÂâ àÎÇÍÕÓÑÐËÍÂã, 31, å 9 (2001) ¡.¡.±ËÍÖÎÇÄ



¥Îâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎeÐÐÑÌ a-ÎËÐÊÞ ÓÂÆËÖÔ w ÎáÃÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÑÔ-
ÙËÎÎËÓÖÇÕ ÑÍÑÎÑW1.

²ÇÛÇÐËÇ (19) ×ÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐËÕß Ë ÐÂ ÑÃÎÂÔÕß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ n 00xx � b > 0, Õ. Ç.
ÆÎâ b-ÎËÐÊÞ. ±ÑÆÔÕÂÄËÏ Ä ÔËÔÕÇÏÖ (4) ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÒÓÇÎÑ-
ÏÎÇÐËâ n 00xx � b > 0, ÕÑÅÆÂ

W 2
1 � �

i

k�bn0�1=2
; R1 � 1; F1 � �iz

�
b
n0

�1=2

: (21)

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ (21) ÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔ-
ÎÑÄËâÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ b-ÎËÐ-
ÊÞ. ¬ÂÍ Ë ÄÞÛÇ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÖÚÍÂ Ô
ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË r 0� � � 1; w 0� � � w0. ±ÑÆÔÕÂÄËÏ
(21) Ä (11) Ë ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ tan (iq) �
i tanh q, ÅÆÇ q ë ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÑÎÖÚËÏ
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³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ b-ÎËÐÊÞ ÎáÃÑÌ ÒÖÚÑÍ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ [6, 8, 11].

2. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [1], ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÑÆ-
ÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÄËÆÂ

Dn � l 4

z 2 � l 2� � 2
n 00xx 0; 0� �

2
x 2 (23)

ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ:

W 2
l �W 2

l0 1� z 2

l 2

� �
;Rl � z 2 � l 2

z
;Fl � �1ÿ d�1=2 arctan

z

l
;

(24)

W 2
l0 �

l

kn0�1ÿ d�1=2
; d � l 2n 00xx 0; 0� �

n0
< 1:

¯ÇÑÆÐÑÓÑÆÐÖá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎeÐÐÖá ÎËÐÊÖ (23) ÃÖÆÇÏ ÐÂ-
ÊÞÄÂÕß l-ÎËÐÊÑÌ. °ÒÕËÚÇÔÍÂâ ÔËÎÂ l-ÎËÐÊÞ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍ-
ÔËÏÖÏÂ Ä ÕÑÚÍÇ z � 0 Ë ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË z.
±ÂÓÂÏÇÕÓ l ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÛËÓËÐÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕË ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ z. ¯Â ÓÂÔÔÕÑâÐËË z � l ÔËÎÂ l-
ÎËÐÊÞ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ä ÚÇÕÞÓÇ ÓÂÊÂ.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß ÓÇÛÇÐËÇ (24) ÐÂ
ÑÃÎÂÔÕß d>1, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÓËeÏÑÏ ËÊ Ò.1. °ÒÓÇÆÇÎËÏ
ÓÂÆËÖÔ ÒÖÚÍÂ Ä ÒÇÓÇÕâÉÍÇ Ë ×ÂÊÖ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

W 2
l0 �

l

kn0j1ÿ dj1=2
; Fl � j1ÿ dj1=2 arctan

z

l
: (25)

±ÓËÄÇÆeÏ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ:

w 2 � w 2
h0 1� z 2

l 2

� �
1�W 4

l0

w 4
h0

�

�
(
�tanFl z� � ÿ tanFl z0� �� 2

�
cos 2 Fl z� �; d < 1;

�tanhFl z0� � ÿ tanhFl z0� �� 2
�
cosh 2 Fl z� �; d > 1:

(26)

±ÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÇÓÇÕâÉÍË z0 Ë ÓÂÆËÖÔ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÒÇÓÇÕâÉÍÇ wh0 ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ

ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (13) ËÎË (15) Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÕËÒÂ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÎáÃÑÌ ÒÖ-
ÚÑÍ ÆÎâ l-ÎËÐÊÞ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑ, ÍÂÍ Ë àÓÏËÕÑÄ ÒÖÚÑÍ
Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ªÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ËÊ àÕÑÅÑ ÒÓÂÄËÎÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ l!1, ÍÑÅÆÂ ÆÎâ a-ÎËÐÊÞ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ ÍÑÎÇÃÂÐËÇ ÓÂÆËÖÔÂ ÒÖÚÍÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÓÂÆËÖÔÂ ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ W1, Â ÆÎâ b-ÎËÐÊÞ
ÎáÃÑÌ ÒÖÚÑÍ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ. ±ÓËÚËÐÑÌ
ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÆÎâ l <1 ÔËÎÂ
l-ÎËÐÊÞ ÒÓË ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ ÕÑÚÍË z � 0 ÒÂÆÂÇÕ ÆÑ ÐÖÎâ. £
ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ ÕÑÚÍË z � 0
ÒÖÚÍË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ ÄÎËâÐËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ Ë ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÒÑÆÑÃÐÞÏË
àÓÏËÕÑÄÞÏ ÒÖÚÍÂÏ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ¥Îâ l!1 ÔËÎÂ
l-ÎËÐÊÞ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÖÚÍË ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ ÄÎËâÐËÇ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÐÂ ÎáÃÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ. £ ÔÎÖÚÂÇ l! 0 l-ÎËÐÊÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑ-
ÚÇÐÐÑÌ ÕÑÐÍÑÌ ÎËÐÊÇ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, l-ÎËÐÊÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎeÐÐÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÎËÐÊÞ Ë ÕÑÐ-
ÍÑÌ ÎËÐÊÞ. ²ËÔ.3 ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ
(m � 0) Ä ÔÎÖÚÂÇ l-ÎËÐÊÞ ÒÓË r (0) � 1 Ä ×ÑÍÖÔËÓÖáÜÇÌ
(d<0) Ë ÓÂÔÔÇËÄÂáÜÇÌ (d > 1� ÔÓÇÆÂØ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ d=1 (Fl � 0). ³ÑÄÇÓÛÂâ Ä (26)
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ d!1, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

w 2� w 2
h0 1� z 2

l 2

� �

� 1� l 2

kn0w 2
h0

ÿ �2 arctan
z

l
ÿ arctan

z0
l

� �2" #
: (27)

ªÊ (27) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐË
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÓÂÆËÖÔÂ ÒÖÚÍÂ ÑÍÑÎÑ ÚÂÔÕÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ l-ÎËÐÊÞ, ÐË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËâ ÓÂÆËÖÔÂ Í àÕÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá. ±ÓË l!1 ËÊ (27) cÎÇÆÖÇÕ
ÊÂÍÑÐ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. ´ÑÕ ÉÇ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÇÔÎË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (26) ÒÑÆÔÕÂÄËÕß d=0.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÒÑÓÐÞÌ ÒÖÚÑÍ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÏÑÉÐÑ
ÔÚËÕÂÕß ÑÃÓÂÊÑÏ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, Â
ËÔÍÑÏÞÌ ÒÖÚÑÍ ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÑÒÑÓÐÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÇÅÑ ÒÑÏÇÜÇÐËË Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÖá ÔÓÇÆÖ. ±ÑÎÑ-
ÉÇÐËÇ ÒÇÓÇÕâÉÍË ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ z � z0 âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÙÇÐÕÓÑÏ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÒÑÔÍÑÎß-
ÍÖ ÒÓË ÒÎÂÄÐÑÏ ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ ÆÑ
ÐÖÎâ ÒÇÓÇÕâÉÍÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ.

x (ÑÕÐ. ÇÆ.)

x (ÑÕÐ. ÇÆ.)

ÿ1:0

ÿ0:5

0 Â

Ã

0.5

0

ÿ0:5

ÿ1:0 ÿ 0:5 0 0.5 z (ÑÕÐ. ÇÆ.)

²ËÔ.3. ­ËÐËË ÓÂÄÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÅÂÖÔÔÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ (m � 0) ÆÎâ l-
ÎËÐÊÞ ÒÓË d<0 (Â) Ë d>1 (Ã).

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá 785
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ªÕÂÍ, ÎáÃÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÚÂÔÕ-
ÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ. ±ÓÑÙÇÆÖÓÂ ÒÑËÔÍÂ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÆÂÐÐÞØ
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÒÑÔÕÓÑÇÐËá Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÓÂÊÑÏ ËÔÍÑ-
ÏÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÄÞÓÂ-
ÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ Ä ÄËÆÇ ÆÓÑÃÐÑ-ËÓÓÂÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ, ÏÑÉÐÑ ÊÂÍÎáÚËÕß, ÚÕÑ ÇÔÎË ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÇ ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
ÚÇÓÇÊ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÕÑ àÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ë ÆÎâ
ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ.

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÅÑ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÎÑÅËÚÇÔÍË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑÐâÕËá
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÒÖÚÍÑÄ Ë ÇÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ.
·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ àÍÔÕÓÇÏÖ-
ÏÂÏ ÓÂÆËÖÔÑÄ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÖÚÍÑÄ ÆÂÐÐÑÅÑ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ. ±ÑÎÑÉÇÐËÇ Ë ÚËÔÎÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕÇÌ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ àÓÏËÕÑÄÞØ
ÒÖÚÍÑÄ Ä ÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. ±ÓÑÙÇÆÖÓÂ ÒÑ-
ÔÕÓÑÇÐËâ ÏÑÆ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÒÑËÔÍÖ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜÇÅÑ ÆÄÖÏ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂÏ, ÒÇÓÄÑÇ ËÊ
ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÎÇÄÞÏ, Â ÄÕÑÓÑÇ ë ÒÓÂÄÞÏ ÊÇÓÍÂ-
ÎÑÏ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ. ¦ÔÎË ÕÂÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÐÇ ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÓÇÊÑÐÂÕÑÓ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ.µÔÎÑÄËÇ ÖÔ-
ÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÂÍÉÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÖÔÎÑÄËá ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ
ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÏÑÆÞ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÑÒÑÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. °ÃÎÂÔÕË
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ ÅÓÖÒÒËÓÖáÕÔâ
ÑÍÑÎÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ, ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÆÐËÏ ËÊ ÊÇÓÍÂÎ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎeÐÐÑÌ ÎËÐÊÞ Ë ÆÎâ l-ÎËÐÊÞ, ÍÑÕÑÓÂâ
âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎeÐÐÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÎËÐ-
ÊÞ Ë ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÑÌ ÕÑÐÍÑÌ ÎËÐÊÞ. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÓÇ-
ÛÇÐËâ ÆÎâ l-ÎËÐÊÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÂ-
ÓÂÏÇÕÓÂ d ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÖÚÍÑÄ ÕÓÇØ ÕËÒÑÄ: ÒÓË
d<0 ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÓÂÆËÖÔÂ ÒÖÚÍÂ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ (24), ÒÓË 0<d<1 ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÒÖÚÍÂ ÃÎËÊÍÑ Í ÒÑÄÇÆÇÐËá àÓÏËÕÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ Ä ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, Â ÒÓË d>1 ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ
ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ ÒÖÚÍÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ (24).
£ ÆÄÖØ ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÔÎÖÚÂâØ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÂ ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß, Â ÒÓË d<0 ÚËÔÎÑ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÓÂÄÐÑ ÙÇÎÑÌ ÚÂÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ
2(1ÿ d)1=2.
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