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1.	Введение

Проблема создания мощных дисковых лазеров на се-
годняшний день весьма актуальна [1 – 4]. Одной из основ-
ных задач при этом является отвод большого количества 
тепла, выделяющегося в активном элементе (АЭ), посколь
ку его нагрев приводит к ухудшению спектроскопических 
характеристик рабочей среды, образованию термолинзы, 
термоупругим напряжениям и другим нежелательным яв-
лениям. 

В работах [4 – 6] рассматривалась одномерная тепло-
вая задача для дискового АЭ, когда его температура явля
лась функцией только координаты z (ось z перпендику-
лярна торцам диска) и в любой плоскости, параллельной 
торцам, была одинаковой. Такая ситуация реализуется, 
если однородная по сечению пучка накачка освещает всю 
плоскость диска и охлаждение происходит только с тор-
цов. В этом случае можно получить аналитическое реше-
ние уравнения теплопроводности и проанализировать 
различные нежелательные ситуации, связанные с нагре-
вом АЭ, что и было сделано в [6].

В настоящей работе рассмотрена более общая, двумер
ная тепловая задача, когда отток тепла идет не только 
через торец АЭ, но и через его боковую поверхность, а 
однородная по сечению пучка накачка поглощается в ре-
зультате произвольного числа проходов и освещает всю 
площадь АЭ. Как будет показано ниже, наличие боково-
го охлаждения может приводить как к увеличению, так и 

к уменьшению максимальной мощности генерации (мно-
гомодовое излучение), ограниченной наступлением (по 
мере роста интенсивности накачки) одного из трех неже-
лательных для работы лазера событий: нагрева АЭ свы-
ше наперед заданной температуры, нарушения нормаль-
ного режима охлаждения, терморазрушения АЭ.

2.	Численное решение уравнения 	
теплопроводности и его аналитическая 
аппроксимация

Рассмотрим распределение температуры в АЭ в фор-
ме диска с толщиной h и радиусом R = d/2 при продоль-
ной однородной по сечению пучка стационарной накачке 
(рис.1). На торцевой (z = h) и боковой (r = R) поверхно-
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Рис.1.  Двумерная задача: охлаждение дискового АЭ с торца со 
стороны z = h и с боковой стороны в случае продольной однород-
ной накачки с интенсивностью I0. 
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стях АЭ имеет место конвективное охлаждение с коэффи-
циентами теплообмена a2 и a3 соответственно. В случае, 
когда контакт диска с охлаждающей жидкостью не пря-
мой, например через подложку, то a2 и a3 – эффектив-
ные коэффициенты теплообмена, учитывающие термосо-
противление подложки. Функция источников объемного 
тепловыделения qV в любой точке объема диска считается 
одинаковой. 

Такая тепловая задача описывается уравнением тепло
проводности в цилиндрических координатах 
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торец z = 0 теплоизолирован, где Tf – температура охлаж-
дающих сред; l – коэффициент теплопроводности. 

Численное решение данной задачи показывает, что 
распределение температуры по оси z близко к параболи-
ческому, а распределение по радиусу r может быть описа-
но функцией
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где r = r/R;
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С – безразмерная величина.
Поведение функции  ,f mr^ h в зависимости от r для 

нескольких значений m показано на рис.2. При уменьше-
нии m функция  ,f mr^ h дает параболическое распределе-
ние температуры, а при увеличении m – распределение 
температуры типа «полка»: 
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Поэтому m логично назвать параметром сглаживания, 
а  ,f mr^ h – функцией сглаживания. 

Приближенное аналитическое решение уравнения (1) 
с граничными условиями (2) имеет вид 
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получены из граничных условий (2) на боковой и торце-
вой поверхностях соответственно. Введем также следую-
щие обозначения (рис.3):  

DT1(0, h) = T (0, h) – T (R, h),  

DT2 (R, 0) = T (R, 0) – Tf ,  DT2 (R, h) = T (R, h) – Tf ,

DT1(0, z) = T (0, z) – T (R, z),  DT2 (R, z) = T (R, z) – Tf ,   

DT (0,0) = T (0,0) – Tf  = DT1(0,0) + DT2 (R,0),  
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Рис.2.  Сглаживающая функция f ( r, m). 
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Рис.3.  Характерное распределение температур в диске по срезам 
z = 0 (а), r = 0 – R (б) и z = h (в), а также трехмерный рисунок, 
построенный при d = 2 см, h = 0.1 см, qV = 500 Вт/см3, a2 = 
0.75 Вт · см–2 · K–1, a3 = 0.25 Вт · см–2 · K–1, Tf = 27 °C (г). 
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DT (0, h) = T (0, h) – Tf  = DT1(0, h) + DT2 (R, h),  

DT (0, z) = T (0, z) – Tf  = DT1(0, z) + DT2 (R, z),  

где индекс 1 соответствует внутреннему перепаду темпе-
ратур (между осью и боковой стороной), а индекс 2 – 
внешнему (между температурой боковой стороны и тем-
пературой Tf ), перепады температур без индекса – общие 
перепады (между температурой на оси и Tf ). Связь между 
введенными параметрами имеет следующий вид: 

DT1(0, 0) = K DT1(0, h),	 (6)

DT2 (R, 0) = K DT2 (R, h),	 (7)

DT1(0, 0) = M DT2 (R, 0),	 (8)

DT1(0, h) = M DT2 (R, h).	 (9)

Полученное аналитическое выражение (5) для T (r, z) c 
точностью не хуже ~1 % (по отношению к численному ре-
шению) при l = 0.13 Вт · см–1 · К–1 (кристалл YAG) и ис-
пользуемых в расчетах значениях a2 и a3 описывает рас-
пределение температуры в диске, по крайней мере в ис-
следованном диапазоне d/h = 1 – 100 (где h = 0.01 – 0.3 см) 
при С = 0.62. Для толщин h > 0.3 см требуется уточнить 
значение С ; например, для h = 0.5 см константа С » 0.5.

Если торцевая или боковая сторона диска теплоизо-
лирована, то, полагая в выражении (5) a2 = 0 или a3 = 0 
соответственно, получаем известные одномерные распре-
деления температуры при стационарной накачке: 
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для диска с неограниченной торцевой стороной (что эк-
вивалентно a3 = 0 для диска произвольных размеров). 
Отметим, что все это позволяет экстраполировать анали-
тическое выражение для распределения температуры (5) 
на области d/h < 1 и d/h > 100.

Из выражения (5) следуют также частные решения с 
граничными условиями 1-го рода на торцевой или боко-
вой стороне при a2 = 3  или a3 = 3  соответственно.

Для удобства анализа тепловых процессов, происхо-
дящих при масштабировании (т. е. при изменении соот-
ношения между диаметром d и толщиной h диска), введем 
параметр масштабирования x = d/h. Тогда 
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Оценим возможность применения постоянной функ-
ции тепловых источников qV. Для этого используем ре-
альную функцию qV (z), полученную в [6]: 
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где x – доля поглощенной накачки, перешедшей в тепло; 
habs = 1 – exp ( – nkh) – доля накачки, поглощенной в кри-
сталле после n проходов; k – коэффициент поглощения 
накачки, постоянный по всему объему АЭ (что возможно, 
например, при интенсивности накачки выше пороговой). 

Из выражения (11) получим среднеинтегральную функ-
цию источников тепловыделения 
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Отношение разности D qV = qV (0) – qV (h) реальных 
функций тепловыделения (11) в точках z = 0 и z = h к сред-
неинтегральной функции qV  
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где D = kh – оптическая плотность. Это отношение изме-
няется не более чем на ~ 1 % при D ~ 0.14 и не более чем 
на ~10 % при D ~ 0.45. Отсюда, выбрав толщину диска, 
можно найти k. Например, для приближения qV = const 
с  точностью до ~10 % при h = 0.01 и 0.1 см требуются 
k G  45 см –1 и k G  4.5 см –1 соответственно. 

3.	Критическая функция тепловых 	
источников и интенсивность накачки 	
при масштабировании

При температуре закипания воды (назовем это крити-
ческим событием В), охлаждающей торец диска со сторо-
ны z = h (рис.4), из (5) можно получить выражение для 
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Рис.4.  Характерные распределения критической температуры на тор
це z = h для диска с теплоизолированной боковой стороной (a3 = 0), 
диска с реально проводящей тепло боковой стороной (a3 > 0, гра-
ничные условия 3-го рода) и диска с идеально проводящей тепло 
боковой стороной (a3 ® 3 , граничные условия 1-го рода). 
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функции источников тепловыделения, а из (12) – для ин
тенсивности входной накачки. Из выражения для перепа-
да температур (при r = 0 и z = h) 
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получим критическую функцию тепловых источников 
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Для одномерного случая (10) (a3 = 0 или x ® 3) имеем
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Зависимость критической интенсивности накачки (для со
бытия В) от k приведена на рис.5 при a2 = 0.75 Вт · см–2 · K–1 
и числе проходов накачки n = 2 и 16. 

В случае граничных условий на боковой стороне 1-го 
рода (a3 ® 3) из выражения для перепада температур (при 
r = 0 и z = h) получаем 
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В момент достижения температуры закипания воды на 
торце диска z = h температура T (0, 0) в точке r = 0, z = 0 
может быть определена с помощью формул (6) и (7). По
скольку эта температура является максимальной темпе-
ратурой диска, ее значение не должно быть больше неко-
торого предела, при превышении которого существенно 
ухудшаются спектрально-люминесцентные свойства актив
ных ионов (событие D), что необходимо учитывать при 
расчетах тепловых режимов. При этом

, , ,T K T h0 0 0D crT T=^ ^h h 	 (16) 

где DT  D (0, 0) = DT1(0, 0) + DT2 (R, 0); DT  cr(0, h) = DT1(0, h) + 
DT2 (R, h).

4.	Термоупругие напряжения в диске при 
масштабировании. Предельные функции 
тепловых источников и интенсивности 
накачки, соответствующие разрушению 
диска (событие С )

4.1.	Термоупругие напряжения 

Тангенциальные sj (перпендикулярные радиусу r и оси 
z) и радиальные sr напряжения для осесимметричного рас
пределения температуры T (r, z) определяются согласно [7] 
выражениями 
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где Nj, Nr и Mj, Mr – внутренние термические усилия 
и моменты; eT и cT – обобщенные тепловые растяжение и 
изгиб соответственно; aT – средний коэффициент линей-
ного теплового расширения материала диска; E и n – мо-
дуль упругости (модуль Юнга) и коэффициент Пуассона 
соответственно.

Продольную составляющую напряжений sz рассмат
ривать не будем, т. к. для тонкого диска имеет место пло-
сконапряженное состояние, при котором sz » 0 [8].

Подставляя в (17) и (18) выражение 
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и применяя граничные условия для свободного от внеш-
них сил тонкого диска, когда на его боковой поверхности 
Nr = 0, Nj = 0, Mr = 0, Mj = 0, получаем выражения (17) 
и (18) в виде
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Рис.5.  Критическая интенсивность накачки, приводящая к закипа-
нию воды на торце z = h при a3 = 0, a2 = 0.75 Вт · см–2 · K–1 и различ-
ных тощинах диска h в зависимости от коэффициента поглощения 
накачки. Число проходов накачки n = 2 (а) и 16 (б). 
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Заметим, что при a2 ® 0 с точностью до сомножителя 
(1 – n) выражения (19) и (20) описывают напряжения в ци-
линдре:
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2s r g
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а при a3 ® 0 – напряжения в пластине (см., напр., [7 – 9]): 

.z z q hK D z H zr V
2

s s g a= = -j^ ^ ^ ^h h h h6 @  

На рис.6 показано радиальное распределение напря-
жений sj и sr  в диске из кристалла YAG толщиной 
h = 0.1 см при z = 0, qV = 500 Вт/см3, a2 = a3 = 0.75 Вт·см–2·K–1, 
х = 1 – 100. Видно, что при изменении параметра масшта-
бирования x знак напряжения на оси диска меняется с по-
ложительного (при х = 1 – 1.71) на отрицательный (при 
х = 1.71 – 25.6) и обратно (при х > 25.6). Максимальные 
отрицательные значения sj и sr на оси достигаются при 
х = 4.7. Заметим, что рост х, а следовательно и m, при
водит к сглаживанию не только профиля температуры в 
диске, но и профиля напряжения. Отметим, что приведен-
ный выше расчет напряжений sj, sr сделан в предположе-
нии, что выражения (17) и (18), полученные в [7] для тон-
кого диска, дают правильную оценку напряжений вплоть 
до х = 1. 

Приведем выражения для напряжений на входном тор-
це (z = 0) на оси и на боковой поверхности диска. Посколь
ку при z = 0 величины D = (7K – 1)/(6K  ), D – H = (K – 1)/(6K  ), 
при r = 1 параметры L = mF(m)/tanh (m/2), P = 0, а при 
r = 0 имеем L = P = 1/2 [mF(m)/tanh (m/2) – 1], то, подстав-
ляя эти выражения в (19) и (20), получаем
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для радиального напряжения в центре и сбоку соответ-
ственно и 
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для тангенциального напряжения в центре и сбоку соот-
ветственно.

4.2.	Максимальный перепад температур DT1
C(0, 0) 

в момент термического разрушения 

Из всех рассматриваемых напряжений самым боль-
шим является тангенциальное растягивающее напряже-
ние сбоку (21) при z = 0, r = 1; ему соответствует некото-
рый перепад температур DT1

 C(0, 0). В момент достижения 
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Рис.6.  Распределения тангенциального (а) и радиального (б) напря
жений по радиусу при z = 0 в диске толщиной h = 0.1 см при qV = 
500 Вт/cм3, коэффициентах теплообмена a2 = a3 = 0.75 Вт · см–2 · K–1 
и различных параметрах масштабирования х. 



609Предельные тепловые режимы дисковых активных элементов...

напряжением предельного значения ss, соответствующе-
го разрушению диска, перепад температур будет опреде-
ляться выражением 
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В предельных случаях х ® 0 и х ® 3  и с учетом того, 
что степень сглаживания m пропорциональна параметру 
масштабирования x (при постоянном h), получим
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На рис.7 приведена зависимость перепада температур 
DT1

 C(0, 0) при z = 0 в момент разрушения диска толщиной 
h = 0.1 cм от параметра масштабирования х для a2 = a3 = 
0.75 Вт · см –2 · K–1 (ss = 2008 кг/см2, g = 34 кг·см–2·град–1, 
n = 0.25). При х = 4.7 (m = 1.54) перепад температур имеет 
ярко выраженный максимум 123 °С, а при х > 40 (m > 10) 
асимптотически стремится к 72 °С. При увеличении тол-
щины диска амплитуда максимума уменьшается и он сме-
щается в сторону меньших x: например, при h = 0.3 см, 
х = 2.9 (m = 1.67) максимальный перепад составляет 116 °С, 
а при х > 20 перепад DT1

 С(0, 0) ® 69 °С. При уменьшении 
толщины диска амплитуда максимума увеличивается и он 
смещается в сторону бóльших x: например, при h = 0.01 см, 
х = 11 (m = 1.17) максимальный перепад равен 140 °С, а при 
х > 100 перепад DT1

 С(0, 0) ® 77 °С. 

4.3.	Предельные функции тепловых источников

Подставляя в (5) выражение для предельного пере
пада температур (22), получаем выражение для предель-
ной функции тепловых источников, соответствующей раз-
рушению диска: 
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а используя выражение (12), находим входную интенсив-
ность накачки.

В случае граничных условий на боковой стороне 1-го 
рода (a3 ® 3) предельная функция тепловых источников, 
соответствующая разрушению диска, имеет вид 
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Очевидно, что для одномерного случая (10), при a3 = 0, со
ответствующая разрушению пластины предельная функ-
ция тепловых источников 
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5.	Расчет зон приоритетов наступления 
событий – закипания (B), разрушения (C) 	
или достижения наперед заданной 	
максимальной температуры диска (D)

Из (16) следует, что при однородной накачке перепад 
температур вдоль оси диска зависит только от K и не за-
висит от x (для всех рассмотренных выше граничных 
условий на боковой стороне). Поэтому при толщине дис-
ка, меньшей определяемой выражением
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первой (по мере увеличения интенсивности накачки) до-
стигается критическая температура заднего торца (напри
мер, соответствующая закипанию воды). И наоборот, если 
толщина диска больше h D, то первой достигнет заданно-
го значения температура T  D(0, 0), а потом – критическая 
температура заднего торца T  cr(0, h).

В качестве максимально возможной температуры, при 
превышении которой существенно ухудшаются спектраль
но-люминесцентные свойства АЭ, нами была выбрана 
температура 200 °С (температуры ниже 200 °С обычно счи-
таются приемлемыми для кристалла YAG : Nd). Оценки 
показывают, что при толщинах диска h G  0.3 см, исполь-
зуемых в данной работе, событие В (закипание охлаж
дающей воды) наступает (по мере роста интенсивности 
накачки) раньше события D (достижения температуры 
200 °С в самой «горячей» точке диска r = 0, z = 0), поэтому 
ниже рассматриваются только события В и С (термомеха-
ническое разрушение диска).

Приравнивая выражения (13) и (23) друг другу, полу-
чаем границу, разделяющую зоны приоритетов наступле-
ния событий – закипания воды (В) или разрушения диска 
(С) – по мере увеличения интенсивности накачки в про-
странстве параметров h и х (рис.8). В этом случае h и x 
связаны выражением

,
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Заметим, что это выражение не зависит от доли тепловы-
деления x и числа проходов накачки n в диске. Поэтому 
граница зон B и C будет соответствовать разным спо
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Рис.7.  Максимальный перепад температур DT1
 C(0, 0) в момент тер-

мического разрушения в зависимости от параметра масштабиро-
вания x при различных толщинах диска h. 
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собам накачки, например ламповой (широкополосной) 
и диодной (селективной).

В частном случае x ® 3  выражение (27) позволяет най-
ти минимальную толщину диска, такую, что при h мень-
ших этой толщины возможно только закипание охлажда
ющей воды. Для этого выражение (27) преобразуется к 
виду (для кристалла YAG)
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2

a
a
 » 6

9.72

.
,

Bi

Bi Bi 0 14

-

-^ h

где Bi = a2h/l – число Био (отношение внутреннего тер-
мического сопротивления АЭ к внешнему термическо-
му сопротивлению его торца при тепловом потоке вдоль 
оси z). Например, на границах зон В и С (рис.8) при x ® 3, 
a2 = a3 = 0.5, 0.75, 1.0 и 1.5 Вт·см–2·K–1 толщины асимпто-
тически стремятся к минимальным значениям 0.35, 0.233, 
0.175 и 0.117 см соответственно, которые находятся из 
выражения h = Bi l/a2, где Bi = 1.346. Отношение a2/a3 
можно аппроксимировать выражением a2/a3 » Bi2/2 (с точ-
ностью ~10 %) при 0 G  Bi G  4.4.

6.	Зависимость максимальной мощности 
генерации дискового четырехуровневого 
лазера, ограниченной одним из критических 
событий, от параметра масштабирования 

Исходя из найденных критических (B) и предельных 
(C) мощностей накачки и установленных для них зон прио
ритетов в пространстве параметров h и x, можно оценить 
предельно возможную максимальную мощность генера-
ции дискового лазера с одним АЭ в резонаторе (много-
модовое приближение). 

Интенсивность генерации лазера с четырехуровневой 
схемой при стационарной накачке описывается, как из-
вестно, выражением 
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где a = ln R –1out ; Rout – коэффициент отражения выходного 
зеркала резонатора на длине волны генерации (заднее зер-
кало глухое); c – коэффициент пассивных потерь резона-

тора; gen'w  и pump'w  – энергии квантов генерации и на-
качки соответственно; habs – доля поглощенной накачки; 
I0, Ith – входная и пороговая интенсивности накачки соот-
ветственно. 

Очевидно, что величины habs и Ith подвержены темпе-
ратурному влиянию вследствие изменения спектроскопи-
ческих свойств АЭ при нагреве (из-за больцмановского 
заселения штарковских уровней, температурного ушире-
ния линий поглощения накачки и линии люминесценции 
рабочего лазерного уровня и т. д.). При увеличении темпе-
ратуры АЭ habs уменьшается, а Ith увеличивается, что ска-
зывается на КПД генерации лазера.

Для каждой толщины АЭ h выражение (28) позволяет 
определить максимальную интенсивность генерации при 
соответствующем оптимальном коэффициенте отражения 
выходного зеркала (т. е. при оптимальной величине aopt), 
который находится из выражения ¶Igen /¶a = 0 с заменой 
интенсивности накачки на функцию тепловых источни-
ков согласно выражению (12), где q qV - V, с точностью 
~10 %. Тогда максимальная интенсивность генерации для 
Nd : YAG-лазера (lgen = 1.064 мкм) 
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где a C h q h2opt 1 c= -V ; C 2 gen pump1 'cs t w x= ^ h; sgen = 
2.85 ́  10–19 см2 – эффективное сечение генерации; t = 
250 мкс – время жизни рабочего лазерного уровня. 

При выводе (29) использовались пороговое условие, 
для которого коэффициент поглощения накачки ( lpump = 
0.808 мкм) 2k N a h h2pump gen0s c s= - +^ ^h h6 @, где spump = 
1.5 ́  10–19 см2 – эффективное сечение поглощения накач-
ки, а также предположение о том, что вся населенность 
активного иона Nd 3+ с концентрацией N0 = 6.9 ́  1019 см–3 
(0.5 ат.%) распределена только между основным состояни
ем и рабочим лазерным уровнем иона Nd 3+ ( c = 0.005 см–1). 

В зависимости от того, какое из событий – В (qV = qV
B ) 

или С (qV = qV
C ) – рассматривается, в выражении (29) для 

максимальной интенсивности будем использовать обо-
значения I Bgen или I Cgen соответственно. Выражения для мак-
симальной мощности генерации, ограниченной одним из 
событий – В или С, имеют вид 

P Bgen = I BgenS,	 (30)

P Cgen = I CgenS,	 (31)

где S = pR2 = px2h2/4 – площадь торцевой поверхности АЭ. 
При заданном значении a2 в частном случае теплоизо-

лированной боковой поверхности (a3 = 0) для h ® 0 из 
(29) при q qBV 0= a =3V  (14) получаем
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На рис.9 приведены мощности генерации, получен-
ные из выражений (30) и (31) при h = 0.2 см и a2 = a3 = 
1.5 Вт·см–2·K–1, а также в случае теплоизолированной бо-
ковой стороны при a2 = 1.5 Вт·см–2·K–1 и a3 = 0.

Заметим, что при a3 ® 3  или a3 ® 0 и одновременном 
увеличении х выражения (30) асимптотически сходятся к 
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Рис.8.  Расчетные толщины диска в зависимости от параметра мас-
штабирования x, определяющие границу зон приоритетов наступ
ления событий – закипания воды и разрушения диска – по мере 
увеличения интенсивности накачки для различных коэффициен-
тов теплообмена a2 = a3. Выше кривых – терморазрушение диска, 
ниже – закипание воды. Штриховые линии – асимптотические зна-
чения толщины диска.
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близким параболическим зависимостям от х, а выраже-
ния (31) расходятся, причем в случае больших x мощность 
P Cgen при a3 ® 0 больше, чем при a3 ® 3. Однако суще
ствует коэффициент теплообмена a3

B=C = 0.59 Вт·см–2·K–1, 
при котором выражения (30) и (31) в случае увеличения х 
асимптотически сходятся к одной и той же параболичес
кой зависимости, аналогичной выражению (30) при a3 ® 0, 
т. е. P P P0gen

C
gen
B

gen
B

3 3
-= " "3a a при x ® 3. 

При других a2 и h величина a3
B=C, при которой в слу-

чае больших х события В и С происходят одновремен-
но, приведена на рис.10. При a3 G  a3

B=C предельная мощ-
ность  Рgen ограничивается только закипанием воды, а 
при a3 > a3

B=C происходит еще и разрушение диска, и ве-
личина хВ=С, разделяющая эти два события, находится из 
равенства выражений (30) и (31).

Для малых мощностей (менее 5 – 50 Вт при х ® 0) вы-
ражения (30) и (31) в зависимости от a3 имеют вид
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Для получения истинного значения P Cgen в выражении (34) 
сомножитель (1 – n) необходимо заменить на 1. При ана-
логичной замене в выражении для Q (22) максимальную 
мощность генерации, ограниченную одним из событий – 
В или С, можно найти по формулам (30) и (31) также и 
при параметре масштабирования х < 1 (т. е. для цилин-
дрической формы АЭ при h < 0.3 см). Отметим, что при 
х < 1 напряжение sj необходимо учитывать, но все равно 
максимальным напряжением, соответствующим разруше-
нию, остается растягивающее напряжение sj(1, 0) (21) на 
боковой поверхности АЭ. 

Рассмотрим влияние торцевого (определяемого коэф-
фициентом теплообмена a2) и бокового (a3) охлаждения 
диска на повышение мощности генерации Рgen. Влияние 
бокового охлаждения не столь однозначно, как торцевого. 

Анализ характерной зависимости Рgen от х (см. рис.9) 
показывает, что в случае бокового охлаждения мощность 
Рgen при х < x'В=С больше, а при х > x'В=С меньше, чем в его 
отсутствие. Причина этого, очевидно, связана с тем, что с 
ростом a3 растет тангенциальное напряжение sj, и при 
a3 > a3

B=C диск разрушится при меньших мощностях гене-
рации (при х > x'В=С), чем при a3 = 0. 

Таким образом, включение бокового охлаждения игра-
ет положительную роль в повышении Рgen при любых х, 
если a3 < a3

B=C, и при х < x'В=С, если a3 > a3
B=C. Другими 

словами, если теплосъем с боковой поверхности диска 
большой, то при больших x в диске возникают большие 
тангенциальные напряжения, ограничивающие предельно 
возможную мощность генерации. Если же боковой теп
лосъем уменьшается (за счет уменьшения a3), то при лю-
бых x мощность Рgen увеличивается: при 1 G  x G  10 – 
в разы, а при больших x – в меньшей степени.

7.	Минимальный диаметр дискового 	
АЭ, ограниченный событиями В и С, 	
и радиальное распределение внутренней 
температуры при большой мощности 	
генерации

Если требуется получить заданную мощность генера-
ции, то из выражения (29) можно оценить минимальный 
диаметр АЭ, обеспечивающий эту мощность при задан-
ных толщине и величинах a2 и a3. 

7.1.	Подробный анализ при Pgen = 1 кВт

Минимально возможный диаметр АЭ, ограниченный 
событием В или С, в зависимости от толщины АЭ при 
максимальной мощности генерации 1 кВт и охлаждении 
торца с коэффициентом теплообмена a2 = 1.5 Вт·см–2·K–1 
(эффективное охлаждение) и варьированием коэффици-
ента теплообмена a3 = 0 – 1.5 Вт·см–2·K–1 на боковой сто-
роне показан на рис.11,а. Максимальная температура АЭ, 
не превышающая 200 °С, при используемых параметрах 
возможна при h < 0.237 см. Видно, что в случае теплоизо-
лированной боковой поверхности (a3 = 0) требуемый диа-
метр АЭ (ограниченный событием В) монотонно увели-
чивается с ростом толщины АЭ в интервале 0.01 – 0.3 см. 
Ввод бокового охлаждения с коэффициентом теплооб
мена a3 = 1.5 Вт·см–2·K–1 позволяет уменьшить диаметр 
на 5.3 % (по сравнению с диаметром в случае a3 = 0) при 
h =  0.17 см (еще до появления события С – точка 0 на 
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Рис.9.  Расчетные максимальные мощности генерации, ограничен-
ные событием В или С, в зависимости от параметра масштабиро-
вания х при h = 0.2 см, a2 = a3 = 1.5 Вт · см–2 · K–1 (сплошные кривые) 
и a2 = 1.5 Вт · см–2 · K–1, a3 = 0 (штриховая кривая). 
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Рис.10.  Расчетные зависимости коэффициента теплообмена a3
В=С 

на охлаждаемой боковой стороне в зависимости от толщины диска 
при различных a2.
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рис.11,а). При h > 0.17 см значительно увеличивается не-
обходимый диаметр (приоритетным является событие С – 
штриховая кривая). Поэтому для уменьшения диаметра 
при h > 0.17 см требуется коэффициент теплообмена на 
боковой стороне a3 < 1.5 Вт·см–2·K–1 в зависимости от h. 
Таким коэффициентом теплообмена является aВ=С(h), при 
котором можно еще уменьшить диаметр АЭ (события В 
и С наступают одновременно – точки 1 – 3).

Используя полученные выше выражения для внутрен-
них и внешних перепадов температур (6) – (9) для событий 
В и С, а также выражение для степени сглаживания ради-
ального профиля температуры m (4), входящей в сглажи-
вающую функцию f ( r, m), легко оценить характер ради-
ального распределения температур в любой точке z АЭ 
при максимальной мощности генерации 1 кВт (рис.11,б, в), 
т. к. DT1( r, z) = DT1(0, z) f ( r, m). В частности, на краях z = 0, h 
для события В имеем 
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Наибольшее тепловое искажение происходит на тор-
цевой поверхности диска (z = 0) вследствие того, что вну-
тренний перепад температур DT1

 B,C(0, 0) здесь максимален; 
по мере увеличения z он параболически уменьшается и 
в  точке z = h будет в K раз меньше максимального. На 
рис.11,б, в показано поведение главных параметров, m 
и DT1

 B,C(0, 0), характеризующих распределение внутрен-
ней температуры по радиусу при максимальной мощно-
сти генерации 1 кВт в зависимости от толщины АЭ. При 
a3 = 0 и 1.5 Вт·см–2·K–1 и толщине h = 0.01 см величина 
m = 29.2, а внутренние перепады температур составляют 
0 и 21.6 °С соответственно. С помощью рис.2 легко оце-
нить распределение профиля внутренней температуры, 
похожее на «полку». При увеличении толщины до 0.17 см 
(a3 = 1.5  Вт·см–2·K–1) степень сглаживания m уменьша
ется до 7.15, а внутренний перепад температур увеличи
вается до 88.9 °С, что формирует профиль распределения 
внутренней температуры, показанный на рис.2. Увеличе
ние толщины от 0.17 до 0.3 см (a3 = 1.5 Вт·см–2·K–1) слабо 
влияет на профиль распределения внутренней температу-
ры, при этом главные параметры изменяются: m от 7.15 
до 6.49, а DT1

 C(0, 0) от 88.9 до 89 °С. Подбор оптимального 
aВ=С при h > 0.17 см с целью уменьшения диаметра прак-
тически не дает выигрыша в сглаживании профиля темпе
ратур, т. к. уменьшение DT1

 B = C(0, 0) от 88.9 °С (h = 0.17 см) 
до 80.1 °С (h = 0.3 см) компенсируется снижением степени 
сглаживания m от 7.15 (h = 0.17 см) до 5.29 (h = 0.3 см).

7.2.	Общий анализ при Pgen = 0.1 – 100 кВт

На рис.12 – 14 приведены результаты расчета диамет
ра и главных параметров, описывающих распределение 
температур по радиусу, m и DT1

 B,C(0, 0), для мощностей 
генерации 0.1 – 100 кВт. 

Для мощности генерации Pgen = 100 Вт увеличение a3 
от 0 до 1.5 Вт·см–2·K–1 приводит к существенному умень-
шению диаметра d, и формальный расчет дает минималь-
ное значение d = 0.026 см при h = 0.73 см (В = С), но при 
этом максимальная температура АЭ достигает 407 °С. Для 
Pgen » 240 Вт минимальный диаметр d = 0.55 см (В = С) 
соответствует h » 0.3 см при a3 = 1.5 Вт·см–2·K–1 и макси-
мальной температуре 226 °С. При Pgen > 1 кВт положи-
тельное влияние бокового охлаждения все более умень-
шается (на стадии события В), поэтому предпочтительнее 
боковое охлаждение вовсе исключить, т. к. в интервале 
толщин 0.12 – 0.17 см (в зависимости от выходной мощ-
ности) терморазрушение уже имеет приоритет, существен
но увеличивая требуемый минимальный диаметр. 

Заметим, что минимальный диаметр для мощности ге
нерации более 0.2 кВт слабо зависит от толщины, поэто-
му можно приближенно оценить его, используя выраже-
ние (32) при h ® 0 и a3 = 0:
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Рис.11.  Минимальный диаметр АЭ (а), степень сглаживания m (б) 
и внутренний перепад температур DT1(0, 0) (в) для максимальной 
мощности генерации 1 кВт, ограниченные событием В или С, в за-
висимости от толщины АЭ при a2 = 1.5 Вт · см–2 · K–1 и нескольких 
способах охлаждения боковой стороны (a3 = 0, 1.5 Вт · см–2 · K–1 и 
a3
В=С(h )). Сплошные кривые – событие В, штриховая кривая – со-
бытие С, пунктирная – стык событий В и С при a3В=С = 1.08 (т. 1), 
0.71 (т. 2) и 0.48 Вт · см2 · K–1 (т. 3). 
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где d измеряется в см, Р Вgen – в Вт, а a2 – в Вт·см–2·K–1. 
Тогда из (4) с помощью выражения (35) можно получить 
оценочное выражение для степени сглаживания:

B B

,
9.05 10 ,m C

T h h

P

h0

2

gen
cr

gen pump gen2
#

'

'

Tpl w

w x
= = - P

^ h
	 (36)

которая не зависит от коэффициента теплообмена a2. 
Таким образом, при любой мощности генерации, 	

h G  0.3 см и a3 » 0, а также при Рgen > 0.2 кВт, h G  0.12 см 
и a3 G  1.5 Вт·см–2·K–1 по формулам (35), (36) можно с 
точностью не хуже ~10 % оценить минимальный диаметр 
и степень сглаживания в зависимости от толщины АЭ.

8.	Выводы

1. Получено аналитическое выражение, с точностью 
~ 1 % описывающее стационарное двумерное осесимме-
тричное распределение температур в дисковом АЭ, охлаж-
даемом с торца и с боковой поверхности, для толщин 	
диска 0.01 G  h G  0.3 см и отношения х диаметра к толщине 
1 G  x G  100.

2. Рассчитаны радиальные и тангенциальные напря-
жения в диске при однородной стационарной накачке. 
Показано, что с точки зрения термомеханического раз-
рушения наибольшую опасность представляет тангенци-
альное напряжение на боковой стороне диска. 

3. Оценены предельные мощности генерации Рgen, ко-
торые можно снять с дискового АЭ при охлаждении с 
торцевой и боковой поверхностей. Показано, что боко-
вое охлаждение может в определенных ситуациях умень-
шать Рgen. 

4. Определены области приоритетов в пространстве 
параметров k, h, x, a2 и a3, в которых по мере роста интен-
сивности накачки первым наступает одно из трех собы-
тий, нарушающих нормальную работу лазера: ухудшение 
спектрально-люминесцентных характеристик АЭ, нару-
шение нормального режима охлаждения, термомеханиче-
ское разрушение диска. 

5. Показано, что общее сглаживание температурного 
радиального профиля вдоль оси z определяется сглажива-
ющей функцией f ( r, m) (характеризуемой параметром m – 
степенью сглаживания) и перепадом температур DT1(0, z) 
(пропорциональным коэффициенту теплообмена a3 на бо
ковой поверхности). Сглаживание температуры приводит 
к сглаживанию термоупругих напряжений. 

6. Если охлаждающая боковую сторону среда чувстви
тельна к температуре и возможны нежелательные послед-
ствия, например закипание воды, расплавление индиевой 
подложки и т. д., то при расчете максимальной мощности 
генерации их также необходимо учесть. Поскольку в дан-
ной тепловой задаче для дискового АЭ на боковой по-
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Рис.12.  Минимальный диаметр АЭ для максимальных мощностей 
генерации 0.1 – 100 кВт, ограниченный событием В или С, в зави
симости от толщины АЭ при a2 = 1.5 Вт · см–2 · K–1 и нескольких 
способах охлаждения боковой стороны (a3 = 0, 1.5 Вт · см–2 · K–1 и 
a3
В=С(h )). Сплошные кривые – событие В, штриховая кривая – со-
бытие С, пунктирная – стык событий В и С при a3

В=С(h ). 
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Рис.13.  Степень сглаживания m. Обозначения см. на рис.12. 
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Рис.14.  Внутренний перепад температур DT1(0, 0) на оси при z = 0. 
Обозначения см. на рис.12.	
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верхности максимальный перепад температур формиру-
ется при z = 0 и r = R, то, вводя критический перепад тем-
ператур DT2

 сr(R, 0) = T  cr(R, 0) – Tf , где, например, T  cr(R, 0) = 
100 °C, если охлаждающей средой является вода, из (5) и 
(8) получаем вторую критическую функцию источников 
тепловыделения

cr , ,q T R
RK

0
2cr

V 2
3T

a Y
= ^ h

которую также необходимо учитывать при анализе собы-
тий В и С. Особенно велико влияние условия T  cr(R, 0) = 
100 °C на максимальную мощность генерации, когда пара-
метр масштабирования x < 1. 

7. Предельную мощность накачки, приводящую к тер-
мическому разрушению за счет тангенциального напряже
ния при z = 0 и r = R, всегда можно несколько увеличить, 
а следовательно увеличить и максимальную мощность 
генерации. Для этого существует несколько способов, на-
пример: не освещать накачкой всю площадь АЭ, а торец 
диска дополнительно охлаждать (метод «тепловой рубаш-
ки» – вынос области, в которой формируется максималь-
ный градиент температур, за пределы накачиваемой об-

ласти), либо сформировать радиальный профиль мощно-
сти накачки с пологим спадом у боковых краев АЭ. 
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