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1. Введение

Определение пробегов рентгеновского излучения в го-
рячем веществе является одним из вопросов физики плаз-
мы, широко изучаемых теоретически и эксперименталь-
но. Особый интерес для понимания того, как использо-
вать мишени в лазерном термоядерном синтезе и в других 
исследованиях по физике высоких плотностей энергии, 
представляет интервал температур 50 – 100 эВ. Для теоре-
тического моделирования пробегов рентгеновского излу-
чения при таких температурах требуется знать детальную 
структуру атомов и форму спектральных линий, а также 
учитывать многочастичные взаимодействия в плазме. 
Сложность подобных расчетов приводит к необходимо-
сти экспериментальной проверки ряда упрощающих пред-
положений, которые используются в существующих рас-
четно-теоретических моделях. Экспери мен таль ные иссле-
дования пробегов рентгеновского излучения в на гретом 
веществе, таким образом, представляют не только само-
стоятельный интерес, но и позволяют совершенствовать 
расчетные модели, обеспечивая тем самым возможность 
оценки пробегов в более широком, не охваченном экспе-
риментами диапазоне параметров. В последние годы экс-
периментальные исследования пробегов излучения в на-
гретом веществе с использованием мощных лазерных уста-
новок активно ведутся во многих лабораториях мира [1 – 5]. 
В РФЯЦ-ВНИИЭФ такие исследования проводятся на 
лазерной установке «Искра-5» [6].

Важными особенностями получаемой в эксперимен-
тах лазерной плазмы являются малое время жизни и не-
значительная оптическая толщина, вследствие чего прибли-
жение локального термодинамического равновесия непри-

менимо для описания ее излучающих свойств. Последнее 
обстоятельство стимулировало развитие кинетических под-
ходов к описанию процессов ионизации в плазме. Реше-
ние кинетических уравнений в рамках модели химической 
связи, рассматривающей эволюцию распределения ионов 
с разными наборами чисел заполнения электронных оболо-
чек, сталкивается с существенными вычислительными труд-
ностями, связанными с большой размерностью системы 
уравнений. Для преодоления этих трудностей используют-
ся модели, в которых вся совокупность ионов в возбужден-
ных и ионизованных состояниях заменяется единственным 
«средним» ионом, населенности оболочек которого равны 
средним населенностям оболочек всего распределения.

Среди различных моделей расчета атомных характе-
ристик среднего иона можно выделить класс слэтеров-
ских моделей. Слэтеровские модели иона неплохо пере-
дают основные спектральные особенности излучения 
многозарядной плазмы. Они обладают значительной 
универсальностью, позволяя рассчитывать спектральные 
характеристики плазмы и в условиях локального термо-
динамического равновесия, и в его отсутствие. Кроме 
того, эти модели достаточно просты, что дает возмож-
ность использовать их при численном моделировании из-
лучающей неравновесной и нестационарной плазмы в 
программах радиационной газовой динамики.

Настоящая статья посвящена моделированию на осно-
ве используемой во ВНИИЭФ модификации слэтеров-
ской модели среднего иона экспериментов по измерению 
спектральных пробегов рентгеновского излучения в на-
гретых алюминии и германии, выполненных на установ-
ке «Искра-5». Расчетно-теоретический анализ экспери-
ментов проводился с помощью одномерной программы 
газовой динамики (СНДП), в которой учитывается по-
глощение лазерного излучения, движение плазмы в двух-
температурном приближении, электронная и ионная те-
плопроводности с релаксацией температуры электронов 
и ионов, спектральный перенос неравновесного излуче-
ния в диффузионном приближении и кинетика ионизации 
в приближении среднего иона [7, 8].
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2. Модель среднего иона

Энергия изолированного иона складывается из трех 
частей: кинетической энергии связанных электронов T, 
энергии взаимодействия электронов с ядром Vn и энергии 
взаимодействия электронов друг с другом Vee. Для энер-
гии иона с электронной конфигурацией
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где qk – набор квантовых чисел k-й электронной оболоч-
ки, а Pk – ее населенность, слэтеровская модель дает сле-
дующее выражение (в атомных единицах) [9]:

.E T V V P
n

Z
P
n

Z
Z V

2
n ee eek

k

k

k
k

k

k

k
2

2

2
= + + = - +/ /  (1)

Здесь Zk – эффективный заряд ядра для электронов на k-й 
оболочке; nk – главное квантовое число оболочки; Z – за-
ряд ядра иона.

Энергия взаимодействия электронов друг с другом Vee  
– это сумма энергии Хартри VH и энергии обменно-кор-
реляционного взаимодействия Vxc:
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где dkk' – символ Кронекера; {k, k' } –линейная комбина-
ция слэтеровских интегралов [10].

Эффективные заряды ядра находятся из условия ми-
нимума полной энергии иона и вычисляются по формуле
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где  skk'  – универсальная матрица экранировочных кон-
стант.

Энергия связи электрона ek рассчитывается как раз-
ность энергий иона с электроном и без него:
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Можно показать, что с точностью до второй вариа-
ции населенности оболочки энергия связи электрона ап-
проксимируется производной полной энергии иона по со-
ответствующей населенности,
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соответствует энергии одноэлектронного перехода с точ-
ностью не хуже долей электронвольта. Последнее выра-
жение существенно упрощает вычисления, позволяя не пе-
ресчитывать энергию иона в конечном состоянии для каж-
дого перехода, а воспользоваться энергиями связи (5).

Символ Кронекера в формуле (3) для эффективного 
заряда тот же, что в выражении (2) для энергии электрон-
электронного взаимодействия Vee: он отвечает за по-
правку на лишний кулоновский вклад в самосогласо-
ванное поле от рассматриваемого электрона и введен 
для учета обменно-корреляционной дырки [11]. Соглас-
но нашим расчетам, использование формулы (3) смеща-
ет линии поглощения в жесткую область по сравнению с 
экспериментом. Для того чтобы избежать этого, в (3) 
был введен зависящий от атомного номера элемента ко-
эффициент a(Z), величина которого подбиралась такой, 
чтобы расчетное положение максимума линий поглоще-
ния наилучшим образом совпадало с экспериментальным:
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За основу набора экранировочных констант была взя-
та матрица s F, предложенная G.Faussurier и др. в работах 
[9,12] и учитывающая расщепление уровней энергии элек-
тронов по орбитальному квантовому числу l. Ко личество 
электронных оболочек, а значит и число уравнений ки-
нетики ионизации, растет с увеличением максимального 
главного квантового числа  nmax как nmax(nmax  + 1)/2. Вме-
сте с тем l-расщепление внешних (n > 6) уровней составля-
ет не более нескольких процентов от межуровневого рас-
стояния даже для таких элементов, как свинец, а это озна-
чает, что для внешних оболочек можно воспользоваться 
моделью без расщепления по орбитальному квантовому 
числу. Матрица вырожденных по l экранировочных кон-
стант s M для уровней с главным квантовым числом до 10 
включительно была представлена R.M.More в [13]. До-
полнив внутреннюю часть матрицы s F значениями s M, 
получим матрицу kks l , где символы k и k' теперь означают 
либо комбинацию квантовых чисел nl, либо только глав-
ное квантовое число.

Матрица экранировочных констант s F получена в ре-
зультате согласования расчетов энергетической структу-
ры ионов по слэтеровской модели с расчетами по нереля-
тивистской модели Хартри – Фока. Для тяжелых элемен-
тов необходим учет релятивистских эффектов, которые 
вводились как поправки к рассчитанным с помощью 
экранировочной матрицы энергиям связи rel
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– релятивистский уровень энергии электрона в кулонов-
ском поле ядра с зарядом Zk [14]; /j 1 2k kk = + ; jk – пол-
ный момент электрона; n nrk k kk= - .
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Релятивистские поправки можно учитывать при ре-
шении уравнений кинетики ионизации, однако их вели-
чина много меньше расстояния между уровнями с разны-
ми l, а число уравнений при таком расчете увеличивается 
до nmax

2 . Это явилось причиной того, что поправки опре-
делялись лишь при детальном расчете спектров пропу-
скания рентгеновского излучения образцом после реше-
ния дифференциальных уравнений кинетики.

Взаимодействие с окружающими ионами в плазме вли-
яет на энергию связанных состояний и приводит к снятию 
вырождения электронных оболочек и переходу части свя-
занных состояний в область непрерывного спектра. Снятие 
вырождения моделировалось введением зависимости ста-
тистического веса оболочек от плотности плазмы
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где Dk
0  – статистический вес оболочки изолированного 
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обо лочки; R0 – радиус ионной сферы; a, b – константы, 
полученные из условия наилучшего согласия с моделями, 
учитывающими влияние окружения из первых принци-
пов. Значения констант a и b для разных элементов и ме-
тодика их вычисления приведены в работе [15]. Сниже-
ние потенциала ионизации определяется корреляцион-
ной энергией кулоновского взаимодействия ионов E ci:
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где Z  – средний заряд иона. Методика расчета энергии 
взаимодействия ионов также описана в [15].

В результате решения уравнений кинетики ионизации 
среднего иона получаются в общем случае дробные зна-
чения средних населенностей электронных оболочек. 
Коэффициенты поглощения рентгеновского излучения 
можно рассчитывать непосредственно по средним насе-
ленностям оболочек, но при этом необходимо учитывать 
статистическое уширение уровней энергии, определяемое 
термодинамическими флуктуациями чисел заполнения 
оболочек. Статистическое уширение по порядку величины 
соответствует производной энергии связи электрона по 
населенности уровня и в типичных условиях эксперимен-
тов с лазерной плазмой (температура 0.1 кэВ, плотность 
0.1 г/см3) составляет несколько процентов от энергии свя-
зи. Для энергий ~1 кэВ это десятки электронвольт, и по-
лучающиеся линии поглощения оказываются огибающими 
линий, соответствующих отдельным электронным конфи-
гурациям. Такой расчет не дает возможности различить 
пики поглощения, соответствующие ионам с разными заря-
дами, поэтому в работе восстанавливалось распределение 
ионов с целочисленными населенностями оболочек. Элек-
троны при этом считались независимыми, и вероятность 
реализации определенной конфигурации вычислялась как 
произведение одноэлектронных вероятностей. Считалось 
также, что вероятность нахождения на k-й оболочке m 
электронов подчиняется биномиальному закону [16]
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где Dk – статистический вес оболочки; pk = Pk /Dk – степень 
заполнения оболочки.

При вычислении спектрального коэффициента погло-
щения учитывались: фотопоглощение по формуле Крамерса 
с фактором Гаунта из [17], поглощение в линиях [18], тор-
мозное поглощение по формуле Крамерса с усредненным 
по температуре фактором Гаунта в приближении Борна – 
Эльверта [19] и комптоновское рассеяние [14].

3. Моделирование экспериментов

Экспериментальное исследование пробегов рентгенов-
ского излучения (РИ) в нагретом веществе на установке 
«Искра-5» проводилось методом точечной спектроско-
пии поглощения. В первых экспериментах на этой уста-
новке для нагрева образцов использовалось излучение 
одного из ее каналов. Мы рассмотрим одноканальный 
эксперимент, в котором использовался алюминиевый об-
разец с начальной толщиной 0.15 мкм. Схема мишенной 
сборки, детали постановки эксперимента, а также его ре-
зультаты приведены в [6]. При анализе эксперимента рас-
считывался поток рентгеновского излучения, выходящий 
из конвертора, а затем определялась динамика нагрева 
образца полученным рентгеновским излучением. В каче-
стве граничного условия по падающему излучению на 
поверхности образца задавался планковский спектр с 
температурой, определяемой интенсивностью РИ кон-
вертора. 

В эксперименте образец разлетается, не успев про-
греться: различие температур в различных точках по тол-
щине образца в момент максимума рентгеновского импуль-
са достигает двух раз, плотности – шести раз. Макси-
мальная температура плазмы составляет 25 эВ, средняя 
плотность близка к 0.1 г/см3. Расчетное пропускание не-
плохо совпадает с экспериментально зарегистрированным 
(рис.1).

Количества мягкого рентгеновского излучения, воз-
действующего на исследуемый образец в одноканальных 
экспериментах, недостаточно, чтобы нагреть его до зна-
чительных температур, поэтому был разработан экспери-
мент с использованием для формирования греющего рент-
геновского излучения четырех каналов установки «Искра-5». 
В первых многоканальных экспериментах осуществлялся 
односторонний нагрев образцов, а в дальнейшем были 
изготовлены мишени с двусторонним нагревом. Геометрия 
мишенной сборки описана в [6]. Во всех экспериментах 
она была одинаковой, варьировались лишь толщина ис-

Рис.1. Спектр пропускания плазмы алюминиевого образца тол-
щиной 0.15 мкм в одноканальном эксперименте (1) и в расчете (2).
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следуемого образца, форма лазерного импульса и за-
держка импульса просветки.

Как показывают расчеты, в четырехканальных экспе-
риментах с односторонним нагревом образцы разогрева-
ются заметно более равномерно, чем в одноканальных 
экспериментах. Неоднородность распределения темпера-
туры и плотности составляет около 10 %. Пропускание 
образца из алюминия с начальной толщиной 0.1 мкм в 
одном из таких экспериментов в момент максимума рент-
геновского импульса изображено на рис.2. В эксперименте 
энергия лазерного излучения, введенного в бокс-кон вер тор, 
была равна 700 Дж, длительность импульса – 0.5 нс, за-
держка рентгеновского импульса – 0.75 нс. Средняя расчет-
ная температура образца в момент максимума рентгенов-
ского импульса составила 45 эВ, плотность – 0.023 г/см3.

В экспериментах с двусторонним нагревом образцов 
исследовались пробеги излучения в алюминиевых образ-
цах толщиной 0.09 и 0.11 мкм и в германиевом образце 
толщиной 0.14 мкм. Суммарная энергия лазерного излу-
чения в экспериментах с образцами из алюминия была 
равна 700 и 900 Дж соответственно, из германия – 900 Дж. 
Длительность импульсов в каналах составляла 0.32 – 0.38 
нс и 0.48 – 0.93 нс для алюминия и 0.60 – 0.75 нс для герма-
ния. Задержка рентгеновского импульса была равна 0.75, 
0.7 и 0.6 нс. Полученные в экспериментах с алюминием 
спектры приведены на рис.3. Спектрометр в эксперимен-
те с образцом толщиной 0.11 мкм имел лучшее разреше-
ние, чем в эксперименте с образцом толщиной 0.09 мкм, и 
спектр на рис.3,б содержит больше деталей, чем спектр на 
рис.3,а. Видно, что экспериментальные данные моделиру-
ются в расчете с удовлетворительной точ ностью. Расчет про-
пускания германия (рис.4, кривая 2), также неплохо описы-
вает положение линий 2p – 3d-пе рехода (область от 1.20 до 
1.25 кэВ) и абсолютную величину поглощения в них.

На всех представленных расчетных спектрах изобра-
жено пропускание в момент максимума рентгеновского 
импульса, но длительность зондирующих импульсов в 
экспериментах была сравнима с длительностью греющих 
рентгеновских импульсов и с временем задержки зонди-
рующих импульсов. Для того чтобы выявить влияние ко-
нечности длительности рентгеновского импульса на ре-
зультаты определения спектров, был выполнен учитыва-
ющий ее расчет.

На рис.4 приведена расчетная величина пропускания 
плазмы в эксперименте с германиевым образцом, усред-

ненная по длительности рентгеновского импульса, рав-
ной 0.72 нс. Видно, что учет конечной ширины импульса 
не оказывает заметного влияния на результат. Пропускание 
в линиях несколько увеличилось, и расчетная зависи-
мость приблизилась к экспериментальной, но эти измене-
ния незначительны.

4. Заключение

В статье предложен способ учета обменно-корреля-
ционного взаимодействия электронов в модели среднего 
иона, позволяющий определять спектральные характери-
стики излучения с точностью до единиц электронвольт, 
для чего в экранировочную матрицу введен дополнитель-

Рис.2. Спектр пропускания плазмы алюминиевого образца тол-
щиной 0.1 мкм в эксперименте с односторонним нагревом (1) и в 
расчете (2).

Рис.3. Спектр пропускания плазмы алюминиевых образцов тол-
щиной 0.09 мкм (а) и 0.11 мкм (б) в экспериментах с двусторонним 
нагревом (1) и в расчетах (2).

Рис.4. Спектр пропускания плазмы германиевого образца толщи-
ной 0.14 мкм в эксперименте с двусторонним нагревом (1), в рас-
чете в момент максимума рентгеновского импульса (2) и в расчете, 
усредненном по длительности рентгеновского импульса (3).
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ный параметр, зависящий от атомного номера элемента. 
В модели реализован возможный способ восстановления 
распределения ионов с целочисленными населенностями 
электронных оболочек, для чего использовалась инфор-
мация о средних населенностях оболочек. Это позволило 
разрешить спектральные линии поглощения, соответст-
вующие ионам с разным зарядом, для внутренних пере-
ходов в Al и Ge. Приведены результаты расчетов спек-
тров пропускания рентгеновского излучения в одно- и 
четырехканальных экспериментах по исследованию не-
прозрачности с образцами толщиной порядка 0.1 мкм, и 
продемонстрировано, что эти эксперименты удовлетво-
рительно описываются в рамках предложенной модели. 
Разработанную модель предполагается в дальнейшем ис-
пользовать для описания процессов, происходящих в ми-
шенях для лазерного термоядерного синтеза.
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