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1. Введение

Нелинейно-оптические явления, возникающие в сре-
дах с квадратичной восприимчивостью, начали исследо-
ваться сразу после создания первых лазеров [1  – 7]. В част-
ности в работе [5] была экспериментально исследована 
зависимость интенсивности I2w второй гармоники, гене-
рируемой в оптически толстой (L = 0.782 мм »  1000 l) 
плоскопараллельной кварцевой пластинке, от угла a па-
дения плоской волны основного излучения. Было уста-
новлено, что измеренная зависимость  хорошо описыва-
ется простой формулой:

2 ( / ) ( )sinI cP k k kL2
2

2
2 2p D D=w w , (1)

где Dk = |k2w – 2kw|; k2w   и kw – волновые векторы волн 
второй гармоники и основного излучения в пластинке со-
ответственно; P – модуль амплитуды нелинейной поляри-
зации на удвоенной частоте, индуцированной волной с 
частотой w; c – скорость света в вакууме.

Обнаруженные в [5] осцилляции интенсивности вто-
рой гармоники, генерируемой в плоскопараллельной 
пластинке, при изменении угла падения волны основного 

излучения легли в основу одного из самых универсальных 
методов измерения компонент тензора квадратичной вос-
приимчивости – метода биений Мейкера (Maker fringe 
analysis) [8 – 10]. Вскоре, однако, выяснилось, что исполь-
зование приближенной формулы (1), не учитывающей, в 
частности, переотражений волн основного излучения и 
генерируемых волн от поверхностей плоскопараллель-
ной пластинки, приводит к существенному разбросу ре-
зультатов измерений, получаемых различными авторами 
[11]. Оказалось, что это приближение плохо применимо, в 
частности, для тонких пластинок, а также в случае сред с 
большой диэлектрической проницаемостью. Уточ нению 
формул, описывающих процесс ГВГ в однородной пло-
скопараллельной пластинке, который впервые был подроб-
но теоретически рассмотрен в [7], посвящен ряд работ 
[11 – 13]. И этот процесс совершенствования продолжает-
ся до сих пор [14], что позволяет добиваться точности 
восстановления квадратичной оптической восприимчи-
вости различных однородных кристаллов, сравнимой с 
точностью, обеспечиваемой другими методами измере-
ний [15 – 20].

Существенно меньше к настоящему времени разрабо-
таны методы нахождения координатных зависимостей 
компонент тензора квадратичной нелинейности в одно-
мерно неоднородных средах, свойства которых изменя-
ются только в одном направлении. И это несмотря на то, 
что интерес к структурам с периодической модуляцией 
квадратичной диэлектрической восприимчивости, воз-
никший в самом начале эры нелинейной оптики [21 – 23], 
только усиливается [24 – 30]. Он связан с возможностью 
реализации в средах с периодической модуляцией ква-
дратичной восприимчивости условий так называемого 
квазисинхронизма, что позволяет с высокой эффективно-
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стью преобразовывать частоту оптического излучения. 
Область использования таких сред существенно расши-
рилась после разработки в конце прошлого столетия эф-
фективных способов формирования достаточно совер-
шенных периодических доменных структур в ряде сегне-
тоэлектриков. Тогда же внимание исследователей при   влекли 
квазипериодические структуры [31], удобные для преоб-
разования излучения с широким спектром, а также воз-
можность использования сильно неоднородной, локали-
зованной в небольшой области толщиной около 5 мкм 
квадратичной нелинейности, возникающей при опреде-
ленных условиях в кварцевом стекле [32]. Именно кон-
троль качества доменных структур и исследование меха-
низмов образования нелинейности в различных видах 
стекол стали, по-видимому, основными стимулами к на-
чалу интенсивного развития как разрушающих [32 – 34], 
так и неразрушающих [35 – 39] методов нахождения про-
странственного профиля квадратичной нелинейности в 
одномерно неоднородных средах. Задача существенно 
упрощалась тем, что, как правило, линейные оптические 
свойства исследуемых систем предполагались однород-
ными, а образующие их среды – непоглощающими. Од-
нако последние исследования показывают, что это при-
ближение не всегда полностью оправданно [40].

К разрушающим методам исследования в основном 
относится измерение интенсивности ГВГ в зависимости 
от толщины образца [32, 41, 42], а также исследование сре-
за образца в плоскости вдоль оси неоднородности с по-
мощью различных методик [33, 34, 43 – 45]. Разрешающая 
способность этих методов достигает одного микрона.

Однако наибольший практический интерес, естест-
венно, имеют неразрушающие методы нахождения коор-
динатной зависимости квадратичной нелинейности сре-
ды. Одним из наиболее проработанных среди них являет-
ся метод биений Мейкера, обобщенный на случай пло-
скопараллельной пластины, образованной одномерно 
неоднородной нелинейной средой с однородными линей-
ными свойствами [35, 37, 46 – 54]. Направление, в котором 
среда неоднородна, при этом перпендикулярно поверх-
ностям пластины. По-видимому, впервые обобщение 
формулы (1) на этот случай было выполнено в [35]:

( ) ( )exp i dI AI z kz z( )
eff

d

2
2 2

0

2

c D=w y . (2)

Здесь d – толщина пластины или области нелинейности 
внутри нее; ( )2

effc  выражается через компоненты тензора 
квадратичной восприимчивости ( )2ct  и коэффициенты Фре-
неля, причем вид этой зависимости определяется исполь-
зуемой геометрией измерений; I – интенсивность волны 
основного излучения; A – нормировочный множитель. 
Интеграл в (2) имеет вид преобразования Фурье, кото-
рое, как известно, является обратимым. Однако даже в 
случае часто используемого приближения отсутствия ли-
нейного и нелинейного поглощения, когда ( )2

effc (z) – дей-
ствительная функция, для ее однозначного определения 
необходимо находить из экспериментальных данных не 
только модуль, но и аргумент входящего в (2) комплекс-
ного интеграла [52]. Последнее является достаточно слож -
ной задачей. Поэтому многие исследователи используют 
соотношения вида (2) в сочетании с различными априор-
ными предположениями о виде функций, задающих фор-
му пространственных профилей компонент тензора ̂c(2), и 

далее находят значения нескольких входящих в эти функ-
ции подгоночных параметров, которые дают наилучшее 
согласие с экспериментом [36, 46 – 50]. Естественно, что 
такой подход не может гарантировать однозначности вос-
становления координатной зависимости компонент тен-
зора квадратичной восприимчивости, а в лучшем случае 
дает лишь оценки ее основных параметров, и при опреде-
ленных обстоятельствах может даже привести к ошибоч-
ным результатам. В работах [49, 51 – 54] было предложено 
несколько методов решения этой проблемы, основная 
идея которых состоит в использовании вспомогательной 
пластинки или зеркала. Однако все эти методы примени-
мы только для непоглощающих сред. Кроме того, в 
[49, 51 – 54], так же как и во всех работах, в которых ис-
пользуются формулы вида (2), не учитываются переотра-
жения волн от границ раздела основной и вспомогатель-
ной пластинок. Как уже говорилось ранее, даже в случае 
однородных сред пренебрежение переотражениями мо-
жет приводить к существенному уменьшению реальной 
точности нахождения компонент тензора квадратичной 
восприимчивости [11].

В работах [55 – 59] формула (1) была обобщена на сре-
ды, состоящие из однородных слоев с различными линей-
ными свойствами. Получающиеся при этом результаты 
решения прямой задачи учитывают все возможные в та-
кой многослойной системе переотражения от поверхно-
стей. Тем не менее задача нахождения компонент тензо-
ров квадратичной восприимчивости, описывающих каж-
дый из слоев структуры, исследована существенно мень-
ше, чем в рассмотренном выше случае линейно однород-
ной среды [56, 58]. Еще одним перспективным методом 
диагностики вида координатной зависимости квадратич-
ной оптической восприимчивости является анализ w – k - 
cпектров параметрического рассеяния света [39, 60 – 66]. 
Однако, несмотря на построение достаточно полной тео-
рии этого явления [67], разработка методики его исполь-
зования для решения обратной задачи еще далека от за-
вершения.

В настоящей работе на примере компонент ( )
yxy
2c  и   

( )
yyy
2c комплексных тензоров ĉ(2) (z, w1 + w2; w1, w2) и ĉ(2) (z, 

w1 –w2; w1, – w2) впервые продемонстрирована возмож-
ность нахождения координатной зависимости тензора 
квадратичной оптической восприимчивости одномерно 
неоднородной вдоль оси z среды без каких-либо априор-
ных предположений о виде функций ĉ(2) (z, w1 + w2; w1, w2) 
и ĉ(2) (z, w1 – w2; w1, – w2), если ее линейные диэлектриче-
ские свойства также меняются вдоль z и описываются 
диагональным тензором линейной диэлектрической про-
ницаемости ê(z,w), произвольным образом зависящим от 
частоты. 

В работе предложены и обоснованы два метода вос-
становления координатных зависимостей тензора ква-
дратичной восприимчивости. В первом из них использу-
ются волна с частотой w1, нормально падающая на пла-
стинку, и волна с частотой w2, падающая на нее под неко-
торым углом. В этом случае для восстановления компо-
нент тензора ĉ(2) (z, w1 + w2; w1, w2) необходимо в некото-
ром диапазоне значений углов a падения плоской волны 
с частотой w2 измерить комплексную амплитуду распро-
страняющейся от пластинки волны на суммарной часто-
те. Аналогичным способом могут быть восстановлены и 
профили компонент тензора квадратичной восприимчи-
вости ĉ(2) (z, w1 – w2; w1, – w2), описывающего генерацию 
на разностной частоте.
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К сожалению, при нахождении пространственной за-
висимости компонент тензора ĉ(2) (z, w1 – w2; w1, – w2) пер-
вая методика малоэффективна, если |w1 – w2|<< w2. Волна 
на разностной частоте в этом случае будет распростра-
няться от пластинки в виде однородной волны только 
при малых значениях угла a (если выполняется условие 
w2 sin a £ |w1 – w2|). Из-за малости диапазона углов паде-
ния, при которых можно проводить измерения амплиту-
ды отраженной волны на разностной частоте, практиче-
ски невозможно обеспечить сколько-нибудь разумную 
точность восстановления профиля квадратичной воспри-
имчивости. С другой стороны, именно такое соотношение 
частот возникает во многих практически важных прило-
жениях, например при генерации терагерцевых волн ме-
тодами нелинейной оптики.

В этом случае эффективнее второй из предлагаемых 
методов нахождения координатной зависимости квадра-
тичной оптической восприимчивости. Он предполагает 
использование одной бигармонической волны основного 
излучения (образована двумя коллинеарно распростра-
няющимися монохроматическими волнами с частотами 
w1 и w2), падающей под углом a на плоскопараллельную 
пластинку. В такой схеме угол отражения или прохожде-
ния через пластинку волны на разностной (суммарной) 
частоте также равен a. Для реализации этого метода до-
статочно в некотором диапазоне углов падения измерить 
комплексную амплитуду волны на разностной (суммар-
ной) частоте, распространяющейся в одну из сторон от 
пластинки.

Оба предлагаемых метода восстановления коорди-
натной зависимости компонент тензоров  ĉ(2) (z, w1 ± w2; 
w1, ± w2), в отличие от всех существующих методов, при-
менимы к средам с любой, в том числе кусочно-непре-
рыв ной, зависимостью линейных и нелинейных оптиче-
ских свойств среды. Они основаны на решении неодно-
родных уравнений Фредгольма первого рода, учитывают 
все переотражения волн и включают три серии измерений 
интенсивностей волн, генерируемых в специальных усло-
виях с использованием исследуемой и дополнительной 
эталонной пластинок. Это позволяет избежать сложных 
фазовых измерений комплексных амплитуд волн на раз-
ностной (суммарной) частоте.

Во всех рассмотренных ниже случаях будем считать, 
что амплитуды и частоты падающих волн, а также вели-
чины z( , ; , )( )

jlm
2

1 2 1 2! !c w w w w , где z, , , ,j l m x y= , таковы, 
что в среде происходит достаточно сильная для надежной 
регистрации генерация волн на суммарной и (или) раз-
ностной частотах. При этом они, а также волны на удво-
енных частотах, не участвуют в генерации волн с другими 
частотами и не влияют заметным образом на распрост-
ранение исходных волн и друг на друга.

2. Восстановление пространственных 
профилей компонент тензоров ̂c(2) (z, w1 ± w2; w1, ± w2)

с использованием неколлинеарного 
взаимодействия волн

Рассмотрим плоскопараллельную пластинку, ограни-
ченную плоскостями z = z1 и z = z2 (z2 > z1), помещенную в 
однородную изотропную линейную среду с вещественной 
диэлектрической проницаемостью e0. Среда пластинки 
является немагнитной, одномерно неоднородной вдоль 
оси z, и ее линейные диэлектрические свойства при соот-

ветствующем выборе направления декартовых осей x, y 
описываются диагональным тензором диэлектрической 
проницаемости e(z, w).

Пусть перпендикулярно поверхности такой пластин-
ки в отрицательном направлении оси z падает плоская 
мо нохроматическая волна с частотой w1, вектор напря-
 жен ности электрического поля которой при z > z2 есть 

exp[ ( ( )]iE t k z ze( )
x01

1
1 1 2w + -  + компл. сопр. Будем также 

считать, что кроме нее на пластинку под углом a падает 
s-поляризованная плоская волна с частотой w2. Вектор 
напряженности электрического поля последней при z > z2 
есть exp[ ( ( )]iE t k x k z ze( )

y x z2 2 202
1

2w + --  + компл. сопр. 
Здесь /k c, ,1 2 1 2 0w e= ; ex  и ey  – единичные векторы, на-
правленные соответственно вдоль осей x и y; k2x = k2 sina;  
k2z = k2 cos a. 

В результате в пластинке будут распространяться вол-
на ( ) exp(i )E E z te01

(1)
1
(1)

1x w  + компл. сопр. с частотой w1 и 
волна ( ) exp[i( )]E E z t k xe0

(1)
y x2 2 2 2w -   + компл. сопр. с часто-

той w2. Изменения их безразмерных амплитуд ( )E z1
(1)  и  

E2(z) описываются уравнениями

( , ) ,
d
d
z
E

c
z E 0

( )
( )

xx2

2
1
1

2
1
2

1 1
1w e w+ =   (3)

k( , ) ,
d
d
z
E

c
z E 0yy x2

2 2
2 2

2
2

2

2

2w e w+ - =; E  (4)

решения которых при z = z1,2 удовлетворяют граничным 
условиям

( ) ,
d
d i
z
E k E z 0

( )

z z

( )1
1

1 1
1

1
1

- =
=

( )
d
d

i i
z
E

k E z k2
( )

( )1
1

1 1
1

2 1
2

+ =
z z=

, 

(5)

( )
d
d i
z
E k E z 0z

z z

2
2 2 1

1

- =
=

,

( )
d
d

i i
z
E

k E z k2z z
z z

2
2 2 22

2

+ =
=

, 

(6)

непосредственно следующим из максвелловских гранич-
ных условий.

Распространение в пластинке волн ( )E E z e( ) ( )
x01

1
1
1  ́  

( )exp i t1w  + компл. сопр. и ( ) ( )]exp iE E z t k xe( )
y x02

1
2 2 2w -  + 

компл. сопр. приводит, в частности, к возникновению не-
линейной поляризации среды на суммарной частоте:

( , ) ( , ; , )P z z( )
s sj jxy1

2
1 2w c w w w=

 ´ ( ) ( ) [ ( )]exp iI E z E z t k x( )
s x1 1

1
2 2w -  + компл. сопр. (7)

Здесь I E E2 ( ) ( )
1 01

1
02
1

= ; ws = w1 + w2; j = x, y, z. При записи (7) 
учтено, что ( , ; , ) ( , ; , )z z( ) ( )

s sjlm jml
2

2 1
2

1 2c w w w c w w w=  для любых, 
в том числе поглощающих, сред. В результате в пластин-
ке происходит генерация s- и p- по ля ризованных волн c 
частотой ws. При этом вектор напряженности электри-
ческого поля s-поляризованной вол ны суммарной часто-
ты в пластинке может быть записан в виде ( )I E z es y1 ´ 
exp[ ( )]i t k xs x2w -  + компл. сопр. Изме нение безразмер-
ной амплитуды Es(z) описывается уравнением

( , )
d
d
z
E

c
z k Es s

s syy x2

2

2

2

2
2w e w+ -< F  =
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( ) ( ) ( )
c

z E z E z4 ( ) ( )s s
yxy2

2

1
1

2
pw c=- , (8)

где ( ) ( , ; , )z z( ) ( )s
s

2
1 2/c c w w wt t .

Линейную диэлектрическую проницаемость среды ис-
следуемой одномерно неоднородной пластинки мы счи-
таем известной. Напомним, что рассматриваются среды, 
в которых тензоры e(z, w1), e(z, w2) и e(z, ws) имеют диаго-
нальный вид. Их компоненты могут быть найдены с по-
мощью методики, предложенной в работах [68 – 70] и экс-
периментально реализованной для однородных сред в 
[71]. Поэтому зависимости E 1

(1)
(z) и E 2(z), однозначно 

определяемые соотношениями (3) – (6), также можно счи-
тать известными.

Возникающая в пластинке s-поляризованная волна на 
суммарной частоте  ( ) exp[ ( )]iI E z t k xes sy x1 2w -  + компл. 
сопр. продолжает распространяться в граничащих с не-
линейной средой однородных линейных средах: в обла-
сти z < z1 (за пластинкой) – в виде волны с напряженно-
стью электрического поля { [exp iS I t k x ket

z
( )

ss sy x1 2w - +  ́
}( )]z z1-  + компл. сопр. и в области z > z2 (перед пластин-

кой) – в виде волны  { [exp iS I t k x ker
z

( )
ss sy x1 2w - -  }( )]z z2-  

+ компл. сопр. (здесь ksz = (ws
2e0 /c2 – k2x

2  )1/2).
Заметим, что k2x = (w2 /c) e0

1/2sina < (ws /c)e0
1/2, и, следова-

тельно, ksz – положительная действительная величина 
при любых углах падения волны с частотой w2. В этих 
формулах коэффициенты ( )S ( )

s
t a  и ( )S r( )

s a  характеризуют 
эффективность преобразования пластиной падающих на 
нее волн с частотами w1, w2 и ортогональными линейны-
ми поляризациями в s-поляризован ные волны на суммар-
ной частоте, распространяющиеся за пластинкой и перед 
ней соответственно. В дальнейшем мы будем называть 
S r( )
s  и S t( )

s  коэффициентами преобразования в волны на 
суммарной частоте при отражении и прохождении соот-
ветственно. На плоских поверхностях пластинки функ-
ции E1s(z) удовлетворяют максвелловским граничным ус-
ловиям, которые с учетом введенных выше обозначений 
можно записать в следующем виде:

( ) , / | ,d d iE z S E z k S( ) ( )
s s

t
s s s

t
z z z1 1= ==

( ) , / |d d iE z S E z k S( ) ( )
s s

r
s s s

r
z z z2 2= =-= . 

(9)

Пусть Rs(z,a) – любое непрерывно дифференцируемое ре-
шение однородного уравнения (8):

( , ) 0.
d
d
z
R

c
z k Rs s

s syy x2

2

2

2

2
2w e w+ - =< F  (10)

Умножая уравнения (8) и (10) соответственно на Rs(z) и 
Es(z)  и вычитая из первого произведения второе, получаем

( ) ( ) ( , ) ( , )
c

z E z E z R z4 ( ) ( )s s
syxy2

2

1
1

2
pw c a a-

 .
d
d

d
d

z
E R

z
R Es

ss
s

2

2

2

2

= -  (11)

Интегрируя равенство (11) от z1 до z2 и пользуясь при 
вычислении интеграла от правой части (11) методом ин-
тегрирования по частям, а также граничными условиями 

(9), после небольших преобразований получим для функ-
ции ( )z( )s

yxyc  уравнение Фредгольма первого рода:

( ) ( , ) [ ( ) ( )] ( )d iu K u u R z k R z S( ) ( )s
s s s s s

t
yxy

z

z
z1 1

1

2
c a a= -ly

 s[ ( ) ( )] ( )iR z k R z S ( )s s s
r

z2 2 a- +l  (12)

с известным нормируемым ядром ( )z( , )K z E4 ( )
s s

2
1
1pa w=- ´ 

/c( , ) ( , )E z R za as
2

2 . Заметим, что правая часть уравнения 
(12) перестает зависеть от S s

(t), если Rs(z, a) удовлетворяет 
граничным условиям

( ) 1, ( / )d d iR z R z ks ss z z z1 1
= ==

, (13)

и не зависит от S s
(r), если

( ) 1, ( / )d d iR z R z ks ss z z z2 2
= =-=

. (14)

Пусть для слоя данной толщины в некотором интер-
вале углов падения волны с частотой w2 из эксперимента 
известны значения коэффициентов преобразования S s

(r)

(a) и (или) S s
(t)(a). Тогда при соответствующем выборе 

граничных условий для вспомогательной функции Rs(z, a) 
правая часть уравнения (12) становиться известной. А 
значит, пользуясь стандартными методами решения ура в-
нений Фредгольма первого рода [72,73], можно найти ко-
ординатную зависимость компоненты ( , ; , )z( )s

syxy 1 2c w w w .
Если повернуть пластинку на 90° вокруг оси z, не ме-

няя плоскости падения и поляризации падающих волн, 
то, измерив в некотором интервале углов падения один 
из новых коэффициентов преобразования в s-поляри зо-
ванную волну на суммарной частоте и действуя анало-
гично предыдущему случаю, можно восстановить про-
филь компоненты ( )s

xyxc (z).
Аналогично могут быть восстановлены компоненты  

( )d
xyxc и ( )d

yxyc  тензора ( ) ( , ; , )z z( ) ( )d
d

2
1 2/c c w w w-t t , wd = w1 – 

w2, описывающего генерацию на разностной частоте в 
пластинке. Однако при этом в окружающей пластинку 
среде будут распространяться волны c разностной часто-
той и проекциями волнового вектора k zd! u  на ось z, где

( / ) ( ) /sink c k c/ /
d d dz x

2
0

2
2
2 1 2

0
2

2
2 2 1 2

/ w e e w w a- = -u 6 @ .

Очевидно, что эти волны будут однородными, только 
если w2 sin a £ |wd|. Это обстоятельство делает практиче-
ски невозможным использование данной методики для 
восстановления компонент тензора ( )z( )dct  при |w1 – w2| << w2.  
В этом практически важном случае эффективнее исполь-
зовать коллинеарную геометрию взаимодействия волн, 
рассмотренную ниже.

3. Восстановление компонент тензоров   
 ̂c(2) (z, w1 ± w2; w1, ± w2) с помощью  
бигармонической волны основного 
излучения

Пусть на исследуемую пластинку под углом a падает 
s-поляризованная плоская волна основного излучения с 
двумя монохроматическими составляющими, распростра-
няющаяся в отрицательном направлении оси z, вектор 
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напряженности электрического поля которой при z > z2 
есть

[ ( ( )]expE i t k x k z ze( )
y x z01

2
1 1 1 2w - + -

[ ( ( )]exp iE t k x k z ze( )
y x z02

2
2 2 2 2w+ - + -  + компл. сопр.

Здесь knx = kn sin a и knx = kn cos a – проекции на оси x и z 
волнового вектора /k cn n 0w e=  падающей на пластинку 
волны с частотой wn; n = 1, 2.

Изменение безразмерной амплитуды каждой из двух 
распространяющихся в пластинке волн ( )E E z e( )

n n y0
2  ́

[ ( )]exp i t k xn nxw -  + компл. сопр. с частотой wn будет опи-
сываться следующими аналогичными соотношениям (4) 
и (6) уравнениями и граничными условиями:

( , ) 0
d
d
z
E

c
z k En n

yy n nx n2

2

2

2
2w e w+ - =< F , (15)

( ) 0,
d
d i
z
E k E zn

nz n 1
1

- =
z z=

d
d i
z
En

nz n nz2
z z2

+
=

( ) 2 .iE z k=k  

(16)

Распространение в пластинке волн ( )E E z e( )
n n y0
2  ́

[ ( )]exp i t k xn nxw -  + компл. сопр. приводит, в частности, к 
возникновению нелинейной поляризации среды на раз-
ностной частоте:

( , ) ( ) ( ) [ ( )]P z I z E z E z( ) *
d

d
j jyy2 2 1 2w c=

 ´ [ ( )]exp i t k xd dxw -  + компл. сопр., (17)

где j = x, y, z; 2 ( )I E E( ) ( ) *
2 01

2
02
2

= ; wd = w1 – w2; kdx = k1x – k2x 
= (wde0

1/2/c)sin a; звездочка – комплексное сопряжение. При за-
писи (17) при ня  то во внимание, что ( , ; , )z( )

djlm
2

1 2c w w w- =  
, )w w( , ;z( )

djml
2

2 1c w -  для любых, в том числе поглощающих, 
сред.

Из-за наличия нелинейной поляризации среды (17) в 
пластинке происходит генерация s- и p-поляризованных 
волн на частоте wd. Вектор напряженности электрическо-
го поля s-поляризованной волны на разностной частоте в 
пластинке может быть записан в виде ( )I E z ed y2 ´ 

[ ( )]exp i t k xd dxw -  + компл. сопр.Изменения ее безразмер-
ной амплитуды  описывается ура внением

( , )
d
d
z
E

c
z k Ed d

d dyy d x2

2

2

2
2w e w+ -< F

 4 ( ) ( ) [ ( )]
c

z E z E z( ) *d d
yyy2

2

1 2
pw c=- . (18)

Линейную диэлектрическую проницаемость среды иссле-
дуемой пластинки, а следовательно, и зависимости E1(z) и 
E2(z), однозначно определяемые соотношениями (15) и 
(16), мы по-прежнему считаем известными [68 – 70]. В точ-
ках z = z1,2 безразмерная амплитуда Ed(z) удовлетворяет 
граничным условиям, аналогичным (9):

( ) ,
d
d iE z S
z
E k S( ) ( )

d d
t d

d d
t

z z
z1

1

= =
=

,

( ) ,
d
d iE z S
z
E k S( ) ( )

d d
r d

d d
r

z2
2

= =-
z z=

, 

(19)

где 2 2( / ) ( / )cosk c k cz
/

d d dx
2

0
2 2

0
/

dw e w e a= - =
1 1 ; ( )S ( )

d
t a  и 

( )S r( )
d a   – коэффициенты преобразования волны основно-

го излучения с двумя одинаково s-поляризованными мо-
нохроматическими составляющими в волны c разностны-
ми частотами и такой же поляризацией, распространяю-
щиеся от пластинки в отрицательном и положительном 
направлениях оси z соответственно. Если значения коэф-
фициентов  ( )S r( )

d a  или ( )S ( )
d
t a  известны в некотором диа-

пазоне углов падения бигармонической волны, то можно 
восстановить пространственную зависимость компонен-
ты ( )zy

( )d
y yc . Процедура восстановления ( )zy

( )d
y yc , как и в 

предыдущем случае, сводится к решению интегрального 
уравнения Фредгольма первого рода с нормируемым яд-
ром и известной правой частью. Последнее получается из 
уравнения (18) и граничных условий (19) точно так же, 
как было выведено уравнение (12), и имеет следующий вид:

( ) ( , )du K u u
z

z (d)
dyyy

1

2

c ay

 = ( ) ( )] ( )iz k R z S a-[R z
( )

d d d d
t

1 1l

 ( ) ( )] ( )iz k R z S a+ ,[R z
( )

d d d d
r

2 2- l  (20)

где /c( , ) ( , ) [ ( , )] ( , )K z E z E z R z4d d d
2

1 2
2pa w a a a=-

) ; ( , )R zd a  
– любое непрерывно дифференцируемое решение одно-
родного уравнения (18):

( , )
d
d
z
R

c
z k R 0d d

d d dyy x2

2

2

2
2w e w+ - =< F . (21)

Как и в предыдущем случае, правая часть уравнения 
(20) перестает зависеть от коэффициента преобразования  

( )S ( )
d
t a  волны основного излучения при прохождении, 

если вспомогательная функция Rd(z, a) удовлетворяет 
граничным условиям

( ) 1,R zd 1 = d
d i
z
R kd

d
z z

z
1

=
=

, (22)

и не зависит от коэффициента преобразования S r( )
d при от-

ражении, если

( ) 1,R zd 2 = d
d i
z
R kd

d
z z

z
2

=-
=

. (23)

Если повернуть пластинку на 90° вокруг оси z, не 
меняя плоскости падения и поляризации падающей би-
гармонической волны, то можно восстановить профиль 
компоненты ( )z( )d

xxxc . Для этого необходимо измерить в 
некотором интервале углов падения один из новых ко эф-
фициентов преобразования в s-поляризованную волну на 
разностной частоте и действовать аналогично пре дыду-
щему случаю. Аналогично могут быть также вос ста нов-
лены компоненты  ( )z( )s

yyyc  и ( )z( )s
xxxc  тензора ( , ; , )z( )

s
2

1 2c w w wt , 
отвечающего за генерацию суммарной частоты.

Заметим, что одномерно неоднородные среды могут 
обладать локальной симметрией, описываемой одним из 
10 классов (1, 2, m, mm2, 3, 4, 6, 3m, 4mm, 6mm) или одной 
из двух предельных групп (¥, ¥m) симметрии [74, 75]. Из 
них три класса симметрии (1, 2 и m) не рассматриваются 
в данной работе, т. к. линейные диэлектрические свойства 
соответствующих сред описываются в общем случае не-
диагональным тензором второго ранга. Такое сокраще-
ние возможных классов и предельных групп симметрии 
по сравнению с однородными средами связано с тем, что 
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одномерно неоднородная система, строго говоря, может 
иметь только ось симметрии, направление которой со-
впадает с направлением неоднородности, а также пло-
скость симметрии, содержащую это направление. Пусть 
оси x, y и z совпадают соответственно с осями X1, X2 и  X3 
кристаллофизической системы координат [75] образую-
щей пластинку среды. Тогда в рассматриваемых нами 
средах будут выполняться следующие соотношения меж-
ду компонентами комплексных тензоров ĉ(s),(d) (z) [75]:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),z z z z z( ),( ) ( ),( ) ( ),( ) ( ),( ) ( ),( )s d s d s d s d s d
yyx xyy xxx yxy 1c c c c s= =- = =  

(24)
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .z z z z z( ),( ) ( ),( ) ( ),( ) ( ),( ) ( ),( )s d s d s d s d s d

xxy yxx yyy xyx 2c c c c s= =- = =

При этом функции ( )z( ),( )s d
1s  тождественно не равны нулю 

только в классе 3, а ( )z( ),( )s d
2s   – только в классе 3m (с плос-

костью симметрии, перпендикулярной оси x) и в классе 3 [75].
Обе предлагаемые методики позволяют восстановить 

профили и других компонент комплексных тензоров ĉ(s)(z) 
и ĉ(d)(z) квадратичной восприимчивости одномерно не-
однородных сред, принадлежащих к классам mm2, 3, 4, 6, 
3m, 4mm и 6mm или к предельным группам ¥ и ¥m. Для 
этого нужно исследовать генерацию не только s-, но и 
p-поляризованных волн c частотами ws и wd, используя 
волны основного излучения со специально подобранны-
ми поляризациями. При этом задача восстановления сво-
дится к решению аналогичных (12) интегральных уравне-
ний Фредгольма с известной правой частью. Подробно 
возможности обеих методик, предлагаемых для восста-
новления профилей различных компонент тензоров 

( ,2 ; , )z( )2c w w wt ,  ( , ; , )z( )
s

2
1 2c w w wt  и ( , ; , )z( )

d
2

1 2c w w w-t , вклю-
чая условия единственности восстановления, исследова-
ны в [76 – 78].

4. Замена фазовых измерений 
дополнительными измерениями 
интенсивности

До сих пор считалось, что из эксперимента известны 
комплексные коэффициенты преобразования волны ос-
нов ного излучения в волну на суммарной или разностной 
частоте. Однако для их определения требуются достаточ-
но сложные фазовые измерения. Докажем, что фазовых 
измерений можно избежать, если для каждого значения 
угла  провести по три серии измерений модуля коэффици-
ентов преобразования. Первая серия измерений прово-
дится только с исследуемой пластинкой. Две других се-
рии – с исследуемой и дополнительной пластинками. 
Линейные и нелинейные свойства дополнительной пла-
стинки должны быть известными, класс симметрии ее 
среды может быть любым, кроме классов 1, 2 и m, а оси  
X1, X2 и X3 ее кристаллофизической системы координат 
должны быть ориентированы параллельно осям x, y и z 
соответственно.

Пусть измерения интенсивности волны на суммарной 
частоте проводятся только на отражении. В этом случае 
для функций Rs(z, a) и Rd(z, a), входящих в интегральные 
уравнения (12) и (20), следует брать граничные условия 
(13) и (22) соответственно. Тогда уравнения (12) и (20) 
можно записать в следующем общем виде:

( ) ( , ) ( )dq u K u u I
z

z
0

1

2
a a=y , (25)

где ( ) [ ( ) ( )] ( )iI R z k R z Sz0 2 2a a=- +l . Уравнение (25) перей-
дет в уравнение (12), если в нем положить ( ) ( )q z z( )s

yxyc= , 
K(z, a) = Ks (z, a), R(z, a) = Rs (z, a), kz = ksz и S(a) = S s(r)(a). 
При ( ) ( )q z z( )d

yyyc= , K(z, a) = Kd (z, a), R(z, a) = Rd (z, a), kz = 
kdz и S(a) = S d(r)(a)  уравнение (25) переходит в уравнение 
(20). Поскольку комплексные функции K(z, a) и R(z, a) 
определяются только линейными свойствами исследуе-
мой пластинки, то их можно считать известными. По это-
му наиболее существенный шаг к нахождению q(z), свя-
зан с определением из эксперимента реальной и мнимой 
частей комплексной функции I0(a).

Поместим в области z z z< < 1a2  перед исследуемой 
пластинкой (необязательно вплотную к ней) дополни-
тельную пластинку с известными линейными и нелиней-
ными свойствами. Для новой одномерно неоднородной 
структуры можно записать уравнение, аналогичное (25):

.( ) ( )] ( )iz k R z Sa1 a+( ) ( , ) [q u K u du Ra a a a a az
z

z
1 1 1 1 1 1

a

1

1
a =- ly  (26)

Здесь Sa1(a) – коэффициент, характеризующий эффектив-
ность совместного преобразования исследуемой и эта-
лонной пластинками волны с частотой w в отраженную 
волну на суммарной или разностной частоте. Входящие в 
(26) функции qa1(z), Ka1(z, a), Ra1(z, a) определяются соот-
ношениями, аналогичными представленным после урав-
нения (25). Их значения в области z2 < z1 < za1 известны 
благодаря известным линейным свойствам исследуемой 
пластинки, а также линейным и нелинейным диэлектри-
ческим параметрам эталонной пластинки. Следовательно, 
функция

( ) ( ) ( , )dJ q u K u u1 1a a
z

z
1

a

2

1
/a ay  (27)

также может считаться известной.
Заметим, что при [ , ]z z z1 2!  выполняются равенства 

qa1(z) = q(z) и Ra1(z, a) = R(z, a). Первое равенство очевид-
но, а справедливость последнего соотношения следует из 
того, что граничные условия (13) и (22) для вспомогатель-
ных функций Rs(z, a) и Rd(z, a) задаются в точке z = z1 и 
поэтому решения уравнений (10) и (21) для этих функций 
при [ , ]z z z1 2!  никак не зависят от того, что находится в 
области z > z2.

Наличие дополнительной эталонной пластинки, ко-
нечно, изменит комплексную амплитуду поля волны ос-
новного излучения в исследуемой пластинке. Но при 
этом функции ( )E z1,1

( )
a

1  и ( )E z, an 1 , где n = 1, 2, должны при 
z = z1 удовлетворять тем же однородным граничным 
условиям, что и функции ( )E z( )

1
1  и En(z) (см. (5) и (16)). Так 

как любое однородное граничное условие определяет ре-
шение дифференциального уравнения второго порядка с 
точностью до постоянного множителя, то 

( ) ( ), ( , ) ( ) ( , )E z C E z E z C E z1,1
( ) ( ) ( )

,1
( )

a an n n
1 1

1
1 1a a a= =  (28)

при [ , ]z z z1 2! . Здесь C (1), C ( )
n
1  – известные постоянные 

комплексные множители, зависящие только от частоты и 
угла падения волн основного излучения на пластинки, а 
также от линейных свойств и взаимного расположения 
пластинок. Из (28) и определения функции K(z, a) следу-
ет, что при [ , ]z z z1 2!  функция ( , ) ( ) ( , )K z C K z1a 1a a a= , где 
комплексная константа C1 равна C C( ) ( )1

2
1  или C C( ) ( ) *

1
1

2
1_ i  в 

зависимости от используемой методики измерений. Поэтому, 
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разбивая область интегрирования в левой части уравне-
ния (26) на две подобласти ([z1, z2] и [z2, za1]) и учитывая 
соотношения (25) и (27), уравнение (26) для составной 
пластинки можно записать в виде

( ) ( )] ( ) .iz k R z S a+( ) ( ) ( ) [J C I R za a a a a1 1 0 1 1 1 1 1a a a+ =- l  (29)

Если теперь сместить дополнительную пластинку на не-
которое расстояние вдоль оси z или заменить ее другой 
эталонной пластинкой таким образом, чтобы она нахо-
дилась в области z2 < z < za2, то значение правой части 
формулы (27) изменится на J2(a). Рассуждая далее анало-
гично первому случаю, получаем

( ) ( )] ( ) .iz k R z S a+( ) ( ) ( ) [J C I R2 2 2 2 2 2za a a a a2 0a a a+ =- l  (30)

После измерения модулей коэффициентов преобразова-
ния S(a), Sa1(a) и Sa2(a) модули правых частей уравнений 
(25), (29) и (30), которые мы соответственно обозначим 
A0, A1 и A2, оказываются известными величинами, и ста-
новится возможным записать соотношения

| ( ) , | ( ) ( ) | ,I A I J A|0 0 0 1 1a a a= + =u u

| ( ) ( ) |I J A0 2 2a a+ =u u , (31)

где ( ) ( ) / ( )J J Cn n na a a=u ; / | ( ) |A A Cn n n a=u ; n = 1, 2.
Из (31) после небольших преобразований можно по-

лучить систему линейных уравнений

Re{ }Re{ } Im{ }Im{ }J I J I, ,1 2 0 1 2 0+u u

 ( ) /A A J 2, ,
2

1 2
2

0
2

1 2= - -u u , (32)

позволяющую однозначно найти Re{ }I0  и Im{I0}, если ее 
определитель Re{ }Im{ } Im{ }Re{ } Im{ }J J J J J J1 2 1 2 1 2- =

)u u u u u u  
не равен нулю. Заметим, что последнее обстоятельство 
является решающим при выборе эталонных пластинок и 
их расположения относительно исследуемой пластинки. 
Выполнение этого условия должно быть проверено до 
провeдения измерений. Нетрудно видеть, что предлагае-
мая методика замены фазовых измерений измерениями 
интенсивности основана на использовании интерферен-
ции волн на суммарной (разностной) частоте, а также 
учитывает интерференцию волн основного излучения в 
системе из двух параллельных пластинок. Поэтому для ее 
реализации необходимо обеспечить измерения взаимно-
го расположения пластинок с ошибкой, много меньшей 
длины волны на суммарной (разностной) частоте.

5. Заключение

Таким образом, в последние годы достигнут значи-
тельный прогресс в области спектроскопии одномерно 
неоднородных сред с квадратичной нелинейностью, уве-
ренно свидетельствующий о принципиальной возможно-
сти однозначного определения по данным эксперимента 
координатных зависимостей компонент комплексных 
тензоров квадратичной восприимчивости, если исследуе-
мая среда имеет вид плоскопараллельной пластинки, по-
верхности которой перпендикулярны направлению не-
однородности ее линейных и нелинейных диэлектриче-

ские свойств. Предложенные методы однозначного вос-
становления профиля компонент тензора ĉ(2) (z, w1 ± w2; 
w1, ± w2) применимы для среды с произвольной частотной 
дисперсией, если существует система координат, в кото-
рой тензор ее линейной диэлектрической проницаемости 
является диагональным. Они включают в себя три серии 
измерений интенсивности волн на суммарной (разност-
ной) частоте, генерируемых в специальных условиях с ис-
пользованием исследуемой и дополнительной эталонной 
пластинок, что позволяет обойтись без сложных фазовых 
измерений. Меняя частоты w1 и (или) w2 падающих волн, 
можно восстанавливать профили компонент тензоров 
ĉ(2) (z, w1 ± w2; w1, ± w2) при различных значениях частот-
ных аргументов и, следовательно, исследовать частотную 
дисперсию квадратичной восприимчивости различных 
частей среды. Последнее, в частности, может быть ис-
пользовано для задач неразрушающего контроля вну-
тренней структуры различных устройств.
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