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1. Основным методом повышения эффективности ге-
нерации гармоник, в том числе высших гармоник, явля-
ется согласование фазовых скоростей основного излуче-
ния и излучения гармоники. Фазовое согласование (ФС) 
в процессах генерации высших гармоник (ГВГ) затрудне-
но из-за сравнительно большой дисперсии показателей 
преломления атомных сред, влияния свободных электро-
нов, изменения концентраций частиц во времени, обус
ловленного ионизацией среды, зависимости фазы гармо-
ники от интенсивности основного излучения. Как прави-
ло, ФС достигается при использовании пучков лазерного 
излучения с соответствующим фазовым сдвигом и(или) 
при компенсации атомной дисперсии дисперсией элек-
тронного газа. Фазовое согласование ГВГ достигается в 
волноводном режиме [1] и в капиллярном разряде [2], а 
также путем реализации квазисинхронного ФС в полых 
волноводах [3] и управления волновым фронтом лазерно-
го излучения [4, 5].

2. В настоящей работе показано, что изменение фазо-
вого рассогласования и расстройки групповых скоростей 
в процессе ГВГ в газообразных средах вблизи резонанса 
может привести к ФС. Анализ влияния групповой рас-
стройки на процессы ФС проводился в основном для 
процессов преобразования частоты в кристаллах (см., 
напр., [6, 7]), а также для процессов генерации третьей 
гармоники в волноводном режиме [8]. Для ГВГ в газо
образных средах влияние групповой расстройки полага-
ется не столь существенным. В случае плазменных сред с 
плотностью ионов и электронов 1018 см–3 длина когерент-
ности излучения q-й гармоники Lc q = p/Dkq составляет 
~ 0.01 см (здесь Dkq = qk1 – kq – фазовая расстройка; ki – 
волновое число излучения i-й гармоники). При длитель-
ности спектрально-ограниченного импульса t = 50 фс 
характерная групповая длина Lg q = t/uq  для подобных 
сред лежит в районе ~5 см (здесь uq  =1/uq – 1/u1 – группо-
вая расстройка; ui – групповая скорость i-го импульса), 

т. е. для уравнивания ее воздействия с влиянием фазовой 
расстройки групповая длина должна быть уменьшена на 
два-три порядка. Данное значение uq соответствует груп-
повой расстройке, примерно на порядок меньшей ее ха-
рактерных значений для кристаллов в оптическом диапа-
зоне. Тем не менее использование газообразных сред с 
повышенной групповой расстройкой, в частности сред с 
автоионизационными резонансами, позволяет уравнять 
влияние групповой и фазовой расстроек. Отметим, что 
поскольку групповая скорость определяется производ
ной волнового числа, то рост групповой расстройки мо-
жет быть существеннее изменения волнового числа (и, 
следовательно, фазовой расстройки) и может наблюдать-
ся в более далекой от резонанса области. 

3. Анализ распространения волн в процессе ГВГ про-
водился на основе приближения заданного поля. В при-
ближении метода медленно меняющихся амплитуд и в 
первом приближении теории дисперсии огибающая им-
пульса генерируемого излучения
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в бегущей системе координат (z = z, m = t – z/u1) может 
быть представлена в виде (см., напр., [6, 7])
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Здесь gq = 2pw 
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 q N/kqc 2; ai – коэффициент поглощения i-го 

излучения; N – концентрация атомных частиц; dq( m) – за-
висящий от времени дипольный момент, осциллирую-
щий на частоте гармоники; 

exp id d m tm
m
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f1 – начальная фаза основного излучения. В (1) не учиты-
валось изменение концентрации ионов и электронов за 
время длительности импульса и полагалось, что  |¶d(m)/¶m| 
<wq|d(m)|.

В спектральном подходе, представляя амплитуду гар-
моники в виде интеграла Фурье
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правую часть (1) можно записать в виде интеграла, содер-
жащего наряду со сдвинутыми по частоте амплитудами 
основного излучения, входящими в дипольный момент 
(так называемой сверткой), и фазовую расстройку для всех 
спектральных компонент (см., напр., [9]). В условиях, близ
ких к резонансу на частоте гармоники, существенно изме-
няется только волновое число гармоники, а зависимость 
волнового числа основного излучения от частоты в пре-
делах ширины линии практически постоянна (с точностью 
до отношения ширины спектра к частоте излучения). Тог
да для амплитуды гармоники в спектральном представ
лении имеем
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Здесь Yq(z, W) = Fq(z, W)exp(iuqWz + aqz); d(W) – фурье-пре
образование зависящего от времени дипольного момента;  
jq(W) = uqW - Dkq(W) – обобщенная расстройка. 

Дипольный момент  d(W) определялся на основе мето-
дики, изложенной в работах [10, 11]. Данное решение пред
ставляет собой набор нечетных гармоник, распределен-
ных в области плато. В случае сравнительно узкого спек-
тра (DWq <<  w1) представим решение для дипольного мо-
мента в виде гауссовой функции dq(W) = dq0exp[–(W/DWq)2]. 
Тогда спектральная плотность излучения гармоники 
sq(z, W) = |Fq(z, W)|2  такова:
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Из анализа (3) следует, что спектральная плотность излу-
чения гармоники определяется обобщенной расстройкой   
jq, а также величиной  DWq. 

4. Для анализа был выбран процесс ГВГ в лазерной 
плазме, образованной ионами индия, т. е. в условиях, близ
ких к эксперименту [12], в котором наблюдалось суще-
ственное увеличение (~200 раз) интенсивности 13-й гар
моники излучения Ti : сапфирового лазера, близкого по 
частоте к сильному переходу в автоионизационное состо
яние In II 4d105s2 1S0 – 4d95s25p(2D)1P1. В расчетах плотность 
плазмы (т. е. концентрация ионов и электронов) пола
галась равной 1018 см–3, интенсивность лазерного излуче-
ния составляла 2´1014 Вт/см2, длина волны излучения 
была равна 0.8 мкм. На рис.1 приведен фрагмент зависи-
мости дипольного момента от времени для гауссова ла-
зерного импульса с полной длительностью на полувысо-
те 40 фс. При расчете d(t) согласно методике [10, 11] 
использовались слэтеровские волновые функции началь
ного состояния [13]. На вставке рис.1 показана соответ-
ствующая зависимость спектрального распределения ди-
польного момента в диапазоне 13-й гармоники. Из ри-
сунка следует, что DW13 = 0.064w1. 

Расчет фазовой и групповой расстроек осуществлялся 
с использованием значений сил осцилляторов и частот 
переходов, приведенных в [14]. Суммарная фазовая рас-
стройка однократно заряженных ионов индия и свобод-

ных электронов составила –129  см–1, групповая расстрой
ка – 970 фс/см, коэффициент поглощения был равен 
10–2 см–1. На рис.2 приведена дисперсионная зависимость 
спектральной плотности излучения 13-й гармоники (сплош
ная кривая) при длине плазменного образования 1 м и 
указанных постоянных значениях фазовой и групповой 
расстроек. Штриховой кривой представлена зависимость, 
полученная при групповой расстройке, меньшей на два 
порядка (т. е. характерной для отсутствия резонанса). Из 
рис.2 видно, что максимальная спектральная плотность 
гармоники при большей групповой расстройке суще-
ственно (примерно в 340 раз) выше, а спектр основного 
максимума примерно в 3.3 раза ýже. Энергия излучения 
гармоники в этом случае увеличилась в ~120 раз. Ве
личины и соотношение между фазовой и групповой рас-
стройками существенно изменяются в пределах ширины 
линии лазерного излучения, что требует анализа парци-
альных спектральных компонент. На вставке рис.2 приве-
дены дисперсионные зависимости спектральной плотно-
сти 13-й и 15-й гармоник, рассчитанные с учетом измене-
ния фазовой и групповой расстроек. Видно, что спектр 
13-й гармоники приобрел изрезанный вид, который опре-
деляется соотношением между дисперсионными членами 
различного порядка. Максимальная спектральная плот-
ность 13-й гармоники в 277 раз выше спектральной плот-

Рис.1.  Фрагмент зависимости дипольного момента от нормиро-
ванного времени для гауссова импульса основного излучения (T – 
период колебаний). На вставке приведена соответствующая зави-
симость квадрата дипольного момента от частоты в области 13-й 
гармоники. 

Рис.2.  Зависимости спектральной плотности 13-й гармоники s13 от 
частоты вдали (штриховая кривая) и вблизи (сплошная кривая) ре-
зонанса. На вставке приведена зависимость спектральной плотно-
сти 13-й (сплошная кривая) и 15-й (штриховая кривая) гармоник с 
учетом изменения фазовой и групповой расстроек в пределах ши-
рины линии лазерного излучения.



803Компенсация фазового рассогласования высших гармоник групповой расстройкой

ности 15-й гармоники, а энергия излучения 13-й гармони-
ки примерно в 65 раз больше энергии 15-й гармоники.

Отметим, что в эксперименте [12] центральная линия 
13-й гармоники также была смещена, однако ее спектр 
был ýже спектра соседних гармоник почти в 2 раза, а 
уширение спектра всех гармоник было больше расчетно-
го. Изменение спектра гармоник можно объяснить сле-
дующим. В расчетах не учитывалась зависимость фазы 
гармоники от интенсивности лазерного излучения. При 
существенном градиенте пространственного и временно-
го распределений интенсивности это обстоятельство мо-
жет привести к изменению спектра гармоники. Также не 
учитывалось индуцированное полем изменение концен-
трации ионов индия, что справедливо при сравнительно 
низких интенсивностях. Предварительный анализ влия-
ния изменения концентрации на коэффициент нелиней-
ной связи показал, что ширина спектра гармоники увеличи-
вается примерно в 1.2 раза. При оценках изменение кон-
центрации ионов во времени аппроксимировалось функцией  
1 – a{1 + tanh[b(t – td)/t]}, где a = 0.3, td = 0 и b = 4 – коэф-
фициенты, определяемые из согласия с формулами АДК-
теории [15]. Однако, при интенсивности лазерного излуче-
ния на порядок выше расчетной, уширение спектра выс-
ших гармоник, обусловленное изменением состава плазмы 
за время импульса, соответствовало эксперименту. 

5. Таким образом, предложен механизм повышения 
эффективности генерации высших гармоник и выделения 
одиночной гармоники в области плато на основе измене-
ния фазовой и групповой расстроек вблизи резонанса. В 
этом случае при фазовом рассогласовании различие в 
групповых скоростях устанавливает режим ФС на часто-

те, меняющейся из-за дисперсии среды в пределах шири-
ны линии излучения. В результате изменяются ширина и 
положение центральной частоты спектра гармоники. По
казанная возможность существенного роста интенсивно-
сти излучения отдельной гармоники соответствует из-
вестным экспериментальным данным.
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