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1. Введение

В настоящее время все больший интерес вызывают ис-
следования, посвященные способам генерации терагерце-
вого излучения. Чувствительность колебательных, вра-
щательных, колебательно-вращательных и туннельных 
квантовых переходов к излучению терагерцевого диапа-
зона определяет перспективность развития терагерцевой 
спектроскопии. Кроме того, такое излучение находит се-
годня множество применений: при обработке изображе-
ний, в системах безопасности, астрономии, биологии и во 
многих других областях [1 – 4]. 

Оптический метод генерации широкополосного тера-
герцевого излучения в квадратично-нелинейных средах, 
основанный на оптическом выпрямлении, является од-
ним из наиболее эффективных [5]. При этом генерация 
имеет черенковскую природу [6]. 

Интерес к черенковскому механизму связан с появив-
шейся в последние годы возможностью использования 
фемтосекундных лазерных импульсов для генерации те-
рагерцевого излучения. Из-за большой спектральной 
ширины фемтосекундного импульса в нем содержатся 
фурье-компоненты, на разности частот которых генери-
руется широкополосный терагерцевый сигнал, содержа-
щий примерно один период электромагнитных колеба-
ний.  

 Впервые идея о генерации терагерцевого импульса 
длительностью порядка одного периода электромагнит-
ных колебаний с помощью фемтосекундного оптическо-
го импульса была высказана в теоретической работе [7]. 

Через некоторое время черенковский импульс был заре-
гистрирован экспериментально [8, 9].  

Условие синхронизма для генерации терагерцевого 
излучения имеет вид 
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где uph – фазовая скорость генерируемого терагерцевого 
сигнала; ug – групповая скорость входного оптического 
импульса; q – угол между направлениями распростране-
ния данных импульсов.

При неколлинеарном распространении фемтосекунд-
ного и генерируемого терагерцевого импульсов эффек-
тивность генерации по энергии невысока и едва достига-
ет ~10–6. 

Существенно, на один-два порядка, повысить эффек-
тивность генерации для сред со значительно различаю-
щимися в оптическом и терагерцевом диапазонах скоро-
стями удалось при использовании оптического импульс-
ного излучения с наклонным волновым фронтом [10, 11]. 
В этом случае q имеет смысл угла наклона фронта оптиче-
ского пучка (рис.1). 

Следует отметить, что в последнее время метод на-
клонных фронтов пользуется заслуженной популярно-
стью. Особенно эффективно он применяется в диэлектри-
ческих кристаллах, где можно пренебречь омическими 
потерями и где групповая скорость в оптическом диапа-
зоне значительно больше фазовой скорости, соответству-
ющей терагерцевым частотам. Типичным представите-
лем таких сред является одноосный кристалл ниобата ли-
тия (LiNbO3). 

Большое число работ посвящено способам повыше-
ния эффективности генерации и уменьшения искажения 
волнового фронта импульса накачки, передающегося ге-
нерируемому терагерцевому сигналу [12 – 14]. Важными 
при этом представляются такие параметры, как длина 
кристалла, его температура, длительность входного опти
ческого импульса накачки и диаметр пучка. Благодаря фо
кусировке электрическое поле терагерцевого сигнала с 
энергией порядка микроджоуля может достичь значений 
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1 – 100 В/см, а диаметр пучка в перетяжке – значений 1 – 10 
мкм [13 – 15]. При этом длительность импульса накачки рав-
на 500 фс [14, 16], а эффективность генерации по энергии в 
эксперименте достигает 0.25 % [16]. Эффективность же 
преобразования оптических фотонов в терагерцевые со-
ставляет практически 100 % (т. е. каждый оптический фо-
тон испытывает в нелинейной среде распад на два фото-
на, частота одного из которых принадлежит терагерцево-
му диапазону), а энергия терагерцевых импульсов 
достигает 50 мкДж [17].   

Еще в пионерских работах 70-х годов прошлого века 
теоретическое описание генерации терагерцевого излуче-
ния с помощью механизма оптического выпрямления 
проводилось в приближении заданного поля оптического 
импульса. Такая ситуация продолжает сохраняться вплоть 
до последнего времени [12 – 14, 18]. 

В то же время при достаточно эффективной генерации 
терагерцевого излучения начинает сказываться обратное 
воздействие генерируемого импульса на исходный опти-
ческий сигнал. Прежде всего это воздействие приводит к 
смещению в красную область несущей частоты (или спек-
тра как целого) оптического импульса. Данное смещение 
легко объясняется распадом фотонов входного оптическо
го импульса в квадратично-нелинейной среде (см., напр., 
[19]). Соответствующая самосогласованная задача реша-
лась теоретически в работах [20 – 23], где фронты оптиче-
ских импульсов предполагались ненаклонными (q = 0). 

Генерация терагерцевого излучения фемтосекундным 
импульсным излучением с наклонным фронтом была за-
регистрирована экспериментально в кристалле LiNbO3 

толщиной 2 мм [24]. Важно подчеркнуть, что величина 
красного сдвига, как следовало из экспериментальных 
данных, пропорциональна интенсивности самого опти-
ческого импульса.

На сегодняшний день, насколько нам известно, отсут-
ствуют теоретические работы, в которых динамика опти-
ческого импульсного излучения с наклонным фронтом и 
генерируемого терагерцевого сигнала рассматривалась бы 
самосогласованно. 

Настоящая работа посвящена теоретическому иссле-
дованию самосогласованного режима генерации в диэ-
лектрических одноосных кристаллах терагерцевых сиг-

налов с помощью фемтосекундного импульсного излуче-
ния с наклонным фронтом. 

2. Основные уравнения

Пусть на входе лазерное излучение с наклонным 
фронтом поляризовано в плоскости необыкновенной вол
ны, а его распространение происходит вдоль оси z', пер-
пендикулярной оптической оси x' одноосного кристалла. 
При такой геометрии в кристалле существует только нео-
быкновенная волна. Генерируемый терагерцевый сигнал 
при этом распространяется вдоль оси z, а его электриче-
ское поле Et, как и поле Ew оптического импульса, парал-
лельно оси x (рис.1). Координаты со штрихом и без него 
связаны между собой преобразованием поворота

,cos sin cos sinz z x x x zq q q q= + = -l l .	 (2)

Представим поляризационный отклик P в виде суммы 
его линейной и нелинейной частей:

3 3

( ) ( ) ( )d dP E t E t
0 0

1 2 2c t t t t t= - + -y y

	 ´
3

( , ) ( )dE t12 1 1
0

2c t t t t-y ,	 (3)

где E = Ew + Et – суммарное электрическое поле; c1(t) и 
c2(t1, t2) – временные восприимчивости первого и второго 
порядков соответственно. Здесь мы учли только главную, 
квадратичную, нелинейность. Для оптической компонен-
ты будем иметь выражение

( ) компл. сопр.( , , )exp iE z x t t kzy w= - +w l l l6 @

	 =  ( ) компл. сопр.( , )exp iz t t k z k xxzy w - - +6 @ ,	 (4)

где kz = kcosq и kx = ksinq – компоненты волнового векто-
ра k; y – медленно меняющаяся огибающая. 

При этом поляризационный отклик можно предста-
вить в виде суммы двух составляющих – оптической Pw 
(на несущей частоте w) и терагерцевой Pt (без несущей ча-
стоты):

3
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1w c t wt y t t= - - -w l6 @ y
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0
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Рис.1.  Геометрия распространения излучения. Заштрихованная об
ласть – оптическое импульсное излучение с наклонным фронтом, 
распространяющееся вдоль оси z'. Широкополосный терагерце-
вый сигнал генерируется в направлении оси z.
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Здесь мы пренебрегли слагаемыми, осциллирующими на 
удвоенной несущей частоте оптического импульса, счи-
тая, что условия синхронизма для генерации второй гар-
моники не выполняются.

Далее будем считать дисперсию оптической и тера-
герцевой компонент относительно слабой, поэтому в ли-
нейных частях обоих откликов используем разложения
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а в нелинейных частях положим 
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где линейная и нелинейная частотные восприимчивости 
определяются соответственно по формулам 

3( )1 ( ) ( )exp i d1
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В (6) линейная восприимчивость ( )
0
1c  и компонента нели-

нейной восприимчивости ( )
00
2c  формально рассматрива-

ются при нулевой частоте, что на самом деле соответству-
ет терагерцевому диапазону. 

Руководствуясь тем, что спектр терагерцевого излуче-
ния может лежать как в области прозрачности, так и в об-
ласти поглощения, запишем для соответствующей линей-
ной комплексной восприимчивости выражение [25] 
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где ce и ci – безынерционные части электронной и ионной 
восприимчивостей соответственно; wpi – плазменная ион-
ная частота, пропорциональная концентрации ионов с 
собственной частотой wi резонансного поглощения, соот-
ветствующей спектру оптических фононов; G – характер-
ная постоянная затухания; первые два слагаемых учиты-
вают безынерционные вклады соответственно электрон
но-оптических переходов и нерезонансных фононных 
мод с далеко отстоящими от wi частотами. 

Из (7) при условии G << wi находим, что
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Таким образом, второе слагаемое в правой части (6) опи-
сывает поглощение терагерцевых волн, а третье – их дис-
персию.

Что касается несущей частоты оптического импульса, 
то будем считать, что она находится в области прозрач-
ности кристалла, где можно пренебречь поглощением. В 
этом случае для восприимчивости ( )1cw  в оптическом диа-
пазоне частот имеем разложение вида [26] 
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Здесь c – безынерционная часть оптической восприимчи-
вости; wpe – электронная плазменная частота; we – харак-
терная частота электронно-оптических переходов; a, b,…, 
a'... – эмпирические постоянные порядка единицы. Груп
па слагаемых, входящих в правую часть со знаком «+», 
описываeт вклад в ( )1cw  электронного отклика, а со знаком 
«–» – ионного.

Теперь, учитывая, что оператор Лапласа инвариантен 
относительно преобразования (2), запишем волновые 
уравнения для оптической и терагерцевой компонент в 
виде 
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где c – скорость света в вакууме. 
После подстановки (5) в (10) для оптической компо-

ненты можно использовать стандартное приближение 
медленно меняющейся огибающей (ММО) [5]. Выполняя 
затем переход от координат со штрихом к координатам 
без штриха согласно (2), получаем
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где /( );cosT t z gu q= -  ¶ ¶/ ;kg
1u w=-  / ;k n cw= w  (1n = +w

4 )( ) /1 1 2pcw  – показатель преломления на частоте w; b = 
4 /( )cn( )
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2 2 2
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w u
q= -q

w
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¶ ¶/k k2
2 2w=  – коэффициент дисперсии групповой скоро-

сти (ДГС). 
Как видно из (13) и (12), наклон волнового фронта эф-

фективно изменяет ДГС, аддитивно добавляя к k2 член, 
зависящий от q и соответствующий аномальной ДГС. 
Данная ситуация упоминалась ранее в [27]. 

С использованием (9) дисперсионную зависимость по-
казателя преломления от частоты представим в виде
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Перейдем теперь к преобразованию уравнения (12) 
для терагерцевого импульса. Подставляя (6) и (8) в (11), 
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где n 1 4 ( )
t 0

1pc= -  – безынерционная часть терагерцево-
го показателя преломления.

 В правой части (15) находятся относительно малые 
слагаемые, связанные с затуханием, дисперсией, нелиней-
ностью и зависимостью Et от поперечной координаты x. 
В связи с этим мы можем использовать приближение мед-
ленно меняющегося профиля [28] (не следует путать с 
ММО). Для этого представим поле терагерцевого им-
пульса в виде Et = Et(T, z), где z = mz. С помощью коэффи-
циента m << 1 учитываются малые слагаемые в правой 
части (15). Тогда, пренебрегая слагаемым, пропорцио-
нальным m2, находим 
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С учетом этого после интегрирования (15) по T при 
нулевых значениях поля и его производных на бесконеч-
ности получим
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При получении выражения (16) мы пренебрегли собст
венной нелинейностью терагерцевой компоненты, про-
порциональной E t

2 , т. к. обычно | |E t
2 2% y  (т. е. интен-

сивность оптического импульса значительно больше ин-
тенсивности терагерцевого сигнала) [20, 21, 23].

Подчеркнем, что к терагерцевой компоненте излуче-
ния, в отличие от оптической, мы не применяли прибли-
жение ММО, т. к. терагерцевый импульс может состоять 
из сколь угодно малого числа осцилляций (вплоть до 
одной). В (12) и (16) y есть огибающая оптического им-
пульса, а Et – само электрическое поле терагерцевого сиг-
нала.

Полагая в (16) отстройку d равной нулю, приходим к 
равенству (1), представляющему собой в данном случае 
условие наиболее эффективной генерации терагерцевого 
излучения с использованием наклонного фронта. 

3. Численный анализ

Дальнейшее теоретическое исследование основано на 
анализе нелинейной системы (12), (16), а также условия (1). 
Используя второе выражение в (14) и полагая uph = c/nt, 
находим из (1) для угла наклона фронта соотношение

cos n
n A B D1
t

2 4
2q w w

w
= + + +c m.	 (17)

Рассмотрим процесс генерации терагерцевого сигнала в кри
сталле LiNbO3. Согласно данным [29], A = 4.83 ́ 10–33 c2, 
B = 1.25 ́ 10–64 c4, D = 4.88 ́ 1027 c–2, n = 2.14, ( )2cw w-  » ( )

00
2c = 

7.9 ́  10–8 ед. СГСЭ. Для терагерцевого диапазона имеем 
nt = 5.099, wpi/(2p) = 29.76 ТГц, wi /(2p) = 7.44 ТГц, G /(2p) = 
1.15 ТГц [18]. 

Подстановка приведенных значений в (17) дает угол 
наклона q » 64.4°. Учет дисперсии в терагерцевом диа-
пазоне, описываемый четвертым слагаемым в левой ча-
сти (16), показывает, что угол наклона должен быть чуть 
больше. В качестве граничных условий при z = 0 выберем 
соотношения

, 0exp ln T
R
x E2 2
2p

t0 2

2

2

2
y y

t
= - + =e o= G ,

где y0, tp и R – соответственно начальные амплитуда, 
длительность и поперечный радиус лазерного пучка. 

Пусть входной оптический импульс имеет централь-
ную частоту w = 2.36 ́  1015 c–1, что соответствует длине 
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волны l = 800 нм. Длительность импульса будем считать 
равной 100 фс, а его энергию – 70 мкДж. При поперечном 
диаметре пучка 0.5 мм начальная интенсивность такого 
импульса I0 ~ 1011 Вт/см2. Угол наклона q примем равным 
~64.46°.

Результаты численного моделирования показали, что 
максимальная эффективность преобразования оптиче-
ского импульса в терагерцевый по энергии составила 
~10–4 при энергии терагерцевого сигнала 11.5 нДж на дис-
танции распространения z = 0.3 мм. На большей дистан-

ции оптический импульс накачки и терагерцевый сигнал 
начинают заметно расходиться в пространстве. Хотя, как 
видно из рис.2 и 3, частичное «увлечение» оптическим 
импульсом терагерцевого сигнала все же происходит: 
«центр тяжести» последнего все больше смещается в об-
ласть положительных значений x. На дистанции z = 0.9 
мм энергия терагерцевого сигнала уменьшается пример-
но в 1.5 раза и составляет 7 нДж. Оптический же импульс 
испытывает все большее дисперсионное расплывание. 
Отчетливо заметен красный сдвиг спектра оптического 

Рис.2.  Эволюция огибающей оптического импульса при z = 0.3 (а) и 0.9 мм (б). Замкнутые изолинии соответствуют одинаковым абсолют-
ным значениям поля.

Рис.3.  Эволюция поля однопериодного терагерцевого импульса для z = 0.3 (а, б) и 0.9 мм (в, г). Изолинии соответствуют одинаковым 
значениям напряженности Et. На рис.3,б и г приведены сечения распределений поля Et при x = 1 (а) и 1.8 мм (б).
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импульса (рис.4), достигающий ~2.5 ТГц в центре попе-
речного сечения пучка и плавно уменьшающийся на пе-
риферии. Отметим также, что спектр генерируемого те-
рагерцевого сигнала постепенно сдвигается в область 
более низких частот (рис.5). Объяснить это можно следу-
ющим образом. При значениях параметров, приведенных 
выше, эффективный коэффициент групповой дисперсии 

k2q > 0. Следовательно, сдвиг частоты оптического им-
пульса в красную область сопровождается увеличением 
его групповой скорости. Для того чтобы условие (1) про-
должало оставаться в силе, необходимо увеличивать и 
фазовую скорость в терагерцевом диапазоне, где диспер-
сия положительна и учитывается четвертым слагаемым в 
левой части (16). Поэтому данное увеличение возможно, 
если синхронно с красным сдвигом частоты оптического 
импульса будет уменьшаться частота терагерцевого излу-
чения. 

Кроме того, мы провели анализ для входного оптиче-
ского импульса длительностью 150 фс при поперечном 
размере пучка 1 мм с целью сравнения с данными соответ-
ствующих экспериментов [30]. Численный анализ систе-
мы (12), (16) предсказывает несколько большую эффек-
тивность генерации, чем наблюдалась в эксперименте. В 
нашем случае эффективность монотонно возрастает от 
0 до 8 ́  10–4 при непрерывном увеличении энергии опти-
ческого импульса от 0 до 400 мкДж. В эксперименталь-
ной же работе [30] максимальная эффективность состав-
ляла ~5 ́  10–4. По всей видимости, это расхождение связано 
с тем, что в рамках нашего теоретического рассмотрения 
не учитываются потери, связанные с выходом излучения 
из кристалла. 

Рис.4.  Эволюция спектра оптического импульса при z = 0.3 (а) и 
0.9 мм (б). Изолинии соответствуют одинаковым значениям спек-
тральной плотности S (Dw – частотный сдвиг относительно несу-
щей частоты входного импульса). На рис.4,в приведены сечения 
распределения спектральной плотности при x = 1.5 мм, z = 0.3 мм 
(1) и x = 4 мм, z = 0.9 мм (2).

Рис.5.  Эволюция спектра терагерцевого сигнала при z = 0.3 (а) и 
0.9 мм (б). Изолинии соответствуют одинаковым значениям спек-
тральной плотности.
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Красный сдвиг спектра оптического импульса, как сле
дует из нашего анализа, растет пропорционально вход-
ной интенсивности этого же импульса в соответствии с 
экспериментальными результатами [24]. Данную связь 
можно объяснить на основе системы (12), (16), воспользо-
вавшись формальной аналогией с квантовой механикой. 
Если в этой системе в нулевом приближении пренебречь 
зависимостью поля от поперечной координаты x, то 
уравнение (12) формально будет совпадать с квантово-
механическим уравнением Шредингера, в котором в ка-
честве времени, координаты и потенциальной энергии 
используются соответственно параметры z/cosq, T и bEt. 
С другой стороны, согласно (16), глубина «потенциаль-
ной ямы» – bEt растет с увеличением |y|2. Из квантово-
механической аналогии становится понятным, что энер-
гия оптических фотонов, захваченных «потенциальной 
ямой», должна уменьшаться. Данное уменьшение тем бо-
лее заметно, чем больше интенсивность самой оптиче-
ской компоненты. На периферийных (по координате x) 
участках импульса его интенсивность меньше. Как было 
отмечено выше, на этих участках сдвиг частоты в крас-
ную область также меньше, чем в центре оптического им-
пульса. 

4. Заключение

Полученная в настоящей работе система уравнений 
(12), (16) позволила описать самосогласованную динами-
ку оптического излучения с наклонным фронтом и гене-
рируемого им терагерцевого излучения. Данная система 
удовлетворительно описывает результаты известных экс-
периментов. В частности, из нее вытекает, что генерируе-
мый терагерцевый сигнал оказывает обратное воздей-
ствие на породивший его оптический импульс. В резуль-
тате спектр последнего смещается в красную область, а 
величина этого смещения пропорциональна интенсивно-
сти входного оптического импульса. 

С другой стороны, в данных уравнениях не учитыва-
ются потери, связанные с выходом излучения из кристал-
ла. При более высоких интенсивностях лазерных импуль-
сов, нежели рассмотренные в настоящей работе, необ
ходимо учитывать кубическую нелинейность, которая 
должна существенным образом повлиять на динамику 
оптического импульса, включая процессы самофокуси-
ровки. 

Угловая добавка к ДГС (см. формулу (13)) способна 
изменить знак последней, что может качественно сказать-
ся на динамике оптического (а вместе с ним и терагерце-
вого) импульса. Для кристалла LiNbO3 изменения знака 
ДГС не происходит, поэтому в дальнейшем следует рас-
смотреть другие одноосные кристаллы, где такое измене-
ние возможно. 

С уменьшением длительности входного оптического 
импульса до нескольких десятков фемтосекунд могут 
оказаться существенными эффекты дисперсии нелиней-
ности, которыми мы пренебрегали в настоящей работе. 
Анализ показывает, что для рассмотренных нами дли-

тельностей в 100 фс и более дисперсия нелинейности не 
играет важной роли. 

В дальнейшем мы планируем модифицировать систе-
му (12), (16) и провести исследования с учетом замечаний, 
сделанных выше.

Помимо использования наклонного фронта условию 
(1) можно удовлетворить, внедрив в кристалл резонанс-
ные примеси, которые способны существенно уменьшить 
групповую скорость оптического импульса [31, 32]. Не 
исключено, что совместное применение этих двух мето-
дик может привести к увеличению эффективности генера-
ции терагерцевого излучения.
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