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1. Введение

Начнем	с	энциклопедического	определения:	«Вынуж-
ден	ное	 излучение,	 индуцированное	 излучение,	 испуска-
ние	электромагнитного	излучения	квантовыми	система-
ми	под	действием	падающего	на	них	излучения.	Фотоны,	
испускаемые	при	В.	и.,	совпадают	по	частоте,	направлению	
распространения	и	поляризации	с	фотонами,	вынуждаю-
щими	 их	 испускание»	 [1].	 В	 общепринятом	 толковании	
вынужденное	 излучение	 возникает	 при	 взаимодействии	
падающего	излучения	с	квантовыми	системами	в	возбуж-
денных	состояниях	(эти	системы	мы	в	дальнейшем	будем	
считать	имеющими	дискретный	энергетический	спектр	и	
называть	атомами).

Утверждение	 второй	 фразы	 цитаты	 можно	 назвать	
центральной	догмой	квантовой	электроники.	Она	широ-
ко	известна	–	ее	можно	найти	и	в	Нобелевских	лекциях	
(1964	г.)	основателей	квантовой	электроники	–	Ч.Х.Таунса	
[2,	p.	60],	Н.Г.Басова	[2,	p.	93],	А.М.Прохорова	[2,	p.	110],	и	
в	современных	on-line	энциклопедиях	[3,	4],	и	в	популяр-
ных	учебниках	[5	–	7].

Теоретическим	 обоснованием	 центральной	 догмы	
принято	считать	результаты	Дирака,	содержащиеся	в	его	
работе	[8],	в	которой	построена	общепринятая	доныне	га-
мильтонова	 схема	 описания	 взаимодействия	 атомов	 с	
квантованным	электромагнитным	полем.	Частной	целью	
работы	 [8]	 был	 вывод	 выражений	 для	 коэффициентов	
Эйнштейна	A и	B из	модели,	в	которой	электромагнитное	
поле	 было	 квантованным,	 т.	е.	 решение	 той	же,	 что	 и	 у	
Эйнштейна	в	работах	[9–11],	задачи	о	кинетике	распреде-
ления	вероятностей	по	стационарным	состояниям	атома	
под	действием	заданного	широкополосного	электромаг-
нитного	поля	(задачa	Эйнштейна	–	Дирака).

Благодаря	свойству	матричных	элементов	оператора	
рождения	фотона

a N N N1 1= + ++t ,	 (1)

в	первом	порядке	теории	возмущений	скорость	перехода	
Ẇ	из	верхнего	по	энергии	состояния	в	нижнее	возрастает	
по	сравнению	с	той	же	скоростью	в	отсутствие	поля	W0o ,

W N W1 0= +o r o] g ,	 (2)

где	Nr 	–	среднее	число	квантов	в	резонансных	с	перехо-
дом	модах	 поля.	Уравнение	 (2)	 совпадает	 с	 уравнением	
Эйнштейна	d dW A B tr= +^ h 	(		r –	спектральная	плотность	
излучения	 на	 частоте	 перехода).	 Приращение	 скорости	
перехода	целиком	вызвано	процессами,	при	которых	воз-
никают	моды	поля,	заполнение	которых	превышает	еди-
ницу.	Поскольку	фотоны	одной	моды	по	по	строению	тож-
дественны,	можно	сделать	следующий	вывод:	увеличение	
скорости	переходов	из	возбужденного	состояния	под	дей-
ствием	 внешнего	 поля	 связано	 с	 испусканием	 фотонов,	
тождественных	 присутствовавшим	 в	 начальном	 состоя-
нии	поля.

Такой	вывод	правилен	в	рамках	поставленной	задачи	
Эйнштейна	–	Дирака	об	эволюции	атома	(вообще	–	систе-
мы	с	дискретным	спектром)	под	действием	широкополос-
ного	внешнего	поля,	у	которого	спектральная	плотность	
непрерывна	и	мало	меняется	на	интервалах	порядка	есте-
ственной	ширины	линии.	Следует,	однако,	помнить,	что	
при	выводе	формулы	(2)	суммирование	по	модам	поля	за-
меняется	интегрированием,	а	из-под	знака	интеграла	вы-
носится	предполагаемая	постоянной	величина	 ( )N wr 	([8];	
см.	также	[12,	§	29]).	Таким	образом,	задача	Эйнштейна	–	
Дирака	описывает	не	элементарный	процесс	взаимодейст-
вия	одиночного	фотона	с	атомом,	а	более	сложный	про-
цесс,	происходящий	в	присутствии	многих	фотонов	с	раз-
ными	частотами.

Под	элементарным	процессом	вынужденного	излуче-
ния	 мы	 будем	 понимать	 эволюцию	 атома,	 взаимодей-
ствующего	с	квантованным	электромагнитным	полем,	из	
начального	состояния,	в	котором	атом	возбужден,	а	поле	
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находится	в	состоянии	с	одним	фотоном	в	одной	из	мод	
поля.	 Целью	 настоящей	 работы	 является	 рассмотрение		
кинетики	и	спектральных	свойств	излучения	таких	про-
цессов	при	различных	граничных	условиях,	наложенных	
на	электромагнитное	поле.

Будем	рассматривать	системы	с	гамильтонианом

H H H Va f= + +t t t t ,	 (3)

где	Hat 	–	гамильтониан	двухуровневого	атома;	

H a af 'w= m m m
m

+t t t/ 	 (4)

–	гамиль	тониан	квантованного	электромагнитного	поля;	
индекс	m	 нумерует	 моды	 электромагнитного	 поля;	wm	 –	
частота	моды	m;	 a m

+t 	и	 a mt 	–	операторы	рождения	и	унич-
тожения	фотонов	в	моде	m.	Оператор	взаимодействия,	
следуя	[13,	с.	261],	возьмем	в	дипольном	приближении:

V u u= + m
m

+
mt tt _ i/ .	 (5)

Здесь

( )i ad E r
2
V

'
u

p w
=-

m
m m
+

mt tt ;	 (6)

V 	–	объем	области,	содержащей	электромагнитное	поле;	
dt 	–	оператор	дипольного	момента;	 ( )E rm 	–	распределение	
напряженности	электрического	поля	в	моде	m,	нормиро-
ванное	условием	

( ) dE r r V=m
2y .	 (7)

2. Элементарный процесс вынужденного 
излучения в резонаторе (одномодовый 
случай, нет затухания)

Пусть	атом	взаимодействует	с	одной	модой	поля	резо-
натора.	В	этом	случае	тождественность	всех	фотонов	обе-
спечена	по	построению,	но	вопрос	о	кинетике	вынужден-
ного	 излучения	 остается.	 В	 отсутствие	 затухания	 поля	
такая	модель	была	рассмотрена	Джейнсом	и	Каммингсом	
[14].	 Гамильтониан	 (3)	 запишем	 в	 традиционном	 виде	 с	
использованием	приближения	вращающегося	поля:

iH a a a a
2 2JC z
0'

' '
w s w s sW

= + + -+
+

+
-

t t t t t t t t^ h,	 (8)

где	 ist 	 –	матрицы	Паули	 ( /2ix y!s s s=!t t t^ h ).	Для	упроще-
ния	формул	мы	ограничимся	случаем	точного	резонанса,	
в	котором	частоты	атомного	перехода	w0 и	фотона	един-
ственной	моды	w совпадают.	Вакуумная	частота	Раби

2 d2
V'

z pwW = ,	 (9)

где	d –	модуль	матричного	элемента	компоненты	диполь-
ного	момента	перехода,	а	z –	безразмерный	геометричес-
кий	фактор,	зависящий	от	формы	резонатора,	типа	мо	ды	
и	положения	атома	в	резонаторе.	Например,	для	основ-
ной	 TM	 моды	 цилиндрического	 резонатора	 и	 атома	 в	
пучности	поля	(на	оси	резонатора)	z  = 1.926 [14].

Если	 в	 начальном	 состоянии	 поле	 находится	 в	
N-фотонном	состоянии,	то	модель	становится	двухуров-
невой	 системой	 с	 вектором	 состояния	 | ,K NY = + +	
L ,N 1- + 	(в	базисном	состоянии	 ,N+ 	атом	в	верх	нем	
состоянии,	 в	 моде	N фотонов,	 а	 в	 базисном	 состоянии	
,N 1- + 	атом	в	нижнем	состоянии,	в	моде	N + 1 фотон).	

Уравнения	движения	для	амплитуд	имеют	вид

	 ,
d
d

d
d

t
K N L

t
L N K1

2
1
2

W W
= + =- + .	 (10)

Решения	системы	(10)	описывают	происходящий	с	N-фо-
тонной	 частотой	 Раби	 N 1W W= +u 	 обмен	 энергией	
меж	ду	атомом	и	полем.	При	начальных	условиях	K(0)	=	1,	
L(0)	=	0	вероятность	нахождения	атома	в	верхнем	состоя-
нии

cosW t N t
2
1 1 1W= + ++] ^g h.	 (11)

Рассмотрим	для	примера	молекулу	аммиака	(частота	пе-
рехода	w0	=	1.50	́  1011 c–1 ,	матричный	элемент	дипольно-
го	момента	d	=	1.47	́  10–18 ед.	СГС)	в	настроенном	на	ча-
стоту	 основной	 моды	 w0	 цилиндрическом	 резонаторе	
длиной	L	=	10	cм.	Тогда	для	вакуумной	частоты	Раби	из	
(9)	получаем	W	=	62.8	с–1.	Эту	величину	интересно	срав-
нить	со	скоростью	Gs	спонтанного	радиационного	пере-
хода	 в	 свободной	 молекуле;	 при	 выбранных	 значениях	
параметров

3.41 10 c
c

d
3
4

s 3

2
0
3

7 1
#

'

wG = = - - .	 (12)

Наличие	резонатора,	настроенного	на	частоту	перехода,	
в	нашем	примере	увеличивает	скорость	передачи	энергии	
от	атома	к	полю	приблизительно	в	108	раз.

3. Элементарный процесс вынужденного 
излучения в резонаторе (одномодовый 
случай, есть затухание)

Резонаторы	первых	мазеров	имели	добротности	Q	от	
1000	[15]	до	12000	[16].	Приняв	большее	значение,	в	усло-
виях	нашего	примера	получим	скорость	затухания	поля

6.25 10 10c
Q2

6 1 5
# .k w W= = - ,	 (13)

т.	е.	в	этом	случае	«атом»	(молекула	аммиака)	в	резонато-
ре	есть	сильно	демпфированная	система,	и	модель	Джейн-
са	–	Каммингса	(8)	для	нее	неприменима	даже	приближенно.

Прогресс	экспериментальной	техники	и	методики	(при-
менение	 высокодобротных	 сверхпроводящих	 резонато-
ров,	использование	ридберговских	атомов	с	большим	ди-
польным	матричным	 элементом	 перехода	 и	 т.	п.)	 давно	
уже	 позволил	 достичь	 области	 малого	 демпфирования	
k <<	W.	Впервые	это	было	сделано	в	СВЧ	диапазоне	Валь-
тером	с	соавторами	(k = 0.18W	[17]),	а	в	оптическом	диа-
пазоне	–	Кимблом	(k = 0.14W	[18]).	Поэтому	представляет	
интерес	исследование	влияния	затухания	на	кинетику	вы-
нужденного	излучения	в	резонаторе	в	широком	диапазо-
не	значений	отношения	h	=	k/W.

Динамика	двухуровневого	атома,	связанного	с	одной	
модой	квантованного	электромагнитного	поля	в	резона-



«Квантовая	электроника»,	42,	№	3	(2012)	 П.В.Елютин194

торе	с	затуханием,	была	впервые	исследована	Сачдевом	
[19].	В	основе	модели	лежит	уравнение	для	матрицы	плот-
ности	системы

,i
t

H a a a a a a2JC2
2

'
r

r k r r r=- - - ++ + +t t t t tt tt t t t t^ h7 A .	 (14)

Здесь	и	далее	мы	ограничиваемся	случаем	нулевой	темпе-
ратуры	резонатора.	Вместо	рассмотрения	уравнений	для	
элементов	матрицы	плотности	можно	построить	систему	
уравнений	для	моментов

, 0, 1A a a p Ap
p p

0H= =+t t] g ,	 (15)

, 0,B a a p B
2
1

2
1

p
p
z

p
z0Hs s= =+t t t t] g ,	 (16)

, 0.C a a a a p >p
p p p p1 1s s= ++ -

- +
+ -t t t t t t] ]g g 	 (17)

Для	спонтанного	излучения	(N	=	0)	эта	система	принима-
ет	вид

, 2
d
d

d
d

t
B C

t
A C A

2 2
0

1
1

1 1kW W
= =- - ,

2 , 2
d
d

d
d

t
B C B

t
C B B C

4 2
1

1 1
1

0 1 1k kW W W W
= - =- - - - 	

(18)

(Ap,	Bp,	Cp	º	0	при	p ³ 2).	Система	(18)	допускает	аналити-
ческое	решение	[19],	но	оно	громоздко,	поэтому	ограни-
чимся	асимптотиками	для	предельных	случаев.	В	случае	
слабого	 демпфирования	 ( %k W )	 вероятность	 нахожде-
ния	атома	в	верхнем	состоянии,	W+	=	B0	+	1/2,	изменяется	
по	закону

( ) coseW t t
2
1

t
. W+

k

+

-

] g,	 (19)

т.	е.	совершает	осцилляции	Раби	(11)	с	вакуумной	часто-
той,	затухающие	со	скоростью,	вдвое	меньшей,	чем	ско-
рость	затухания	энергии	поля	без	взаимодействия	с	ато-
мом.	 Это	 легко	 интерпретировать:	 система	 в	 среднем	
только	половину	времени	хранит	энергию	в	затухающей	
моде	поля.	В	противоположном	случае	большого	демп-
фирования	(k	>>	W)	населенность	убывает	по	экспоненци-
альному	закону

( ) expW t t
2

.
k

W
-+

2
c m.	 (20)

Показатель	экспоненты	в	(20)	может	быть	представлен	в	
виде

4 4c

d Q Q
2 3

4 3 3
V V

s3

2 3

2

2 3

2

2 3

' p pk
w z l z lW G= =

2
,	 (21)

где	 l	 =	 2pc/w	 –	 длина	 волны	 резонансного	 излучения.	
Этот	результат	был	впервые	получен	Перселлом	из	фено-
менологической	модели,	в	которой	геометрический	фак-
тор	имел	универсальное	значение	z	=	1	[20].

Простейший	случай	вынужденного	излучения	(N	=	1)	
описывается	аналогичной	(18)	системой	седьмого	порядка:	

, 2
d
d

d
d

t
B C

t
A C A

2 2
0

1
1

1 1kW W
= =- - ,

2 , 2
d
d

d
d

t
B C B C

t
C B B C

4 2 2
1

1 1 2
1

0 1 1k kW W W W W
= - + =- - - - ,

4 , 4
d
d

d
d

t
A C A

t
B C B

2
2

1 2
2

2 2k kW W
=- - = - ,

2 2 3
d
d
t
C B B C2

1 2 2kW W W=- - - - 	

(22)

(Ap,	Bp,	Cp	º	0	при	p ³ 3).	Общее	аналитическое	решение	
системы	(22)	невозможно,	однако	она	легко	решается	чис-
ленно.	На	рис.1	показаны	зависимости	вероятностей	на-
хождения	 атома	 в	 возбужденном	 состоянии	 от	 времени	
для	спонтанного	(N(0)	=	0)	и	простейшего	вынужденного	
(N(0)	=	1)	случаев.

Определим	 эффективную	 скорость	 излучения	G	 соот-
но	шением

3

( )dW t t1
0G = +y .	 (23)

Рис.1.	 Зависимости	вероятностей	W+	пребывания	изначально	воз-
бужденного	 двухуровневого	 атома,	 взаимодействующего	 с	 резо-
нансной	 затухающей	 модой	 электромагнитного	 поля,	 в	 возбуж-
денном	состоянии	от	времени	(в	единицах	W –	1)	для	случаев	малого	
демпфирования	k	=	0.1	W	(а)	и	пограничного	демпфирования	k	=	
W (б).	Пунктирные	кривые	–	спонтанное	излучение	(начальное	со-
стояние	поля	|0ñ),	сплошные	кривые	–	элементарное	вынужденное	
излучение	(начальное	состояние	поля	|1ñ).
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Зависимость	 отношения	 эффективных	 скоростей	 про-
стейшего	вынужденного	 (G1)	и	 спонтанного	 (G0)	излуче-
ний	от	h	=	k/W показана	на	рис.2.

Видно,	что	при	малых	затуханиях	вынужденное	излу-
чение	происходит	медленнее	спонтанного;	при	исчезаю-
щее	малом	затухании	отношение	G1/G0	стремится	к	0.75.	
При	h > 0.28 вынужденное	излучение	происходит	быстрее	
спонтанного.	 Максимум	 отношения	 G1/G0	 достигается	
при	h	=	0.65	и	равен	1.23.

4. Элементарный процесс вынужденного 
излучения в резонаторе (двухмодовый 
случай, нет затухания)

Рассмотрим	теперь	задачу,	в	которой	атом	может	вза-
имодействовать	с	двумя	модами	резонатора	(без	затуха-
ния).	Пусть	одна	из	них	имеет	частоту	w1	=	w0,	равную	ча-
стоте	 перехода,	 а	 вторая	 имеет	 небольшую	 расстройку,	
2 0w w D= + ,	 0% wD .	Мы	будем	называть	их	резонанс-

ной	и	нерезонансной	модами	соответственно,	а	вакуум-
ные	частоты	Раби	W для	них	будем	считать	одинаковыми.	
Тогда	в	приближении	вращающегося	поля	систему	мож-
но	считать	находящейся	в	суперпозиции	пяти	близких	по	
энергии	состояний:

|Y  ñ =	A |+10ñ + B | + 01ñ + C | – 20ñ	+	D | – 02ñ	+E | – 11ñ.	 (24)

Система	уравнений	для	амплитуд	имеет	вид

d
d e
t
A C E2

2 2
i tW W

= +
D- ,				

d
d e
t
B D E2

2 2
i tW W

= +
D- ,

d
d
t
C A2

2
W

=- ,				 d e
dt
D B2

2
i tW

=-
D ,	 (25)

d
d e
t
E A B

2 2
i tW W

=- -
D .

Начальные	условия,	соответствующие	простейшему	про-
цессу,	таковы:	A(0)	=	1,	а	все	остальные	амплитуды	в	на-
чальный	 момент	 равны	 нулю.	 В	 этой	 задаче	 мы	 будем	
рассматривать	 появление	 состояний	 с	 двумя	 фотонами	

как	 процесс	 копирования	 начального	 фотона.	 Решение	
системы	(25)	имеет	квазипериодический	характер	(опре-
деленное	конечное	состояние	отсутствует),	и	наибольший	
интерес	представляют	средние	по	времени	значения	веро-
ятностей.	Управляющим	параметром	системы	(25)	явля-
ется	b	=	 |2D|/W	–	расстройка	нерезонансной	моды,	отне-
сенная	к	половине	вакуумной	частоты	Раби.

Введем	 обозначения	 p C 2
= ,	 q E 2

= ,	 r D 2
= 	 для	

средних	по	времени	вероятностей	состояний,	в	которых	
поле	содержит	два	фотона.	Зависимости	этих	величин	от	
логарифма	параметра	b показаны	на	рис.3.

При	b ® 0,	 когда	частоты	мод	 сближаются,	поле,	 со-
стоящее	из	двух	фотонов,	в	 среднем	с	вероятностью	3/8	
содержит	два	фотона,	идентичных	начальному,	с	вероят-
ностью	1/4	–	два	фотона	в	разных	модах	и	с	вероятностью	
3/8	–	два	фотона	в	моде,	отличной	от	начальной.	Таким	
образом,	 если	 расстройка	 пренебрежимо	мала,	 то	 сред-
няя	по	времени	вероятность	¡ нахождeния	поля	с	двумя	
фотонами	 в	 состоянии	 с	 двукратно	 заполненной	модой	
¡(2) = 0.75.	С	ростом	b величина	p,	пропорциональная	ве-
роятности	нахождения	двух	идентичных	начальному	фо-
тонов,	 в	 основном	 возрастает,	 стремясь	 к	 предельному	
значению	1/2,	свойственному	одномодовому	случаю	(см.	
(11)).	Величина	q при	малых	b возрастает,	достигая	мак-
симума	maxq	=	0.204	при	b = 1.0,	а	затем	в	основном	убы-
вает	при	b	>>	1	как	q	≈	b–2.	Величина	r (	b) монотонно	убы-
вает:	при	больших	расстройках	r	≈	b–4.	Интересно	отме-
тить	небольшие	нарушения	монотонности	p ( b) и	r ( b) при	
b ≈ 2.

В	качестве	меры	частотного	отклонения	фотонов	от	
начального	значения	можно	взять	среднюю	частоту.	То-
гда	относительная	частотная	погрешность	копирования	
будет	даваться	выражением

,F F p r q
q r

2
2

0
d b

w
b b bW

= =
+ +
+

w^ ^ ^h h h .	 (26)

График	функции	F(	b)	показан	на	рис.4.	Видно,	что	она	
достигает	максимума,	равного	0.97,	при		b = 2.82.	Следо-
ватель	но,	 при	 взаимодействии	 атома	 с	 двумя	 модами	
поля	 с	 близкими	 частотами	 в	 резонаторе	 частотная	 по-
грешность	копирования	фотона	dw	может	достигать	~W/2w0.	
В	условиях	использованного	выше	примера	dw =	2.09	́ 	10–10.	
З	аметим	также,	что	поскольку	рассмотренные	моды	мо-
гут	иметь	поля	совершенно	различной	структуры,	ника-

Рис.2.	 Зависимость	отношения	эффективных	скоростей	излучения	
элементарного	 вынужденного	 (G1)	 и	 спонтанного	 (G0)	 излучений	
двухуровневого	 атома,	 связанного	 с	 одной	 резонансной	 модой	
поля,	от	lg	h	=	lg	(k/W).

Рис.3.	 Зависимости	средних	вероятностей	заселения	мод	от	lg	b	=	
lg	(|2D|/W).	Кривая	p	–	два	кванта	в	резонансной	моде,	q	–	по	одному	
кванту	в	каждой	из	мод,	r	–	два	кванта	в	нерезонансной	моде.
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кой	простой	связи	между	распределениями	поля	в	модах	
вынуждающего	и	вынужденного	фотонов	быть	не	может.	

5. Элементарный процесс вынужденного 
излучения в свободном пространстве

Рассмотрим	теперь	процесс	рассеяния	фотона	(мы	бу-
дем	называть	его	начальным	и	обозначим	как	|10ñ,	а	его	
частоту	как	w)	на	возбужденном	атоме	в	свободном	про-
странстве.	Как	обычно,	мы	будем	считать	поле	находя-
щимся	в	кубе	с	ребром	L	(L V3

= )	и	подчиненным	перио-
дическим	граничным	условиям	на	гранях	куба,	а	в	конце	
расчетов	совершим	предельный	переход	V " 3.	Для	вир	-
туального	резонатора-куба	распределение	электрическо-
го	поля	Em(r)	будет	даваться	функцией	 exp ie k r-m m^ h,	где	
em	–	единичный	вектор	поляризации	моды	m,	а	km –	ее	вол-
новой	 вектор,	 однако	 в	 рамках	 используемого	 нами	 ди-
польного	приближения	можно	просто	положить	Em(r)	=	em.

В	первом	порядке	теории	возмущений	процесс	излуче-
ния	возбужденным	атомом	одного	фотона	с	частотой	w1	
в	присутствии	одного	начального	фотона	с	частотой	w опи-
сывается	 стандартным	 решением	 Вайскопфа	 –	 Вигнера	
[21]	 (см.	 также	 [22,	 §18]):	 динамическое	 взаимодействие	
падающего	фотона	и	атома	отсутствует,	а	комбинаторное	
взаимодействие	 увеличивает	 в	 2 	 раз	 матричный	 эле-
мент	перехода	только	для	одной	моды.	В	пределе	V " 3 	
этот	матричный	элемент	становится	бесконечно	малым	и	
не	 вносит	 изменений	 ни	 в	 кинетику	 перехода,	 которая	
остается	экспоненциальной,

( ) expW t tsG= -+ ] g,	 (27)

ни	в	спектральное	распределение	излучения,	которое	ос-
тается	лоренцевским,

		 ( )G 1
1

0 1
pw

w w g
g

=
- +2

2] g
	 (28)

(здесь	g = Gs	/2	–	половина	скорости	спонтанного	излуче-
ния),	и	не	зависит	от	частоты	w	начального	фотона.

Доступные	наблюдению	эффекты,	в	которых	падаю-
щий	фотон	динамически	взаимодействует	с	атомом,	вы-
зывая	в	нем	переход,	описываются	третьим	порядком	те-
ории	возмущений.	Поскольку	для	двухуровневого	атома	
возможна	 только	последовательность	 переходов	 |+ñ ® 
|–ñ ® |+ñ ® |–ñ, то	в	приближении	вращающегося	поля	воз-
можен	только	процесс,	в	котором	атом	испускает	фотон	в	

моду	m в	присутствии	начального	фотона,	 затем	погло-
щает	начальный	фотон	с	частотой	w и,	наконец,	испуска-
ет	второй	фотон	в	моду	n.	Процесс,	в	котором	на	втором	
переходе	происходит	поглощение	только	что	испущенно-
го	фотона	с	частотой	wm,	не	будет	зависеть	от	характери-
стик	 начального	 фотона;	 он	 описывает	 радиационную	
поправку	к	спонтанному	излучению	атома.	В	силу	закона	
сохранения	энергии	частоты	перехода	и	фотонов	связаны	
соотношением

0w w w w+ = +m n .	 (29)

В	дальнейшем	нас	будут	интересовать	только	процессы	с	
участием	фотонов	c	частотами,	близкими	к	резонансной	
( 0 0%w w w-m ),	поэтому	всюду,	кроме	резонансных	зна-
менателей,	мы	будем	считать	частоты	всех	трех	фотонов	
одинаковыми	и	равными	w0.	С	учетом	конечности	шири-
ны	линии	составной	матричный	элемент	третьего	поряд-
ка	имеет	вид
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Скорость	 процесса	 перехода	 в	 элементарный	 интер-
вал	на	энергетической	поверхности	постоянна	во	време-
ни	и	дается	формулой	

2d dW V Ek
3

'
p r=

2o u ]
]

g
g ,	 (31)

где	dr(Ek)	 –	дифференциал	плотности	конечных	состоя-
ний	в	элементарном	интервале,	отличных	от	энергии	ин-
тегралов	движения	на	энергетической	поверхности	[8].

Найдем	спектральное	сечение	излученных	в	этом	про-
цессе	фотонов,	пропорциональное	вероятности	того,	что	
частота	одного	из	фотонов	лежит	в	интервале	dw1	вбли-
зи	w1:

d d
c
WVs =
o
.	 (32)

В	зависимости	от	того,	испускаются	ли	фотоны	в	запол-
ненную	моду	или	в	пустые	моды,	дифференциал	плотно-
сти	 конечных	 состояний	 имеет	 разный	 порядок	 по	 V .	
Основной	вклад	вносят	процессы,	в	которых	фотоны	ис-
пускаются	в	различные	моды	(	m	и	n).	Для	них	дифферен-
циал	плотности	конечных	состояний

d d d d
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1 3
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'
p p

r w w wW W=
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]
g g

g.	 (33)

Если	квант	моды	m испускается	в	моду	начального	фото-
на,	 то	матричный	 элемент	 получает	множитель	 2 ,	 но	
суммирование	по	модам	в	(30)	идет	только	по	индексу	ко-
нечного	состояния	моды	n,

d d
c2

V
3

1
2

1
'

r
p
w W=

] g
,	 (34)

и	соответствующий	вклад	в	скорость	процесса	при		V " 3 	
становится	исчезающе	малым.	Аналогично	пренебрежи-

Рис.4.	 Зависимость	функции	F	(26),	пропорциональной	частотной	
погрешности	копирования	dw,	от	lg	b	=	lg	(2D/W).
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мо	малыми	оказываются	и	вклады	от	других	случаев,	в	
которых	 проявляется	 комбинаторное	 взаимодействие.	
Таким	образом,	неисчезающий	вклад	в	спектральное	се-
чение	 простейшего	 процесса	 излучения	 при	 рассеянии	
фотона	на	возбужденном	атоме	при	V " 3	дают	стати-
стически	подавляющие	случаи,	в	которых	оба	фотона	ис-
пускаются	в	незаполненные	моды.

Спектральное	 сечение	 нетрудно	 привести	 к	 выраже-
нию	вида
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s w w w w g= ^ h,	 (35)

где	функция	G	может	быть	представлена	в	виде	отноше-
ния	однородных	полиномов	четвертой	и	восьмой	степе-
ней	от	аргументов,	имеющих	характер	частоты:
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Выражение	для	G в	общем	случае	очень	громоздко,	и	мы	
его	не	приводим.	При	точном	резонансе	(w	=	w0)	функция	
G имеет	простой	вид:

, , ,G 2
0 0 1 2

2
w w w g

gD
=

+
2^ dh n ,	 (37)

где	D = w1	–	w0	–	расстройка	частот	перехода	и	одного	из	
излученных	фотонов.	Ширина	этой	линии	излучения	близ-
ка	к	естественной,	но	форма	несколько	иная	(рис.5).	Для	
лоренцевской	линии	при	малых	g половина	полной	спек-
тральной	мощности	лежит	в	интервале	|D| G  g,	а	для	ли-
нии	с	формой	(37)	–	при	|D| G  0.442g.

Отметим,	что	к	такой	же	форме	спектрального	распре-
деления	приводит	модель	Моллоу	[23],	описывающая	рас-
сеяние	 монохроматического	 излучения	 с	 частотой	w на	
двухуровневой	системе	с	релаксацией	с	резонансной	ча-
стотой	w0.	Для	случая	точного	резонанса	(w = w0)	спектр	
мощности	излучения	в	слабом	поле	(W	<<	g)	имеет	вид	
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Здесь	W	–	частота	Раби	падающего	на	систему	(классиче-
ского)	поля,	а	расстройка	D	=	w1	–	w0.	Первое	слагаемое	
описывает	 упругое	 рассеяние	 одиночных	 фотонов	 с	 со-
хранением	 энергии	 (процесс,	 детально	 исследованный	
Гайт	лером,	см.	[22,	c.	234]),	а	второе,	описывающее	рассе-
яние	пар	фотонов	с	обменом	энергией	между	ними,	имеет	
ту	же	форму,	что	и	найденная	нами	зависимость	G(w).

Полное	сечение	рассеяния	при	точном	резонансе

3 2

ps l= 	 (39)

вдвое	 больше	 сечения	 резонансной	 флуоресценции	 (см.	
[13,	с.	416]).

При	отстройке	 частоты	начального	фотона	от	резо-
нанса	 форма	 линии	 (36),	 сохраняя	 симметрию	 относи-
тельно	 частоты	 20w w w= +r ] g ,	 уширяется,	 а	 при	 доста-
точно	больших	расстройках	расщепляется	на	две	прибли-
зительно	 лоренцевы	 линии	 с	максимумами	интенсивно-
сти	на	частотах	перехода	и	начального	фотона	(рис.6).

Погрешность	спектрального	копирования	начального	
фотона	dw	при	простейшем	процессе	вынужденного	из		лу-
чения	 в	 свободном	 пространстве	 определяется	 отноше-
нием	естественной	ширины	линии	 /2 2 /(3 )d cs

2
0
3 3'g wG= = 	

(см.	(12))	к	ее	центральной	частоте	w0.	Этому	отношению	
можно	придать	вид

at

3 0
2

+d w
g

a w
w

=w b l ,	 (40)

где	a	=	e2/ћc	–	постоянная	тонкой	структуры;	wat	=		me 4ћ –3		
=	 4.13	́ 	1016	 c–1	 –	 атомный	масштаб	 частоты.	 В	 оптиче-
ском	 диапазоне	 погрешность	 частотного	 копирования	
dw	~ 3	́ 	10–9	очень	мала.	Напротив,	пространственные	ха-
рактеристики	 начального	 фотона	 копируются	 плохо:	
погрешности	копирования	волнового	вектора	и	вектора	
поляризации	 велики,	 1, 1k e+ +d d .	 У	 этого	 явления	 две	
причины.	С	одной	стороны,	точечный	в	дипольном	при-
ближении	атом	не	чувствует	пространственную	структу-
ру	 поля	 –	 динамическое	 взаимодействие	 в	 свободном	
пространстве	не	зависит	от	волнового	вектора.	С	другой	
стороны,	комбинаторное	взаимодействие,	приводящее	к	
небольшому,	в	 2 	раз,	уве	личению	матричного	элемента	
для	излучения	фотона	в	заполненную	моду,	в	свободном	
пространстве	подавляется	за	счет	уменьшения	числа	воз-
можных	конечных	состояний.

Рис.5.	 Формы	 спектральных	распределений	 спонтанного	излуче-
ния	(пунктир)	и	простейшего	вынужденного	излучения	(сплошная	
кривая)	 при	 резонансе	 частот	 начального	 фотона	 и	 перехода.	
Полуширина	линии	спонтанного	излучения	g	=	0.1.

Рис.6.	 Форма	спектрального	распределения	простейшего	вынуж-
денного	излучения	в	нерезонансном	случае	(w0	=	1,	w	=	0.7,	g	=	0.1).
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6. Выводы 

Приведенные	выше	расчеты	показывают,	что	две	чер-
ты,	присущие	задаче	Эйнштейна	–	Дирака,	а	именно	уве-
личение	скорости	перехода	и	появление	кратно	заполнен-
ных	мод	квантованного	поля	излучения,	в	элементарных	
процессах	вынужденного	излучения	присутствуют	в	раз-
ной	мере.	При	взаимодействии	с	одной	модой	поля	в	ре-
зонаторе	копирование	фотона	является	точным	(средняя	по	
времени	вероятность	нахождения	поля	с	двумя	фотонами	
в	состоянии	с	двукратно	заполненной	модой	¡(1)	=	1),	но	
при	наличии	затухания	поля	скорость	перехода	атома	в	
нижнее	 состояние	 при	 вынужденном	 излучении	 может	
быть	 как	 больше,	 так	 и	меньше	 скорости	 перехода	 при	
спонтанном	излучении.	Из	рассмотрения	задачи	с	двумя	
модами	резонатора	следует,	что	копирование	начального	
фотона	является	в	общем	случае	приближенным,	а	его	эф-
фективность	зависит	от	расстройки	второй	(нерезонанс-
ной)	моды.	Если	расстройка	пренебрежимо	мала,	то	сред-
няя	 по	 времени	 вероятность	 нахождения	 поля	 с	 двумя	
фотонами	 в	 состоянии	 с	 двукратно	 заполненной	модой	
¡(2)	=	0.75	(см.	п.4).	Расчеты,	которые	здесь	не	приводят-
ся,	 показывают,	 что	 для	 трех	 резонансных	 мод	 ¡(3)	 =	
0.556.	Не	вызывает	сомнений,	что	с	дальнейшим	ростом	
числа	резонансных	мод	вероятность	двукратного	запол-
нения	мод	будет	продолжать	падать.	В	предельном	слу-
чае	 бесконечного	 числа	 мод,	 соответствующем	 излуче-
нию	в	свободном	пространстве,	процесс	рассеяния	фото-
на	 на	 возбужденном	 атоме	 не	 приводит	 к	 двукратному	
заполнению	 мод,	 хотя	 спектральное	 копирование	 на-
чального	фотона	имеет	место	с	высокой	точностью.

Отсюда	 следует	 необходимость	 уточнения	 определе-
ния	 вынужденного	 излучения	 (такая	 необходимость	 на	
основе	иных	соображений	уже	отмечалась	в	[24]).	Начать	
можно	 с	 тривиального	 факта:	 присутствие	 начального	
фотона	меняет	процесс	эволюции	атомной	системы,	его	
кинетику	и	модовый	состав	возникающего	излучения.

Если	следовать	Эйнштейну	и	считать	определяющей	
характеристикой	вынужденного	излучения	изменение	ки
нетики	перехода	(оригинальный	термин	–	Zustandsänder-
ungen	durch	Einstrahlung,	изменение	 состояний	под	дей-
ствием	облучения	[9	–	11]*),	то	упоминание	об	испускании	
тождественных	фотонов	должно	быть	устранено	из	опре-
деления	вынужденного	излучения,	ибо	такое	испускание	
может	иметь	место	отчасти	(см.	п.4)	или	не	иметь	места	
вообще	(см.	п.5).	Кроме	исторической	преемственности,	
такое	 кинетическое	 определение	 предпочтительно,	 по-
скольку	описывает	явление	в	терминах	наблюдаемых	и	не	
привязано	к	специфической	модели.	В	частности	оно	до-
пускает	возможность	описания	вынужденного	излучения	
с	 помощью	 классических	 моделей,	 известную	 еще	 Эйн-
штейну	[9	–	11]	и	нашедшую	широкое	применение	в	науч-
ной	литературе	(см.,	напр.,	[27	–	29]).

С	другой	стороны,	формально	можно	следовать	цен-
тральной	догме	и	определить	вынужденное	излучение	как	
процесс	испускания	фотонов	в	заполненные	моды.	В	этом	
случае	тождественность	испущенных	квантов	начальным	
будет	гарантирована.	Но	тогда	изменение	спектральных	
свойств	излучения	возбужденного	атома	в	свободном	про-
странстве	при	взаимодействии	 с	 внешним	фотоном	 (см.	
п.5)	придется	описывать	как	новый,	третий	тип	процесса,	
ибо	он	не	будет	являться	ни	спонтанным,	ни	вынужден-
ным	излучением.	Бритва	Оккама	отсекает	такой	подход.

Необходимо	также	отметить,	что	совершенно	невер-
ное	утверждение	о	точном	копировании	одиночного	фо-
тона	 при	 рассеянии	 его	 на	 возбужденном	 атоме	 повсе-
местно	 (от	 школьных	 [30,	31]	 до	 университетских	 [5	–	7]	
учебников)	 используется	 для	 объяснения	 высокой	 про-
странственной	направленности	и	квазимонохроматично-
сти	излучения	лазеров.	С	этим	надо	что-то	делать.
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*	Переводчики	статей	[9	–	11]	для	собрания	трудов	Эйнштейна	[25]	
всюду	перевели	Einstrahlung	(облучение)	как	«индуцированное	из-
лучение».	 	Во-первых,	это	немедленно	привело	к	физически	оши-
бочным	утверждениям	–	например,	о	том,	что	«оно	может	вызы-
вать	с	равным	успехом	как	уменьшение,	так	и	приращение	энер-
гии»	(с.	390).		Во-вторых,	это	анахронизм:	термин	«индуцирован-
ное	излучение»	(induced	emission)	был	введен	ван	Флеком	лишь	в	
1924	 г.	 [26],	 а	 эквивалентный	 термин	 «вынужденное	 излучение»	
(stimulated	emission)	–	Дираком	в	1927	г.	[8]


