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1. Введение

Предметом	настоящей	работы	являются	лазеры	на	парах	
бромида	меди	(CuBr),	генерирующие	излучение	с	длинами	
волн	l1	=	510.6	нм	и	l2	=578.2	нм.	Лазеры	данного	типа	–	
самые	эффективные	источники	лазерного	излучения	в	ви-
димом	диапазоне	среди	лазеров	на	парах	металлов.	Они	
имеют	широкое	практическое	применение	и	представля-
ют	большой	научный	интерес	[1].

Для	исследования	этих	лазеров	помимо	эксперимента	
интенсивно	применяются	методы	аналитического	и	чис-
ленного	моделирования.	Основные	результаты	в	этом	на-
правлении	получены	с	использованием	кинетических	мо-
делей,	 состоящих	 в	 основном	 из	 десятков	 и	 даже	 сотен	
взаимосвязанных	дифференциальных	уравнений,	описы-
вающих	 взаимосвязь	 физических	 процессов	 в	 лазерной	
среде	[1,	2].	Вместе	с	тем	в	последние	годы	разрабатыва-
ются	новые	подходы	к	исследованию	таких	лазеров,	осно-
ванные	на	статистической	обработке	накопленных	экспе-
риментальных	данных	с	применением	специализирован-
ных	компьютерных	методов	и	програмного	обеспечения	
[3	–	7].	Эти	подходы	дают	 возможность	 напрямую	полу-
чать	существенную	информацию	об	основных	зависимо-
стях	 лазерных	 параметров	 и	 прогнозировать	 поведение	
конкретной	лазерной	системы	или	типа	систем.	Стати	сти-
ческие	методы	позволяют	также	выявить	новые	 зависи-
мости	между	характеристиками	исследуемой	системы,	ко-
торые	нельзя	получить	путем	теоретических,	численных	
и	экспериментальных	исследований.

Целью	настоящей	работы	является	определение	явной	
зависимости	мощности	лазерного	излучения	от	основных	

входных	параметров.	Для	этого	построены	непараметри-
ческие	регрессионые	модели	с	использованием	метода	мно-
гомерных	адаптивных	регрессионных	сплайнов	(МАРС)	
[8].	С	помощью	МАРС	решались	следующие	задачи:	1)	на-
хождение	 зависимостей,	 наиболее	 адекватно	описываю-
щих	как	локально	линейные,	так	и	локально	нелинейные	
члены;	2)	определение	степени	влияния	входных	парамет-
ров	на	выходную	мощность;	3)	оценка	известного	экспе-
римента	и	прогнозирование	и	планирование	новых	экс-
периментов;	4)	сравнение	результатов,	полученных	мето-
дом	МАРС	и	стандартными	статистическими	методами.

Исследование	проводится	на	базе	опубликованных	в	
работах	[9	–	17]	всех	наличных	экс	периментaльных	данных	
для	лазеров	на	парах	бромида	меди,	созданных	за	послед-
ние	десятилетия	в	Лаборато	рии	лазеров	на	парах	метал-
лов	Института	физики	твердого	тела	им.	Георгия	Наджа-
кова	Болгарской	академии	наук.	Вычисления	проводились	
с	помощью	програмного	пакета	MARS	[18].

2. Описание данных

В	работе	рассматриваются	следующие	десять	входных	
лазерных	переменных	(предикторов):	D	(мм)	–	внутренний	
диаметр	лазерной	трубы;	Dr	 (мм)	–	внутренний	диаметр	
диафрагмы;	L	 (см)	 –	 длина	 активной	 зоны	 (расстояние	
между	 электродами);	Pin	 (кВт)	 –	 подводимая	 электриче-
ская	мощность;	PL	=	Pin	/L	(кВт/см)	–	электрическая	мощ-
ность	на	единицу	длины	с	учетом	50	%	потерь;	Prf	(кГц)	–	
частота	следования	электрических	импульсов;	pNe	(Тор)	–	
давление	 буферного	 газа	 (неона);	 pH2

	 (Тор)	 –	 давление	
доба	вочного	газа	(водорода);	C	(нФ)	–	эквивалентная	ем-
кость	конденсаторной	батареи;	Tr	(°C)	–	температура	ре-
зервуара	с	CuBr.	В	качестве	основной	зависимой	пере-
менной	будет	рассматриваться	средняя	выходная	лазер-
ная	мощность	Pout	(Вт).

Использовались	данные	для	n	=	387	проведенных	экс-
периментов.	Буквой	n	будем	обозначать	набор	входных	
переменных,	причем	упорядочение	следующее:	n	=	(D,	Dr,	
L,	Pin,	PL,	Prf,	pNe,	pH2

,	C,	Tr).	Например,	максимальная	вы-
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ходная	мощность	Pout	=	120	Вт	получена	в	эксперименте	
с	n387	=	(58,	58,	200,	5,	12.5,	0.6,	17.5,	20,	1.3,	490)	[14].

Основные	статистические	характеристики	эксперимен-
тов	приведены	в	табл.1.	Нужно	отметить,	что	в	целом	они	
не	 соответствуют	многомерному	 нормальному	 распре-
делению,	поэтому	применение	параметрических	методов	
к	используемой	полной	выборке	необоснованно.	Однако	
такое	условие	не	обязательно	для	непараметрических	ме-
тодов	(таких	как	МАРС),	которые	имеют	более	широкую	
область	применения	и	не	связаны	с	определенным	типом	
распределения	данных.

3. Метод МАРС

Этот	метод	разработан	выдающимся	американским	
физиком	и	статистиком	Дж.Фридманом	в	1990	–1991	гг.	
[8].	 Он	 реализован	 в	 программных	 пакетах	MARS	 [18],	
STATISTICA,	R	и	в	некоторых	других.	В	последнее	деся-
тилетие	МАРС	зарекомендовал	себя	в	качестве	предска-
зательной	методики	в	различных	областях	науки	и	прак-
тики	[18,	19].

По	сравнению	с	другими	регрессионными	методиками	
модели	МАРС	являются	более	гибкими	и	могут	аппрок-
симировать	локальные	нелинейности	данных.	Автома	ти-
чески	выделяются	те	предикторы,	которые	наиболее	силь-
но	влияют	на	зависимую	переменную,	а	результаты	моде-
лирования	имеют	простой	вид,	их	легко	понять	и	интер-
претировать.	Методом	МАРС	можно	обрабатывать	как	
малые,	так	и	большие	совокупности	данных.	При	этом	до-
статочно,	чтобы	ошибки	приближения	имели	нормальное	
распределение.	Для	статистически	значимой	модели	сме-
щение	оценки,	как	правило,	очень	мало.

Пусть	имеется	набор	данных	X	=	(x1,	x2,	...,	xp)	и	зави-
сящая	от	них	переменная	y	=	y(X).	Предположим,	что	пе-
ременные	y,	x1,	x2,	...,	xp	суть	векторы	с	размерностью	n.	
Общее	выражение	для	модели	МАРС	y [ ]Mt 	для	приближе-
ния	величины	y	имеет	вид	

( ),y b b F X[ ]M j j
j

M

0
1

= +
=

t / 	 (1)

где	b0,	bj	–	постоянные	коэффициенты	модели;	j	=	1,	2,	...,	M;	
Fj(X )	–	базисные	функции.	

В	линейном	случае	базисные	функции	имеют	вид	одной	
из	«зеркальных»	одномерных	функций:

Fj(X )	=	max	(0,	xk	–	ck)	или	Fj(X )	=	max	(ck	–	xk,	0).	 (2)

Здесь	 ck	 –	 константа	 (узел)	 базисной	функции	 со	 значе-
ниями	в	интервале	определения	переменной	xk.	Графиче-

ски	линейная	модель	МАРС	является	частично	линейной	
функцией	и	на	каждом	отдельном	участке	может	рассмат-
риваться	как	линейная	регрессионная	кривая.

При	 построении	 нелинейных	 моделей	МАРС	 базис-
ные	функции	могут	содержать	также	произведения	двух	и	
более	функций	типа	(2)	с	неповторяющимися	индексами.	
Например,	базисная	функция

Fj(X )	=	max	(0,	xk	–	ck)	max	(0,	xl	–	cl )	 (3)

может	 учитывать	 влияние	 взаимодействия	двух	предик-
торов,	xk	и	xl ,	на	зависимую	переменную	y.	Отметим,	что	
модель	МАРС	(1)	отличается	от	модели	обычных	сплай-
нов	тем,	что	узлы	ck,	реальный	набор	базисных	функций	
и	их	число	M	заранее	неизвестны	и	определяются	из	ряда	
дополнительных	оптимизирующих	условий.

Построение	модели	проводится	в	два	этапа.	Сна	чала	
задается	некоторое	максимальное	число	возможных	ба-
зисных	функций	(обозначим	его	M0),	а	также	максималь-
ный	 порядок	 взаимодействия	 между	 ними	 (количество	
членов	 в	 произведениях	 базисных	 функций).	 Реко	мен	ду-
ется	выбирать	M0	³	3p	[19].	На	первом	этапе	осуществля-
ется	так	называемый	пошаговый	прямой	ход.	Начиная	с	
некоторого	b0	(например,	с	b0	=	miin	yi ),	на	каждом	шаге	в	
модель	добавляется	одна	пара	базисных	функций	типа	(2).	
Для	текущей	модели	с	M	базисными	функциями	перемен-
ная,	коэффициенты	и	соответствующий	искомой	перемен-
ной	 узел	определяются	из	 условия	минимизации	 суммы	
квадратов	ошибок	
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Если	процедура	прямого	хода	оканчивается	через	M1	ша-
гов,	 то	получаются	M1	 вложенных	моделей.	На	 втором	
этапе	проводится	обратный	ход,	состоящий	в	пошаговом	
удалении	одного	за	другим	тех	членов,	которые	не	улуч-
шают	модель	в	смысле	ее	кроссвалидации	(GCV)	[19,	20].	
Выбирается	«наилучшая	модель»	из	m	=	M	 членов,	для	
которой	достигается	минимум	величины
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где	c(m)	=	m	+	d(m	–	1)/2;	d	Î	[2,	3].	Обратный	ход	позво-
ляет	 исключить	 возможную	 переподгонку	 модели.	От-
метим,	что	в	зависимости	от	целей	исследования	можно	
использовать	каждую	из	полученных	статистически	зна-
чимых	моделей.	

Табл.1.	 Статистические	характеристики	для	набора	из	n	=	387	измерений.

Переменная	 Минимальное	значение	 Максимальное	значение	 Среднее	значение	 Асимметрия	 Эксцесс

D	 15.00	 58.00	 46.59	±	10.072	 –0.809	±	0.12	 1.451	±	0.25
Dr	 4.50	 58.00	 34.83	±	18.31	 0.265	±	0.12	 –1.602	±	0.25
L	 30.00	 200.00	 106.59	±	70.70	 0.478	±	0.12	 –1.670	±	0.25
Pin	 1.00	 5.00	 2.10	±	1.27	 1.065	±	0.12	 –0.321	±	0.25
PL	 5.00	 16.67	 10.92	±	2.51	 –0.467	±	0.12	 0.183	±	0.25
Prf	 3.20	 125.50	 23.24	±	25.69	 3.589	±	0.12	 11.530	±	0.25
pNe	 8.00	 250.00	 22.56	±	24.17	 6.389	±	0.12	 46.454	±	0.25
pH2	 0	 0.80	 0.36	±	0.25	 –0.416	±	0.12	 –1.430	±	0.25
C	 0.33	 4.00	 1.33	±	0.61	 2.313	±	0.12	 6.233	±	0.25
Tr	 350.00	 590.00	 478.22	±	23.25	 –1.673	±	0.12	 7.332	±	0.25
Pout	 0.25	 120.00	 34.024	±	35.57	 0.808	±	0.12	 –0.862	±	0.25



«Квантовая	электроника»,	42,	№	4	(2012)	 И.П.Илиев,	Д.С.Войникова,	С.Г.Гочева-Илиева300

4. Моделирование выходной мощности 
излучения лазера с помощью МАРС 

На	основе	вышеописанных	данных	построим	различ-
ные	модели	МАРС	для	оценки	выходной	мощности	Pout	и	
получим	явные	выражения	для	зависимости	типа	(1).	Эти	
модели	строятся	с	использованием	всех	десяти	заданных	
независимых	переменных	из	разд.2	в	качестве	предикто-
ров	и	выходной	мощности	Pout	в	качестве	зависимой	пере-
менной.

Для	простоты	приводим	только	результаты,	получен-
ные	 с	 помощью	 наилучших	 моделей	МАРС.	 Далее	 для	
модели	будем	использовать	обозначение	(M0;r),	где	M0	–	
максимальное	число	первоначальных	базисных	функций,	
а	 r	 соответствует	 выбранному	 максимальному	 порядку	
взаимодействия	между	предикторами.

4.1. Наилучшие модели МАРС первого порядка

Модели	первого	порядка	являются	частично	линейны-
ми	регрессионными	моделями	(M0;1)	для	каждой	из	базис-
ных	функций	модели	(1).	Более	подробно	распишем	мо-
дель	(30;1).	В	наилучшую	модель	МАРС	входят	следую-
щие	18	базисных	функций:

F1	=	max	(0,	Pin	–	2.5),		 F3	=	max	(0,	C	–	1.9),

F5	=	max	(0,	Dr	–	40),		 F6	=	max	(0,	40	–	Dr),

F7	=	max	(0,	C	–	2.18),		 F9	=	max	(0,	C	–	1.3),

F11	=	max	(0,	Prf	–	16.3),		 F13	=	max	(0,	Prf	–	21.5),

F15	=	max	(0,	C	–	1.1),		 F17	=	max	(0,	C	–	1),	 (5)

F19	=	max	(0,	Prf	–	18.5),		 F21	=	max	(0,	Pin	–	2),

F23	=	max	(0,	Prf	–	26),		 F25	=	max	(0,	PL	–	10),

F26	=	max	(0,	10	–	PL),		 F27	=	max	(0,	pH2
	–	0.5),

F28	=	max	(0,	0.5	–	pH2
),		 F29	=	max	(0,	Prf	–	14).

Соответствующая	модель	МАРС	для	выходной	мощно-
сти	Pout	имеет	вид

P( ; )
out
30 1 	=	31.6223	–	28.9857F1	+	120.663F3	

	 +	1.10983F5 –	0.436723F6	–	78.8721F7	

	 –	112.399F9	–	3.25176F11 +	8.49341F13	

	 +	209.183F15	–	142.364F17	–	6.14717F19	 (6)

	 +	44.4853F21	–	2.54973F23	–	1.63555F25	

	 –	1.60555F26	–	34.5407F27	–	9.7688F28	

	 +	3.45331F29.

В	формулах	(5)	и	(6)	из	десяти	входных	переменных	
существенное	влияние	на	модель	оказывают	только	шесть:	
C	(100),	Pin	(78.3),	Prf	(63.9),	Dr	(43.5),	PL	(14.6),	pH2

	(13.0)	
(в	скобках	приведен	их	относительный	вклад).	Отдельный	
вклад	каждого	предиктора	легко	получить,	если	обнулить	
все	члены	модели,	его	не	содержащие.	В	качестве	приме-
ра	на	рис.1	показаны	вклады	предикторов	Pin	и	C.	Видно,	
что	изменение	Pin	в	интервале	[1,	2]	не	влияет	на	модель,	в	
интервале	[2,	2.5]	его	вклад	составляет	0	–	25,	а	в	интервале	
[2.5,	5]	вклад	постепенно	растет	и	достигает	65.	Аналогич-
но	легко	оценить	влияние	на	модель	емкости	C	и	каждого	
из	предикторов.	

Модель	(5),	(6)	описывает	98	%	всех	данных	со	стати-
стической	значимостью	P	=	0	и	значимостью	коэффици-

ентов	в	(6)	менее	0.00128.	Модель	очень	легко	использо-
вать	для	вычисления	прогнозного	значения	P( ; )

out
30 1 ,	если	за-

даны	значения	предикторов.	Например,	для	набора	n	=	
(40,	40,	120,	2.6,	10.83,	0.6,	17.5,	20,	1,	450)	сначала	из	(5)	
находим	F1	=	0.1,	F3	=	F5	=	F6	=	F7	=	F9	=	0,	F11	=	1.2,	F13	=	
F15	=	F17	=	F19	=	0,	F21	=	0.6,	F23	=	0,	F25	=	0.83,	F26	=	0,	
F27	=	0.1,	F28	=	0,	F29	=	3.5.	Затем,	подставляя	эти	значе-
ния	в	(6),	получаем	P( ; )

out
30 1 (n)	=	58.78	Вт.	Эксперименталь-

ное	значение	для	этого	измерения	равно	57.8	Вт.
Результаты,	 полученные	 для	 основных	моделей	 пер-

вого	порядка	приведены	в	табл.2.	Эти	модели	построены	
для	последующего	сравнения	их	с	моделями	более	высо-
кого	порядка	взаимодействия	между	предикторами.

4.2. Наилучшие модели МАРС второго порядка

Поскольку	кроме	линейных	существуют	также	и	нели-
нейные	локальные	связи	между	предикторами,	построим	
модели	второго	порядка	взаимодействия	(см.	формулу	(3)).	
Приведем	здесь	модель	(30;2).	Она	строится	с	помощью	
следующих	22	базисных	функций:

F1	=	max	(0,	Pin	–	2.5),		 F2	=	max	(0,	2.5	–	Pin),

F3	=	max	(0,	C	–	0.33)F1,	 F4	=	max	(0,	Prf	–	17.5)F1,	

F5	=	max	(0,	17.5	–	Prf)F1,		 F7	=	max	(0,	0.6	–	pH2
),

F8	=	max	(0,	Prf	–	23)F2,		 F10	=	max	(0,	PL	–	7.5)F2,

F11	=	max	(0,	7.5	–	PL)F2,	 F12	=	max	(0,	PL	–	9.58333)F2,

F14	=	max	(0,	Prf	–	16)F1,		 F16	=	max	(0,	Prf	–	18.5)F1,	 (7)

F19	=	max	(0,	1.9	–	C),		 F20	=	max	(0,	PL	–	7.5)F19,

F21	=	max	(0,	7.5	–	PL)F19,		 F22	=	max	(0,	Dr	–	20)F19,

F23	=	max	(0,	20	–	Dr)F19,		 F24	=	max	(0,	pH2
	–	0.3)F19,

F25	=	max	(0,	0.3	–	pH2
)F19,		F26	=	max	(0,	Pin	–	2)F19,	

F28	=	max	(0,	C	–	1.3)F1,		 F30	=	max	(0,	PL	–	5)F1.		

Соответствующая	модель	для	Pout	включает	21	из	функ-
ций	(7)	и	имеет	вид

Рис.1.	 Вклады	 (в	 нормированных	 единицах)	 входной	 мощности	
Pin	и	емкости	конденсаторной	батареи	C	в	модель	(5),	(6).
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P( ; )
out
30 2 	=	35.0442	–	44.6739F1	–	26.0407F2	

	 +	68.9544F3	+	6.30534F4	–	5.30336F5 

 –	25.2627F7	–	0.0240315F8	+	10.1025F10

	 +	14.1118F11	–	12.0007F12	–	5.37771F14	

	 –	7.34248F16	–	0.850553F20	–	9.95073F21	
(8)

	 +	1.15859F22	+	0.928972F23	–	48.494F24	

	 +	21.027F25	+	34.1073F26	–	35.9377F28	

	 –	1.4502F30.

В	модели	 (7),	(8)	 содержатся	шесть	из	десяти	перво-
начальных	предикторов.	В	порядке	уменьшения	их	влия-
ния	на	модель	(их	относительный	вклад	указан	в	скобках)	
это	переменные	Pin	(100),	C (38),	Prf	(30),	Dr	(15),	pH2

	(12),	
PL	(10).	Частичное	взаимодействие	второй	степени	(также	
в	 порядке	 уменьшения	 их	 относительного	 вклада	 в	 мо-
дель)	обнаружили	группы	переменных	{Pin,	Prf},	{Pin,	C},	
{Pin,	pH2

},	 {Pin,	PL},	 {Dr,	C},	 {C,	pH2
}	 и	 {PL,	C}.	 Области	

вклада	первых	двух	из	этих	групп	показаны	на	рис.2.	Для	
повышения	выходной	мощности	нужно	определить,	в	ка-
ких	интервалах	значений	должны	выбираться	отдельные	
предикторы.	Например,	 из	 рис.2,а	 видно,	 что	 влияние	
группы	 {Pin,	Prf}	 достигает	 максимума	 в	 области	 Prf	Î	
[50,	125]	и	Pin	Î	[2.5,	3.5].	Аналогично	из	рис.2,б	видно,	что	

максимальное	 влияние	 на	 выходную	 мощность	 группа	
{Pin,	C}	имеет	при	Pin	Î	[4.5,	5]	и	C	Î	[1.6,	2].

Модель	(7),	(8)	описывает	99	%	всех	данных	со	стати-
стической	значимостью	P	=	0	и	значимостью	коэффициен-
тов	в	(8)	менее	0.00201.	Результаты,	полученные	для	ос-
новных	моделей	второго	порядка	тоже	приведены	в	табл.2.	

Были	построены	также	модели	третьего	и	более	высо-
ких	порядков,	но,	как	видно	из	табл.2,	они	не	дали	суще-
ственного	улучшения	результатов	по	сравнению	с	моде-
лями	второго	порядка.

5. Сравнение моделей 

Сравнение	моделей	можно	провести	по	их	основным	
параметрам	(см.	табл.2).	Из	табл.2	видно,	что	для	линей-
ных	моделей	коэффициент	детерминации	R2	=	97	%	–	98	%,	
а	для	остальных	моделей	R2	>	99	%	(этот	коэффициент	
харак	теризует	процент	числа	наблюдений,	описываемых	
данной	 моделью).	 Также	 достаточно	 высокие	 значения	
имеет	коэффициент	GR2	кроссвалидации	R2	[20].	Послед-
нее	означает,	что	если	построить	модель	на	90	%-ной	слу-
чайной	«обучающей»	выборке	данных	и	использовать	ее	
для	прогнозирования	остальных	10	%	данных,	то	степень	
приближения	будет	равна	GR2	(в	процентах).	

Из	всех	моделей	локально	линейные	и	локально	нели-
нейные	члены	наиболее	адекватно	описываются	моделя-

Табл.2.	 Основные	характеристики	наилучших	моделей	МАРС	для	расчета	выходной	мощности	Pout.	Предикторы	приведены	в	порядке	
уменьшения	их	относительного	вклада	в	модели.	

r	 M0	 R2	 GR2
	 Стандартная	 Число	

M	 Используемые	предикторы
	 	 	 	 ошибка	регрессии	 предикторов

1	 20	 0.9744	 0.9700	 5.60	 4	 13	 Pin,	C,	Prf,	Dr

	 25	 0.9786	 0.9737	 5.31	 5	 15	 Pin,	C,	Prf,	Dr,	D
	 30	 0.9816	 0.9765	 4.95	 6	 18	 C,	Pin,	Prf,	Dr,	PL,	pH2

	 35	 0.9818	 0.9763	 4.93	 6	 19	 C,	Pin,	Prf,	Dr,	pH2,	PL

	 40	 0.9818	 0.9762	 4.92	 6	 19	 C,	Pin,	Prf,	Dr,	pH2,	PL

2	 20	 0.9856	 0.9817	 4.35	 6	 15	 Pin,	C, Prf,	L,	pH2,	PL

	 25	 0.9885	 0.9851	 3.9	 6	 17	 Pin,	C,	Prf,	Dr,	PL,	pH2

	 30	 0.9910	 0.9874	 3.48	 6	 21	 Pin,	C,	Prf,	Dr,	pH2,	PL	
	 35	 0.9944	 0.9918	 2.74	 6	 25	 Pin,	C,	Prf,	Dr,	pH2,	PL

	 40	 0.9950	 0.9923	 2.51	 7	 26	 Pin,	C,	Prf,	Dr,	pH2,	PL,	Dr

3	 20	 0.9872	 0.9838	 4.11	 6	 16	 Pin,	C,	Prf,	PL,	pH2,	L
	 25	 0.9904	 0.9879	 3.55	 6	 16	 Pin,	C,	Prf,	PL,	pH2,	L
	 30	 0.9921	 0.9888	 3.26	 7	 22	 Pin,	C,	Prf,	PL,	pH2,	L,	Dr

	 35	 0.9934	 0.9894	 3.00	 8	 28	 Pin,	C,	Prf,	PL,	pH2,	L,	Dr,	pNe
	 40	 0.9945	 0.9903	 2.71	 8	 31	 Pin,	C,	Prf,	PL,	pH2,	L,	Dr,	Tr

Рис.2.	 Вклады	(в	нормированных	единицах)	в	модель	(7),	(8)	взаимодействия	между	Pin	и	Prf	(а)	и	Pin	и	C	(б).



«Квантовая	электроника»,	42,	№	4	(2012)	 И.П.Илиев,	Д.С.Войникова,	С.Г.Гочева-Илиева302

ми	 второго	 и	 третьего	 порядков	 взаимодействия.	 На-
пример,	достаточно	выбрать	30	или	40	исходных	функций	
и	модели	(30;2),	(30;3)	или	(40;2),	(40;3).	Эти	модели	дают	
точность	приближения	около	5	%,	что	сопоставимо	с	точ-
ностью	измерения	экспериментальных	данных.

Из	последней	колонки	табл.2	видно,	что	с	увеличением	
порядка	модели	и	числа	M0	исходных	базисных	функций	
набор	существенных	предикторов	моделей	стабилизиру-
ется.	Так,	переменные	Pin,	C,	Prf,	Dr,	pH2

,	PL	 важны	при	
определении	выходной	мощности	Pout.	От	ме	тим,	что	от-
носительный	 вклад	Dr,	 pNe	 и	Tr	 в	 модели	 (40;2),	 (30;3),	
(35;3)	и	 (40;3)	 составляет	менее	4,	и	их	влиянием	можно	
пренебречь.

В	ранее	проведенных	нами	статистических	исследова-
ниях	параметрическими	методами	многомерного	фактор-
ного	и	регрессионного	анализа	были	получены	модели	на	
основе	случайных	выборок	из	рассматриваемой	здесь	со-
вокупности	данных.	На	базе	переменных	из	ряда	Pin,	Dr,	
D,	L,	PL,	pH2

	в	[3]	были	получены	линейные	модели,	в	[6]	–	
нелинейные	 параметрические	 модели,	 а	 в	 [5]	 –	 модели	
МАРС	 для	 выходной	мощности.	Отметим	 также,	 что	 в	
этих	моделях	 переменные	C	 и	Prf	 не	 используются,	 т.	к.	
они	принимают	только	несколько	оптимизированных	зна-
чений,	что	не	учитывается	параметрическими	методами.	
Данные	модели	имели	худшие	статистические	показатели	
и	более	ограниченную	область	применения,	чем	постро-
енные	нами	модели	МАРС.	С	одной	стороны,	это	связано	
с	жесткими	ограничениями	на	применение	параметриче-
ских	методов,	а	с	другой	–	наличием	частично	нелиней-
ных	зависимостей	и	высокой	мультиколлинеарности	ис-
следованных	данных	для	лазеров	на	парах	бромида	меди.

6. Оценка и прогнозирование результатов 
эксперимента с помощью моделей МАРС 

Будем	использовать	модели	МАРС	для	 прогнозиро-
вания	результатов	известных	и	будущих	экспериментов.	
Как	показано	в	п.4.1,	имея	некоторую	модель	и	набор	ее	
параметров,	легко	вычислить	значения	базисных	функций	
и	 получить	 соответствующую	 оценку	Pout.	 Для	 опреде-
ленности	будем	использовать	наилучшие	модели	МАРС	–	
(30;2),	(40;2),	(30;3),	(40;3).

6.1. Прогнозирование результатов известных  
экспериментов

Модель	(30;2)	для	эксперимента	с	набором	входных	па-
раметров	n387	и	Pout	=	120	Вт	дает	оценку	P

( ; )
out
30 2 	=	119.7	Вт.	

Сравнение	экспериментальных	значений	Pout	и	их	модель-
ных	оценок	по	формулам	(7),	(8)	представлено	на	рис.3.

Для	демонстрации	возможности	прогноза	известных	
значений	выходной	мощности	на	основе	377	эксперимен-
тов	построены	четыре	модели	–	(30;2),	(40;2),	(30;3)	и	(40;3).	
С	помощью	данных	моделей	выполнен	прогноз	результа-
тов	последних	десяти	из	387	экспериментов.	Эти	резуль-
таты	приведены	в	табл.3	в	порядке	возрастания	Pout.

6.2. Прознозирование результатов будущих экспериментов

По	аналогии	с	п.6.1	модели	МАРС	можно	использо-
вать	также	для	прогнозирования	результатов	новых	экс-
периментов.	Наша	цель	–	получить	прогноз	характерис-
тик	лазеров	с	повышенной	выходной	мощностью	на	парах	
бромида	меди.	Для	 этого	 с	 учетом	поведения	основных	

предикторов	в	интервалах	возрастания	Pout	зададим	но-
вые	наборы	характеристик	и	вычислим	соответствующие	
им	приближения	для	Pout.	Полученные	прогнозные	резуль-
таты	для	десяти	выбранных	наборов	параметров,	обозна-
ченных	как	npr,	приведены	в	табл.4.

7. Физическая интерпретация результатов 
моделирования

При	построении	моделей	для	расчета	выходной	мощ-
ности	Pout	использовались	десять	независимых	перемен-
ных,	из	которых	девять	–	физические.	Только	переменная	
PL	=	Pin	/L	 (с	учетом	50	%	потерь)	является	производной	
величиной.	Как	отмечено	в	разд.5,	в	моделях	второго	и	
третьего	порядков	для	расчета	 выходной	мощности	 ла-
зеров	на	парах	бромида	меди	важны	только	следующие	
шесть	входных	параметров:	Pin,	C,	Prf,	Dr,	pH2

,	PL.	Перво-
степенное	значение	имеет	подводимая	электрическая	мощ-
ность	Pin	(почти	100	относительных	единиц),	что	вполне	
соответствует	 реальному	 эксперименту.	Вклад	 в	модель	
емкости	конденсаторной	батареи	C	и	частоты	следования	
электрических	импульсов	Prf	составляет	20	–	35	относитель-
ных	единиц,	а	вклад	остальных	переменных	–	10	–	15	от-
носительных	 единиц.	Эти	шесть	параметров	оказывают	

Табл.3.	 Прогнозные	результаты,	полученные	на	основе	377	наблю-
дений	с	помощью	четырех	моделей	МАРС	для	десяти	эксперимен-
тов	(D	=	58	мм,	Dr	=	58	мм,	L	=	200	см,	pH2	=	0.6	Тор,	pNe	=	20	Тор,	
C	=	1.3	нФ,	Tr	=	490	°C).

n	 Pin	 PL	 Prf	 Pou
exp
t	 Pou

(3	
t	
0;2)	 Pou

(4	
t	
0;2)	 Pou

(3	
t	
0;3)	 Pou

(4	
t	
0;3)

378	 4	 10.00	 18.5	 104	 104.1	 104.2	 103.4	 105.7	
379	 5	 12.50	 15	 106	 106.8	 106.3	 106.0	 106.5	
380	 4.5	 11.25	 16	 108	 112.4	 109.3	 111.1	 111.1	
381	 4.5	 11.25	 17.5	 110	 112.1	 113.0	 114.9	 116.1	
382	 4.5	 11.25	 16.5	 112	 112.3	 113.2	 112.4	 112.8	
383	 4.5	 11.25	 18.5	 112	 114.0	 112.7	 113.1	 113.1	
384	 5	 12.50	 16	 118	 120.0	 114.0	 118.5	 118.1	
385	 5	 12.50	 16.5	 120	 119.9	 117.9	 120.1	 119.6	
386	 5	 12.50	 18.5	 120	 122.1	 119.2	 121.0	 117.5	
387	 5	 12.50	 17.5	 120	 119.7	 118.5	 123.3	 122.5

Примечание: 	Pou
exp
t,	Pou

(3	
t	
0;2),	Pou

(4	
t	
0;2),	Pou

(3	
t	
0;3)	и	Pou

(4	
t	
0;3)	–	выходные	мощ-

ности	излучения,	полученные	в	 эксперименте	и	рассчитанные	по	
моделям		(30;2),	(40;2),	(30;3)	и	(40;3)	соответственно.

Рис.3.	 Приближение	мощности	Pout	с	помощью	наилучшей	модели	
МАРС	(30;2).	Сплошные	линии	показывают	5	%-ное	отклонение	от	
среднего	значения.
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существенное	влияние	на	среднюю	выходную	мощность	
лазера,	поскольку	они	 задают	распределение	напряжен-
ности	электрического	поля,	энергию	электронов	и	темпе-
ратурный	профиль	ионизованного	газа.	Все	это	влияет	на	
процесс	заселения	верхних	лазерных	уровней	и,	следова-
тельно,	на	мощность	лазерной	генерации	Pout.

Обратим	 особое	 внимание	 на	 переменную	PL.	 Она	
важна	 с	 точки	 зрения	 дизайна	 лазерной	 трубы.	 Без	 нее	
модели	МАРС	не	дают	хороших	результатов,	так	же	как	
и	параметрические	модели	[3	–	7].	Из	прогнозных	резуль-
татов,	 приведенных	в	 табл.4,	 видно,	 что	PL	 уменьшает-
ся.	Это	означает,	что	увеличение	L	должно	осуществлять-
ся	быстрее	увеличения	Pin,	так,	чтобы	величина	PL	=	Pin	/L	
уменьшалась.	 Физически	 это	 объясняется	 тем,	 что	 при	
увеличении	 расстояния	 L	 между	 электродами	 происхо-
дит	перераспределение	подводимой	электрической	мощ-
ности	Pin	между	ними	и	в	активном	объеме	положитель-
ного	столба	газового	разряда,	что	и	приводит	к	увеличе-
нию	выходной	мощности	и	эффективности	лазерной	ге-
нерации.

При	конструировании	лазеров	также	важна	удельная	
мощность	PV	 =	Pin	/V	 (в	 Вт/см3)	 на	 единицу	 активного	
объема	V	в	лазерной	трубе	с	учетом	50	%	потерь.	Для	по-
следних	трех	строк	табл.3	(Pout	=	120	Вт)	мощность	PV	=	
0.47	Вт/см3.	Для	десяти	прогнозных	наборов	переменных	
npr	из	табл.4	величина	PV	уменьшается	с	ростом	номера	
набора.	 Расчеты	 показывают,	 что	 соответствующие	PV	
меньше	0.47	Вт/см3	на	30	%	–	35	%.	Это	можно	объяснить	
тем,	что	в	исследуемом	лазере	использовались	повышен-
ные	значения	подводимой	мощности.	С	учетом	получен-
ных	 результатов	при	конструировании	будущих	лазеров	
можно	 рекомендовать	 использовать	 удельную	 входную	
мощность	PV	=	0.3	Вт/см3.	Это	позволит	уменьшить	тер-
мохимическую	деградацию	лазерной	 трубы	и	 активных	
рабочих	веществ,	приведет	к	увеличению	срока	службы	и	
уменьшит	снижение	средней	лазерной	мощности	в	трубе	
в	процессе	ее	эксплуатации.

8. Заключение 

В	настоящей	 работе	 для	 лазеров	 на	 парах	 бромида	
меди	 выполнено	 статистическое	моделирование	 зависи-
мости	выходной	мощности	лазерного	излучения	от	деся-
ти	входных	переменных	с	помощью	гибкой	прогнозной	
методики	МАРС.	На	основе	большого	количества	извест-
ных	экспериментальных	данных	построены	частично	ли-
нейные	и	частично	нелинейные	модели	МАРС,	дающие		
отличное	приближение	к	исходным	наборам	данных.	Вы-

делены	шесть	основных	переменных	для	расчета	выход-
ной	мощности	лазеров.	Полученные	модели	использова-
лись	как	для	расчета	параметров	существующих	лазеров,	
так	и	для	прогнозирования	характеристик	будущих	лазе-
ров.	Проведена	физическая	интерпретация	построенных	
моделей	и	прогнозов.	Данный	подход	и	полученные	ре-
зультаты	 можно	 применять	 для	 планирования	 экспери-
ментов.

Работа	выполнена	при	поддержке	фонда	НПД	Плов-
дивского	Университета	им.	Паисия	Хилендарского	(про-
ект	НИ11-ФМИ-004).
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Табл.4.	 Прогнозные	результаты,	полученные	на	основе	387	реальных	наблюдений	с	помощью	четырех	моделей	МАРС	для	десяти	плани-
руемых	экспериментов	(Prf	=	17.5	кГц,	С	=	1.3	нФ).

npr	 D	 Dr	 L	 Pin	 PL	 pH2	 pNe	 Tr	 Pou
(3	
t	
0;2)	 Pou

(4	
t	
0;2)	 Pou

(3	
t	
0;3)	 Pou

(4	
t	
0;3)	

1	 60	 60	 210	 5.1	 12.14	 0.6	 20	 490	 125.0	 124.1	 127.1	 127.8	
2	 68	 65	 220	 5.2	 11.82	 0.6	 20	 500	 132.4	 131.5	 130.8	 133.0	
3	 70	 68	 225	 5.25	 11.67	 0.6	 20	 500	 136.4	 135.6	 132.7	 135.6	
4	 75	 73	 230	 5.3	 11.52	 0.5	 20	 500	 144.7	 142.6	 134.5	 138.2	
5	 70	 70	 240	 5.5	 11.46	 0.5	 20	 500	 147.9	 145.8	 139.9	 144.7	
6	 70	 70	 240	 5.6	 11.67	 0.5	 20	 500	 149.4	 146.9	 141.5	 145.9	
7	 70	 68	 240	 5.7	 11.88	 0.5	 21	 500	 149.4	 146.7	 143.1	 147.0	
8	 75	 73	 240	 5.5	 11.46	 0.5	 21	 500	 150.0	 147.8	 139.9	 144.7	
9	 70	 70	 240	 5.7	 11.88	 0.5	 21	 500	 150.8	 148.0	 143.1	 147.0	
10	 75	 75	 240	 5.7	 11.88	 0.5	 21	 500	 154.3	 151.3	 143.1	 147.0

Примечание: 	Pou
(3	
t	
0;2),	Pou

(4	
t	
0;2),	Pou

(3	
t	
0;3)	и	Pou

(4	
t	
0;3)	–	выходные	мощности	излучения,	рассчитанные	по	моделям		(30;2),	(40;2),	(30;3)	и	(40;3)	соот-

ветственно.


