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1. Введение 

Распространение электромагнитных волн в случайных 
средах широко исследовалось в последние десятилетия 
[1 – 16]. В большинстве работ основная идея заключена в 
вычислении первого и второго статистических моментов 
электромагнитного поля с тем, чтобы понять, как вол-
ны  взаимодействуют с неоднородной случайной средой 
[8, 11 – 13, 16]. В настоящей работе мы интересуемся пер-
вым статистическим моментом, который представляет со-
бой среднее электрическое поле. При некоторых предпо-
ложениях можно показать, что оно распространяется 
так, как если бы среда была однородной, но с перенорми-
рованной диэлектрической проницаемостью, называемой 
эффективной диэлектрической проницаемостью (ЭДП). 
Вычисление этого параметра имеет давнюю историю, ко-
торая начинается с работ Клаузиуса – Моссотти и Макс
велла – Гарнетта. С тех пор большинство исследований 
касаются квазистатического предела, когда эффектом за-
паздывания можно пренебречь. Для того чтобы учесть 
эффекты рассеяния, квантовая теория многократного рас-
сеяния была перенесена на электромагнитный случай 
[6, 8, 11 – 13, 16], но поскольку строгий аналитический ответ 
недостижим, было разработано несколько приближенных 
схем [6, 8, 12, 13, 16]. Одной из наиболее продвинутых схем 
является приближение квазикристаллического когерент-
ного потенциала (QC-CPA), которое учитывает корреля-
ции между частицами [13, 16]. 

В настоящей работе рассматривается когерентная ком-
понента поля электромагнитной волны, рассеянного слу-
чайной средой, которая ограничена случайно-шерохова
тыми поверхностями. Для этого варианта были разра

ботаны строгие численные методы, затратные в вычисли-
тельном плане или ограниченные 2D-геометриями. Чаще 
всего для объемного рассеяния используется теория пе
реноса излучения. Этот метод хорошо подходит для вы-
числения интенсивности рассеянного излучения, однако 
он основан на феноменологических соображениях. Разра
ботанная аналитическая теория описывает связь между 
случайной средой и шероховатыми границами. В рабо-
тах Фурутцу [17,18] сформулирована проблема рассеяния 
шероховатой поверхностью на базе уравнений Дайсона и 
Бете – Солпитера, в которых случайная среда и шерохова-
тые границы трактуются на одной и той же основе. К со-
жалению, этот подход является формальным и не дает пря-
мого соотношения между теорией переноса излучения и 
классической теорией рассеяния шероховатой поверхно-
стью. Мудальяр [19 – 21] использовал интегральные урав-
нения, где шероховатые границы рассматривались как 
возмущающее воздействие. Он показал, что интенсивность 
рассеяния описывается обобщенным транспортным урав-
нением. Такой подход является более гибким, чем подход 
Фурутцу, однако полученные выражения определяются 
выбором возмущающего воздействия при описании рас-
сеяния шероховатыми поверхностями. В настоящей рабо-
те показано, что независимо от выбора теории рассеяния, 
применяемой на границах, можно получить общее выра-
жение путем введения операторов рассеяния случайно- 
шероховатыми поверхностями (выражения для операто-
ров рассеяния при использовании малоамплитудной тео-
рии возмущений см. в [22]). Кроме того, при разделении 
вкладов поверхностного и объемного рассеяния с по
мощью функций Грина могут быть использованы анали-
тические теории описания волн, рассеянных бесконечной 
случайной средой. Предметом нашего интереса является 
случайная среда, состоящая из статистических ансамблей 
различных рассеивающих фракций, и искусственные ма-
териальные структуры, созданные на основе диэлектри-
ческих или металлических резонансных частиц или нано-
частиц. Цель данной работы – получение новых уравне-
ний распространения для световой волны и новых фор-
мул для ЭДП, которая характеризует когерентную часть 
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электромагнитной волны, распространяющейся в слу-
чайной среде со случайно-шероховатыми поверхностя-
ми. Отправной точкой нашей теории является теория 
многократного рассеяния. Мы даем формальное решение 
для оператора рассеяния посредством введения формализ-
ма T-оператора и показываем, что T-оператор удовлет-
воряет уравнению Липпмана – Швингера. Затем вводится 
приближение QC-CPA, которое учитывает корреляцию 
между частицами с помощью функции парного распре
деления. Для конструирования гетерогенных метамате-
риалов [23] и математического анализа рассеяния волн 
в  этих средах важно определить новую точную форму
лировку ЭДП и ввести шероховатость слоя в выражение 
для рассеянного поля. Это может обеспечить физическое 
понимание процессов в областях волновой физики гете-
рогенных метаматериалов и нелокальной дисперсии. Те
кущий интерес к этим вопросам растет как из-за способ-
ности таких структур контролировать распространение 
электромагнитных волн на масштабах больше и меньше 
длины волны, так и вследствие необходимости разработ-
ки стандартизованной математической основы для опти-
мизации параметров таких структур. В статье представ-
лена новая формула для ЭДП, которая содержит в низко-
частотном пределе формулу Максвелла – Гарнетта и фор-
мулу Келлера, вклад шероховатых границ слоя, новые 
выражения для поля когерентного рассеяния, учитываю-
щие рассеяние на случайно-шероховатых границах и слу-
чайной средой с различными типами частиц. Оператор, 
который описывает рассеяние на случайно-шероховатых 
границах слоя, может быть аппроксимирован с исполь
зованием обычных теорий рассеяния шероховатой по-
верхностью, таких как метод малых возмущений, теория 
Кирхгофа, или других более сложных теорий (малоугло-
вое приближение, метод малых возмущений более высо-
ких порядков). 

Статья построена следующим образом. В разд.2 вве-
ден формализм многократного рассеяния для случайного 
слоя со случайно-шероховатыми поверхностями и рас-
смотрено уравнение Липпмана – Швингера. В разд.3 по-
лучена система уравнений, проверенная на ЭДП в при-
ближении QC-CPA. В разд.4 дана формулировка ЭДП для 
рэлеевских рассеивателей, а в разд.5 приведены численные 
примеры для диэлектрических или металлических нано-
частиц, внедренных в диэлектрическую среду.

2. Уравнения Липпмана – Швингера  
и рассеянное поле

Будем рассматривать гармонические волны с часто-
той w. Изучаемая структура (рис.1) состоит из первой 

полубесконечной среды (среда 0) с диэлектрической про-
ницаемостью e0, случайного слоя (среда 1) с диэлектри
ческой проницаемостью e1(w), ограниченного шерохова-
тыми интерфейсами, и другой полубесконечной среды 
(среда 2) с диэлектрической проницаемостью e2(w). Слой 
содержит дискретные рассеиватели, распределенные слу-
чайным образом. Для расчета рассеянного поля введем 
функции Грина, соответствующие различным средам. Для 
источника внутри среды 1 функции Грина удовлетворяют 
следующим уравнениям распространения: 

Ñ ́  Ñ ́  G01
SV(r, r0) – e0(w)K 2

vac G
01
SV(r, r0) = 0,	 (1)

Ñ ́  Ñ ́  G11
SV(r, r0) – eV(r, w)K2

vac G
11
SV(r, r0) = d(r – r0)I,	 (2)

Ñ ́  Ñ ́  G21
SV(r, r0) – e2(w)K 2

vac G
21
SV(r, r0) = 0.	 (3)

Верхние индексы показывают положение приемника и ис-
точника в средах 0, 1 и 2 соответственно, а нижний индекс 
SV показывает, что в функции Грина учитываются вза
имодействия между случайным объемом и шероховаты-
ми интерфейсами; Kvac = w/c, c – скорость света в вакууме. 
Внутри среды с диэлектрической проницаемостью e1(w) 
мы рассматриваем множество из N рассеивателей, кото-
рые полагаем сферическими с радиусом rs и диэлектри
ческой проницаемостью es(w). В дальнейшем будут рас-
смотрены два типа рассеивателей с разными r и e, кото-
рые обозначим a и b. Формулы могут быть обобщены на 
N типов частиц. Диэлектрическая проницаемость eV для 
слоя определена как

eV(r, w) = e1(w) + 
a

N

1

a

=

/ [ea(w) – e1(w)]Qa(r – ra)

	 + 
b

N

1

b

=

/ [eb(w) – e1(w)]Qb(r – rb),	 (4) 

где r1, ..., rN – положения центров частиц; Na + Nb = N – 
полное число частиц; Qa,b описывает форму частиц. За
метим, что результаты могут быть обобщены на несфери-
ческие частицы. Для Qa,b имеем 

( )
1при || || ,
при || || ,

r
r

r
r
r0,

,

,
a b

a b

a b

1

2
H = ) 	 (5) 

где ra,b – радиусы частиц. Примем следующие граничные 
условия для верхней шероховатой поверхности:

nts1·e1(w) G11
SV(r, r0) = nts1·e0(w) G01

SV(r, r0),	 (6) 

nts1 ́  G11
SV(r, r0) = nts1 ́  G01

SV(r, r0),	 (7) 

nts1·[Ñ ́  G11
SV(r, r0)] = nts1·[Ñ ́  G01

SV(r, r0)],	 (8) 

nts1 ́  [Ñ ́  G11
SV(r, r0)] = nts1 ́  [Ñ ́  G01

SV(r, r0)],	 (9) 

и для нижней шероховатой поверхности:

nts2·e1(w) G11
SV(r, r0) = nts2·e2(w) G21

SV(r, r0),	 (10) 

nts2 ́  G11
SV(r, r0) = nts2 ́  G21

SV(r, r0),	 (11) 

nts2·[Ñ ́  G11
SV(r, r0)] = nts2·[Ñ ́  G21

SV(r, r0)],	 (12) 

nts2 ́  [Ñ ́  G11
SV(r, r0)] = nts2 ́  [Ñ ́  G21

SV(r, r0)],	 (13) Рис.1.  Определение случайного объема с шероховатыми границами. 
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где nts1 и nts2 – внешние нормали к двум шероховатым по-
верхностям. Решения уравнений распространения явля-
ются единственными, если наложить условие на излуче-
ние на бесконечности для сред 0 и 2. Чтобы разделить 
вклады от шероховатых поверхностей и случайной сре-
ды, введем двухэлементные функции Грина GS

11, GS
01, GS

21, 
которые описывают рассеяние слоем с шероховатыми гра-
ницами, но без учета случайной среды. Эти функции удо-
влетворяют уравнениям распространения и граничным 
условиям, похожим на таковые для функции Грина GSV, 
где диэлектрическая проницаемость eV(w), обусловленная 
случайной средой, заменяется в уравнениях эффективной 
диэлектрической проницаемостью ee(w). С учетом этого 
предположения слой считается однородным. В следующих 
разделах мы определим эту ee(w). Теперь найдем потен
циальную функцию, которая описывает взаимодействие 
между волной и частицами, а затем приведем выражение 
для функций Грина. Система дифференциальных уравне-
ний с граничными условиями и условием на излучение на 
бесконечности может быть преобразована в интегральные 
уравнения. Для источника в среде 1 система интеграль-
ных уравнений, связанных с потенциальной функцией, 
имеет вид

G01
SV = G01

S  + G01
S ·V 11·G11

SV,	 (14) 

G11
SV = G11

S  + G11
S ·V 11·G11

SV,	 (15) 

G21
SV = G21

S  + G21
S ·V 11·G11

SV.	 (16) 

Используется следующее операторное обозначение: 

[A·B ] (r1, r0) = 
V1

y d3r1A(r, r1)·B(r1, r0).	 (17)

Потенциальная функция может быть записана как

V11(r, r0, w) = d(r – r0)V1(r),	 (18)

V1(r, w) = K2
vac[eV(r, w) – ee(w)] I .	 (19)

Прямое доказательство этих уравнений включает в себя 
интегральные теоремы, поэтому проще использовать един-
ственность решения и апостериори убедиться в том, что 
интегральные уравнения удовлетворяют уравнениям рас-
пространения и граничным условиям. 

Нашей целью является нахождение системы уравне-
ний, с помощью которой можно рассчитать ЭДП. Решив 
уравнение (15) методом итераций, получаем следующий 
вывод:

G11
SV = G11

S  + G11
S ·V11·G11

S  + G11
S ·V11·G11

S  ·V11·G11
S  + ... .	 (20) 

Уравнение Липпмана – Швингера (15) можно выразить 
через оператор перехода (T-оператор) T 11

SV, определяе-
мый как

G11
SV = G11

S  + G11
S ·T11

SV·G11
S .	 (21) 

Используя определение (21) и уравнение (15), выразим 
оператор T 11

SV в терминах V 11: 

T11
SV = V 11 + V 11·G11

S  ·T11
SV,	 (22) 

T11
SV = V 11 + T11

SV·G11
S  ·V11.	 (23)

Оператор перехода T11
SV содержит все процессы рассея-

ния, имеющие место в случайной среде. Если этот опера-
тор известен, то можно вычислить все электромагнитные 
поля в различных средах с помощью уравнений Липп
мана – Швингера.

3. Приближение когерентного потенциала 
и теория эффективной среды 

3.1. Определение средних по ансамблю 

Для того чтобы рассчитать рассеяние когерентного 
поля в случайном слое, определим процедуру усреднения. 
Символы á...ñS и á...ñV обозначают среднее по ансамблю 
соответственно по поверхностному и объемному беспо-
рядку. Примем, что шероховатые поверхности и свой-
ства случайной среды являются статистически независи-
мыми. Среднее по ансамблю по случайной среде опреде-
ляется как

á  f  ñV = 
V1

y d3r1 ... d3rN  f (r1, ..., rN) p(r1, ..., rN),	 (24) 

где r1, ..., rN – положения частиц; p(r1, ..., rN) – функция 
плотности вероятности нахождения N частиц в положе-
ниях r1, ..., rN в слое. Будем использовать разложение этой 
функции плотности по условным вероятностям:

p(r1, ..., rN) = p(ri) p(r1, ..., rti, ..., rN | ri),	 (25) 

p(r1, ..., rN) = p(ri) p(rj  | ri) p(r1, ..., rti, ..., rtj, ..., rN | ri,rj),	 (26) 

где знак ˆ показывает, что эти позиции не учитываются. 
Функция p(ri ) определяет плотность вероятности нахож-
дения частицы в точке ri . Величина p(rj | ri ) представляет 
собой условную вероятность обнаружить частицу в точке 
rj при заданной частице в точке ri . Если частицы равно-
мерно распределены внутри случайной среды V1, то одно-
частичная функция плотности p(rj) = 1/V1, где V1 – объем 
среды V1. Функция парного распределения определяется 
как g( || rj – ri || ) = p(rj | ri )/p(rj). Она зависит только от рас-
стояния между двумя частицами, если предположить, что 
распределения частиц статистически однородны и изо-
тропны. Нормировочный коэффициент V1 выбран так, что 
частицы находятся далеко друг от друга, их положения 
считаются некоррелированными. С помощью этих функ-
ций условной вероятности можно определить условные 
средние: 

á  f  ñV ri = 
V1

y d3r1 ... d ri
3%  ... d3rN  f (r1, ..., ri, ..., rN) 

	 ´ p(r1, ..., rti, ..., rN | ri ),	 (27) 

á  f  ñV ri,rj = 
V1

y d3r1 ... d ri
3%  ... d rj

3%  ... d3rN 

	 ´  f (r1, ..., ri, ..., rj, ..., rN) p(r1, ..., rti, ..., rtj, ..., rN | ri, rj ).	 (28) 

3.2. Приближение когерентного потенциала 

Определенный ранее Т-оператор полезен для расчета 
среднего поля по объему беспорядка áG11

SVñV. Рассмотрим 
уравнение Дайсона, в котором потенциальный оператор 
заменяется массовым оператором, содержащим все непри-
водимые диаграммы в представлении Фейнмана. Массо
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вый оператор может быть выражен через áT11
SVñV. Усреднен

ное электрическое поле удовлетворяет уравнению Дайсона 
с массовым оператором, связанным с ЭДП усредненной 
структуры. Для нахождения ee(w) используем приближе-
ние когерентного потенциала (СРА), который определя-
ется из

áG11
SVñV = G11

S .	 (29) 

С учетом (21) можно показать, что (29) эквивалентно ра-
венству 

áT11
SVñV = 0,	 (30) 

где 

T11
SV = V 11 + V 11·G11

S  ·T11
SV. 

Уравнения (30) и (22) дают конечную замкнутую систему 
уравнений, где неизвестной величиной является ee(w). 

3.3. Выражение для оператора рассеяния tri
11

Выразим (22) в терминах оператора рассеяния tri
11 для 

частицы с диэлектрической проницаемостью esi, располо-
женной в точке ri внутри бесконечной однородной среды. 
Этот оператор рассеяния определяется формулой

tri
11 = [ I – uri

11· G1
¥]–1· uri

11	 (31) 

или следующими выражениями: 

tri
11 = uri

11 + uri
11· G1

¥· tri
11,	 (32)

tri
11 = uri

11 + uri
11· G1

¥· uri
11 + uri

11· G1
¥· uri

11· G1
¥· uri

11 + ...,	 (33)

tri
11(r, r0) = uri

1 (r) d(r – r0) 

	 + y d3r1 uri
1 (r)· G1

¥(r, r1)· tri
11(r1, r0).	 (34)

Здесь G1
¥ – функция Грина в неограниченной однородной 

среде, характеризующейся эффективной диэлектрической 
проницаемостью ee. Рассеивающий потенциал uri

11 опреде-
ляется как 

uri
11(r, r0) = (2p)2 d(r – r0) uri

1 (r),	 (35)

uri
1 (r) = K 2vac(esi – e1) Qs(r – ri) I.	 (36)

3.4. Введение оператора перехода 
~
T11
SV 

Для того чтобы переписать уравнение (22) через опе-
раторы tri

11, воспользуемся формулой

V11(r, r0) = (2p)2 d(r – r0) K 2vac(eV(r) – ee) I	 (37)

и определим следующие операторы: 

~
T11

SV = T11
SV + Q11

SV	 (38) 

при 

Q11
SV = W 11 + W11·GS

11·T11
SV,	 (39) 

где 

W11(r, r0) = (2p)2 d(r – r0) K 2vac(ee – e1) I,	 (40) 

~
V11 = V11 + W11.	 (41) 

С учетом (35) – (37) и (40), (41) получим 

~
V11 = .

a

N

b

N

r r
11

1

11

1
a

a

b

b

u u+
= =

/ / 	 (42) 

Из (22) и (41), используя определения (38) и (39), находим 

~
T11

SV =  
~
V11 + 

~
V11·G11

S ·T11
SV	 (43) 

	
=  

~
V11 + 

~
V11·G11

S ·( 
~
T11

SV – Q11
SV).	 (44) 

С учетом (42), (44) представим 
~
T11

SV в виде

~
T11

SV =  ,C C, ,SV SV
a

N

b

N

r r
11

1

11

1
a

a

b

b

+
= =

/ / 	 (45) 

где 

C11
SV, ra = ura

11 + ura
11·G11

S · ,C C Q, ,SV SV SV
a

N

b

N

r r
11

1

11

1

11
a

a

b

b

+ -
= =

e o/ / 	 (46) 

и мы получим сходное выражение для C11
SV, rb.

3.5. Определение оператора рассеяния t11S, ri
 

для частицы в случайной среде 

Если вычесть ura
11·G11

S ·C11
SV, ra из двух членов уравнения 

(46), то получим

(I – ura
11·G11

S ) ·C11
SV, ra 

	 = ura
11 + ura

11·G11
S  ·

a a!

,C C Q,
1,

,SV SV SV
a

N

b

N

r r
11 11

1

11
a

a

b

b

+ -
= =l
l

le o/ / 	 (47) 

Рис.2.  Представления операторов tri
11, t11

S, ri , C
11
SV, ri .
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что может быть записано как 

C11
SV, ra = t11

S, ra + t11
S, ra·G

11
S  ·

a a!

,C C Q,
1,

,SV SV SV
a

N

b

N

r r
11 11

1

11
a

a

b

b

+ -
= =l
l

le o/ / 	(48) 

где

t11
S, ra = [I – ura

11·G11
S  ]–1·ura

11	 (49) 

	  = ura
11 + ura

11·G11
S  · t

11
S, ra.	 (50) 

Оператор t11
S, ra является оператором рассеяния для части-

цы, находящейся в точке ra внутри слоя, и этот оператор 
учитывает взаимодействия поля с шероховатыми поверх-
ностями. При записи G11

S   в виде

G11
S   = G1

¥
 + dG11

S ,	  (51) 

где dG11
S  – функция Грина, описывающая взаимодействия 

волны с шероховатыми границами эффективной среды, 
выражение (50) можно представить как

[I – uri
11·G1

¥ ]·t11
S, ri = uri

11 + uri
11·dG11

S  · t
11
S, ri .	 (52) 

Отсюда находим

t11
S, ri = t11

ri  + t11
ri ·dG11

S  · t
11
S, ri ,	 (53) 

где t11
ri  определен в (31). 

3.6. Перенормировки потенциала частицы 

Оператор t11
ri  описывает рассеяние частицы в беско-

нечной однородной среде (рис.2). Если мы хотим, чтобы 
оператор t11

ri   описывал рассеяние частицы с диэлектриче-
ской проницаемостью es в среде с диэлектрической про-
ницаемостью ee, удобно перенормировать диэлектриче-
скую проницаемость частицы путем введения диэлектри-
ческой проницаемости e– = esi – (e1 – ee). Это дает

u1
ri (r) = K 2vac(esi – e1) Qs(r – ri ) I	 (54) 

	     = K 2vac( e
–
s – ee) Qs(r – ri ) I.	 (55) 

Очевидно, что t11
ri   является оператором рассеяния для ча-

стицы с диэлектрической проницаемостью e–s в среде с ди-
электрической проницаемостью ee (см. рис.2). Иначе гово-
ря, оператор t11

S, ri описывает рассеяние частицы, находя-
щейся в точке ri внутри слоя V1 с учетом взаимодействия 
с шероховатыми границами (рис.2). Итерация уравнения 
(53) дает

t11
S, ri = t11

ri  + t11
ri ·dG11

S  · t
11
ri   + t11

ri ·dG11
S  · t

11
ri   ·dG11

S  · t
11
ri   + ... . 	(56) 

Заметим, что первое слагаемое описывает процесс рас
сеяния одной частицы, а следующие слагаемые отобра-
жают взаимодействие между частицей и шероховатыми 
границами, поскольку оператор dG11

S   включает взаимо-
действия волн с шероховатыми границами эффективной 
среды (рис.2). Уравнение (48) отображает процесс много-
кратного рассеяния внутри слоя, ограниченного шерохо-
ватыми поверхностями:

C11
SV, ri = t11

S, ri + 

j! i
,j

N

1=

/ t11
S, ri·G

11
S  · t

11
S, rj 

	 + 

j! i
,j

N

1=

/
!k j
,k

N

1=

/ t11
S, ri·G

11
S  · t

11
S, rj·G

11
S  · t

11
S, rk + ... .	 (57) 

Величина C11
SV, ri представляет собой поле, рассеянное ча-

стицами, локализованными в точке ri, и учитывает взаимо-
действия с другими частицами и шероховатыми граница-
ми. В соответствии с введением эффективной среды ee(w) 
в выражение G11

S , заметим, что в уравнении (48) вклады 
многократного рассеяния демпфируются величиной Q11

SV. 

3.7. Определение эффективной диэлектрической  
проницаемости 

Усредняя уравнение (38) в соответствии с определе
ниями (39) и (40) и предположением CPA (30), имеем

(2p)2 d(r – r0) ee K 2vac I 

	 = (2p)2 d(r – r0) e1 K 2vac I + á ~T11
SV(r, r0)ñV.	 (58) 

Учитывая определения условных средних, из (45) полу
чаем 

á ~T11
SVñV = 

a

N

1

a

=

/  áC11
SV, ra ñV + 

b

N

1

b

=

/  áC11
SV, rb ñV

	 = 
a

N

1

a

=

/  
V1

y d3ra p(ra) áC11
SV, ra ñV ra + 

b

N

1

b

=

/  
V1

y d3rb p(rb) áC11
SV, rb ñV rb 

= na
V1

y d3ra áC11
SV, ra ñV ra + nb

V1

y d3rb áC11
SV, rb ñV rb ,	 (59) 

где ni = Ni /V1 определяет плотность частиц типа a или b. 
В выражении (59) мы использовали правомерность замены 
индексов áC11

SV, ri ñV ri = áC11
SV, rj ñV rj для i ¹ j и предположе

ние случайной среды, которая статистически однородна. 
Усредняем уравнение (48), следуя определению условного 
среднего á...ñV ri , и, используя (28), получаем (i = a или b)

áC11
SV, ri ñV ri = át11

S, ri ñV ri 

	 + 

j! i
,j

N

1=

/
V1

y d3rj p(rj |ri) t
11
S, ri·G

11
S  ·áC11

SV, rj ñV ri, rj

	 – át11
S, ri·G

11
S  ·Q

11
SV ñV ri .	 (60) 

Заметим, что t11
S, ri является оператором рассеяния для 

частицы, расположенной в точке ri , и зависит от перемен-
ной ri, но не зависит от переменной rj для j ¹ i. Отсюда 
следует, что процесс усреднения á...ñV ri  не влияет на вы-
ражение t11

S, ri. Более того, усреднение уравнения (39) при-
водит к тому, что 

áQ11
SV ñV ri = W 11 + W 11· G11

S  · áT11
SV ñV ri .	 (61) 

Это уравнение можно быть упрощено с использованием 
CPA, áT11

SVñV = 0 и записано как

V1

y d3ri  p(ri) áT11
SV ñV ri = 0.	 (62) 
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Тождество (62) справедливо для любого объема V1, и мы 
имеем áT11

SV ñV ri = 0. Из уравнения (61) находим

áQ11
SV ñV ri = W 11.	 (63) 

Учитывая определения (38), (39) и приближение когерент-
ного потенциала, можно записать следующие выражения: 

áQ11
SV ñV = W 11 + W 11· G11

S  · áT11
SV ñV	 (64) 

	       = W 11,	 (65) 

а также

á ~T11
SVñV = áT11

SVñV + áQ11
SV ñV	 (66) 

	       = áQ11
SV ñV.	 (67) 

Принимая во внимание (63), (65), (67) и уравнение (59), для 
i Î [1, Ni ] получим 

áQ11
SV ñV ri = á ~T11

SVñV	 (68) 

	         = ni
V1

y d3rj áC11
SV, rj ñV rj .	 (69) 

Уравнение (60) записывается как

áC11
SV, ri ñV ri  = t11

S, ri + ni t
11
S, ri · G

11
S 

	 ´ 
V1

y d3rj [ g(||rj – ri||)áC11
SV, rj ñV ri, rj  – áC11

SV, rj ñV rj ],	 (70) 

где использовано приближение ni ~– (Ni – 1)/V1, которое 
справедливо для большого числа частиц (N >> 1). 

Следуя той же процедуре, можно усреднить уравне-
ние  (48) с á...ñV ri, rj и получить уравнение для функции 
áC11

SV, rj ñV ri, rj , зависящей от функции áC11
SV, rk ñV ri, rj, rk , и ите

рировать эту процедуру. Мы генерируем систему урав
нений для неизвестных функций áC11

SV, ri ñV ri , áC
11
SV, rj ñV ri, rj , 

áC11
SV, rk ñV ri, rj, rk , ... . Эту бесконечную систему можно замк

нуть с помощью квазикристаллического приближения 
QCA, которое требует выполнения условия

áC11
SV, rj ñV ri, rj = áC11

SV, rj ñV rj .	 (71) 

Это приближение выполнено строго, когда частицы име-
ют фиксированные положения, как в кристалле. Квази
кристаллическое приближение состоит в пренебрежении 
флуктуацией электромагнитного поля, взаимодействую-
щего с частицей, расположенной в точке rj , из-за откло
нения частицы, расположенной в точке ri , от ее среднего 
положения. В приближении QCA с учетом уравнения (58) 
ЭДП ee(w) удовлетворяет системе уравнений

(2p)2 d(r – r0) ee K 2vac I = (2p)2 d(r – r0) e1 K 2vac I 

	 + na
V1

y d3ra áC11
SV, ra(r, r0)ñV ra + nb

V1

y d3rb áC11
SV, rb(r, r0)ñV rb ,	 (72) 

áC11
SV, ri ñV ri  = t11

S, ri + ni t
11
S, ri · G

11
S 

	 ´ 
V1

y d3rj [ g(||rj – ri||) – 1] áC11
SV, rj ñV rj .	 (73) 

Функция g(||rj – ri||) является функцией парного распре-
деления и определяется как

g(||rj – ri||) = p(rj | ri)/p(rj).	 (74) 

Это один из основных результатов настоящей рабо-
ты. Уравнения (72) и (73) можно упростить, если принять, 
что в выражении G11

S   = G1
¥

 + dG11
S  вкладом dG11

S  рассеяния 
шероховатой поверхностью можно пренебречь при вы-
полнении условия Ke''H >> 1, где Ke'' = Im Ke. Длину экс-
тинкции определим как le = 1/(2Ke'' ). Данное условие озна-
чает, что толщина слоя должна быть больше длины экс-
тинкции. При выполнении этого условия заменим в вы-
ражении (73) функцию Грина G11

S  на G1
¥

 и оператор t11
S, ri на 

t11
ri . Тогда получим

áC11
SV, ri ñV ri  = t11

ri  + ni t
11
ri  · G1

¥

	 ´ 
V1

y d3rj [ g(||rj – ri||) – 1] áC11
SV, rj ñV rj .	 (75) 

В этой процедуре при расчете ЭДП мы пренебрегаем 
поверхностными эффектами. Для того чтобы выразить (75) 
в фурье-пространстве, используем определение

f (k|k0) = 
(2 ) ( )
d dr r

23

2

3

2
0

p pyy exp (–ikr + ik0 r0) f(r, r0).	 (76) 

В фурье-пространстве трансляционная инвариантность 
оператора t11

ri  может быть выражена как

t11
ri (k|k0) = exp [–i(k – k0)ri ] to

11(k|k0),	 (77) 

где to
11(k|k0) = t11

ri = 0(k|k0) – оператор рассеяния для частицы, 
находящейся в начале координат. Используя выражение 
(77) и уравнение (75), мы показываем, что áC11

SV, ri (k|k0)ñV ri 
обладает аналогичным свойством: 

áC11
SV, ri (k|k0)ñV ri = exp [–i(k – k0)ri ] С

11
i,o(k|k0).	 (78) 

Здесь С11
i,o = áC11

SV, ri = 0 (k|k0)ñV ri = 0. Подставляя (77) и (78) 
в уравнения (72) и (75), получаем

ee K 2vac I = e1 K 2vac I + Сo
11(k|k0), 	 (79) 

Сo
11(k|k0) = na t

11
a,o(k|k0) + nb t

11
b,o(k|k0)

	 + 
(2 )
d k

3

3
1

py h(k – k1)[na t
11
a,o(k|k1) + nb t

11
b,o(k|k1)]

	 · G1
¥(k1) ·Сo

11(k1|k0),	 (80) 

где (i = a или b)

t11
i,o = u11

i,o + u11
i,o · G1

¥· t11
i,o,	 (81) 

u11
i,o(r, r0) = d(r – r0) u

11
i,o(r),	 (82) 

u11
i,o(r) = K 2vac(

–es,i – ee)Qs,i(r)I,	 (83) 

h(k – k1) = y d3r exp [–i(k – k1)r] [g(||r||) – 1],	 (84) 

G1
¥(k) = y d3r exp [–ikr] G1

¥(r).	 (85) 
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4. Теория эффективной среды для рэлеевских 
рассеивателей

4.1. Рассеиватели Рэлея 

В этом разделе в соответствии с уравнениями (79) и (80) 
рассчитана ЭДП в случае рассеивателей Рэлея. Рассмот
рим сферы, радиусы которых rd малы по сравнению с дли-
ной волны падающего излучения (rd << l). Определим ed 
как диэлектрическую проницаемость рассеивателей Рэлея, 
которые ведут себя как диполи, поляризованные пада
ющим полем. Чтобы охарактеризовать диполь, располо-
женный в начале координат в среде с диэлектрической 
проницаемостью ee, введем поляризуемость a1

pol, которая 
связана с дипольным моментом pdip и электрическим по-
лем E1i(r), взаимодействующим с диполем, соотношением

pdip = evac a1
polE

1i(0).	 (86) 

Для расчета a1
pol рассмотрим поляризуемость a1

B, которая 
не учитывает среду, окружающую сферу: 

pdip = evac a
1
B E

1
local(0).	 (87) 

Здесь E1
local – локальное поле, действующее на диполь. 

Справедливо следующее соотношение: 

E1
local(r = 0) » L–1

Lor E
1i(0),	 (88) 

где

LLor = 
3
2d

1

1

e
e e+ 	 (89)

– лоренцевский фактор деполяризации.
Поляризуемость рассеивателя Рэлея в среде определя-

ется как 

a1
pol = .

2
3
d

B

1

1
1

e e
e a
+

	 (90) 

Выразим a1
B как функцию диэлектрической проницаемо-

сти среды и рассеивателей. В случае частиц с радиусом, 
меньшим длины волны, поляризуемость pdip может быть 
записана в терминах вектора поляризации P(r):

pdip = y d3r P(r),	 (91) 

Для сферы радиусом rd с диэлектрической проницаемо-
стью ed в среде с диэлектрической проницаемостью e1 
вектор поляризации 

P(r) = evac(er – e1)E
1
local(r),	 (92) 

где er – относительная диэлектрическая проницаемость 
рассеивателя или среды, окружающей рассеиватель, опре-
деляемая как

er = e1 + (ed – e1)Qd(r).	 (93) 

Вектор поляризации Р(r) задан в виде

P(r) = evac(ed – e1)Qd(r)E1
local(r).	 (94) 

Тогда с учетом (93) для поляризуемости сферы имеем 

pdip = evac(ed – e1) y d3r Qd(r)E1
local(r).	 (95) 

Поскольку размер рассеивателя мал по сравнению с длиной 
волны, будем считать, что поле E1

local, взаимодействующее 
со сферой, однородно, т. е. E1

local(r) » E1
local(0), поэтому

pdip = evac(ed – e1) Vd E1
local(r = 0),	 (96) 

где Vd = 4prd
3 /3 – объем рассеивателя. Сравнив это выра-

жение с определением (87) для a1
B, получим 

a1
B = (ed – e1)Vd.	 (97) 

Таким образом, поляризуемость a1
pol рассеивателя Рэлея 

может быть определена как функция диэлектрической про-
ницаемости:

a1
pol = 3e1Vd  .

2d

d

1

1

e e
e e
+
- 	 (98) 

Заметим, что используя приближение (96), вектор поля-
ризации может быть записан как 

P(r) = evac(ed – e1)Vd d(r)E1
local(r).	 (99) 

Тогда приближение рассеивателя Рэлея математически 
выражается соотношением

Qd(r) = Vd d(r).	 (100) 

4.2. Выражение оператора перехода для рассеивателей 
Рэлея

В предыдущих разделах мы определили оператор пе-
рехода (34) 

tri
11(r, r0) = uri

1 (r) d(r – r0) + y d3r1 uri
1 (r)· G1

¥(r, r1)· tri
11(r1, r0)	

и рассеивающий потенциал (36): 

uri
1 (r) = K 2vac(esi – e1) Qs(r – ri) I.

Оператор G1
¥(r, r1) имеет сингулярность при r = r1. Для вы-

числения интеграла в выражении (34) определим его сле-
дующим образом:

G1
¥(r, r1) = P.V.{G1

¥(r, r1)} – 
K
1
1
2  d(r – r1) 

I
3

,	 (101) 

где P.V. – главное значение обобщенной функции; d(r – r1) – 
сингулярность оператора G1

¥; K1
2 = e1 K 2

vac. Эта сингуляр-
ность является математической формулировкой понятия 
исключенного объема, введенного Лоренцем для расчета 
фактора деполяризации (89). Подставляя (101) в (34) и ис-
пользуя выражения для рассеивателей Рэлея, получим

tri
11(r, r0) = u1

Lor ri
(r) d(r – r0) 

	 + y d3r1 u
1
Lor ri 

(r)·[P.V.{G1
¥(r, r1)}]· tri

11(r1, r0),	 (102) 

где 

u1
Lor ri

(r) = 
( )
K

r
1

3
r

1
2

1 1
iu

+
-

= G u1
ri
(r)	 (103) 

	         = K 2vac 3e1  2d

d

1

1

e e
e e
+
-  Qd(r) I	 (104) 
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	       = K 2vac a1
pol 

( )
V

r
d

dH
 I	 (105) 

и a1
pol задано уравнением (98). Потенциал u1

Lor ri
(r) выра-

жается как функция поляризуемости a1
pol каждого диполя, 

содержащегося в частицах, геометрическая форма кото-
рых задана фактором Qd(r). Таким образом, интегральное 
уравнение (102) описывает все процессы рассеяния для 
каждого диполя, определяющего поляризуемость a1

pol и 
содержащегося в частице. Используя приближение (100) 
для рассеивателей Рэлея, потенциал u1

Lor ri
(r) может быть 

записан в виде 

u1
Lor ri

(r) » K 2vac a1
pol d(r) I.	 (106) 

Распределение Дирака d(r) позволяет аналитически рас-
считать оператор перехода t11

ri , используя (102): 

t11
ri  (r1, r2) = d(r1 – r2) d(r1) t1(w),	 (107) 

t1(w) = K 2vac a1
ray, 	 (108) 

a1
ray = a1

pol [ I – K 2vac a1
pol P.V.{G1

¥(r = 0)}] –1.	 (109) 

Здесь мы учли тот факт, что функция Грина свободно-
го пространства является трансляционно-инвариантной: 
G1

¥(r, r0) = G1
¥(r – r0). Согласно расчету 

P.V.{G1
¥(r = 0)} = 

|| ||
(|| ||) .lim iK O

r
r I

6
1

6|| || 0r

1

p p+ +
"

; E 	 (110) 

Первый член расходится как d–1, что обусловлено исполь-
зованием приближения точечного рассеивателя. Регуля
ризируем этот член, положив

P.V.{G1
¥(r = 0)} = ,iK I

6 6
T 1

p p
L

+; E 	 (111) 

где LT – параметр, который мы должны зафиксировать 
с  тем же порядком величины, что 1/rd. Введение пара
метра LT может оказаться очень полезным, т. к. рассеива-
тель может давать резонанс. Таким образом, добавление 
этого члена обеспечивает описание более общей модели 
точечных рассеивателей. В дальнейшем мы удержим толь-
ко второй член в выражении (111), т. к. рассматриваем 
только рассеиватели Рэлея. Оператор перехода для то-
чечного рассеивателя определяется заменой диэлектриче-
ской проницаемости ed рассеивателя на диэлектрическую 
проницаемость –ed º ed – e1 + ee, а также заменой диэлектри-
ческой проницаемости среды e1 на ee (рис.2). Приближе
ние когерентного потенциала связано с понятием эффек-
тивной среды в формулировке операторов перехода t11

(e)o. 
Заметим, что

t1(w) = K 2vac a1
ray ,

a1
ray = a1

pol [1 – K 2vac a1
pol 6
iK1
p ] –1,	 (112) 

a1
pol = 3eeVd  .

2d e

d e

e e
e e
+
-

r
r 	 (113) 

Согласно (107) оператор перехода tri
11 имеет следующий 

вид в фурье-пространстве: 

tri
11(k|k0) = 

(2 ) ( )
d dr r

23

2

3

2
0

p pyy exp (–ikr + ik0 r0) tri
11(r, r0)	 (114) 

	          = t1(w) d(k – k0) I.	 (115) 

4.3. Выражение для оператора Co
11

С помощью результатов, полученных в предыдущих 
разделах, можно записать выражение для оператора Сo

11 
(80) в виде:

Сo
11(k|k0) = na t

1
a(w) + nb t

1
b(w)

	 + 
(2 )
d k

3

3
1

py h(k – k1)[na t
1
a(w) + nb t

1
b(w)]

	 · G1
¥(k1) ·Сo

11(k1|k0).	 (116) 

Как следствие, имеем 

Сo
11(k|k0) = 

( )
( ) [ ( ) ( )] ( )d h n nI k k k t t G k

2
a a b b3

3
1

1
1 1

1 1$
p

w w- - +
3= Gy

	 · [na t
1
a(w) + nb t

1
b(w)].	 (117) 

Используя классическое соотношение между сверткой 
двух функций и произведением их фурье-преобразований, 
запишем

(2 )
d k

3

3
1

py h(k1 – k0) G1
¥(k1) = y d3r exp(–ik0 r)h(r) G1

¥(r).	 (118) 

Подставляя разложение G1
¥(k1) в уравнение (118) и учиты-

вая тот факт, что область существования корреляционной 
функции для рассеивателей Рэлея очень мала, а именно:

h(rj – rl ) » d(rj – rl ) y d3r h(r),	 (119) 

получим 

(2 )
d k

3

3
1

py h(k1 – k0) G1
¥(k1) 

	 = –
( )
K
h
3
0

e
2  + P.V.{G1

¥(r = 0)} y d3r h(r).	 (120) 

Используя приближение (111) с LT = 0 в (120), в соответ-
ствии с (117) имеем 

Сo
11(k|k0) = [na t

1
a(w) + nb t

1
b(w)] I

	 ´ 
( )
[ ( ) ( )]

K
h

n nt t1
3
0

e
a a b b2
1 1w w- - +c'

	 ( ) ( ) ( ) ( ) .i d dK h n h nr r t r r t
6
e

a a a b b b
3 1 3 1

1

p w w+ +
-

m; E 1y y 	 (121) 

Парное распределение Перкуса – Йевика позволяет рас-
считать интеграл функции h(r): 

ni y d3r hi (r) = –1 + wi ,	 (122) 
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где 

wi = 
( )
( )

f
f

1 2
1

vol

vol
i

i

2

4

+

- 	 (123) 

(ni – число частиц типа i, Vi – их объем и f i
vol = ni Vi – их 

объемная доля).
Используя определение h(r) = g(r) – 1, можно заклю-

чить, что h(0) = –1, поскольку g(r) – корреляционная 
функция двух рассеивателей. Действительно, g(0) = 0, т. к. 
два разных рассеивателя не могут быть локализованы в 
одной и той же точке. С учетом предыдущих результатов 
выражение для ti

1(w) имеет следующий вид (i = a или b для 
двух типов рассеивателей):

ti
1(w) = 3K 2vac ee Vi (ei – e1)

	 ´ ( ) ,i K K V1
6

3 3e vac
e ei i1

2 1

pe e e e- - +
-

; E' 1 	 (124) 

где Ke
2 = eeK 2

vac.

4.4. Уравнение для эффективной диэлектрической 
проницаемости 

В соответствии с уравнениями (121) и (122) уравнение 
(79) для ЭДП может быть записано как

ee = e1 + 
K
1
vac
2 [na t

1
a(w) + nb t

1
b(w)]

	 ´ [ ( ) ( )]
K

n nt t1
3
1
e

a a b b2
1 1w w- +c'

	 + [( 1) ( ) ( 1) ( )] .iK w wt t
6
e

a a b b
1 1

1

p w w- + -
-

m1 	 (125) 

Если положить a = b и na + nb = n, получим уравнение для 
идентичных частиц. Уравнение (125) является нелинейным 
уравнением для эффективной диэлектрической проница-
емости ee по отношению к диэлектрическим проницаемо-
стям слоя (e1) и рассеивателей (ea и eb). Это уравнение мо-
жет быть обобщено на случай N типов рассеивателей Рэлея. 

5. Приложения и численные оценки  
эффективной диэлектрической проницаемости 
для случайной среды с наночастицами 

Рассмотрим примеры сред, состоящих из статистиче-
ских ансамблей различных рассеивающих фракций, и ис-
кусственные материальные структуры, разработанные на 
основе диэлектрических или металлических наночастиц. 
Пусть длина волны лазерного излучения l = 800 нм. Про
верим алгоритм решения нелинейного уравнения (125) для 
ee, который дает новую формулировку ЭДП для двух ти-
пов частиц. Записав уравнение (125) для случая одного типа 
рассеивателей, получим выражение, которое представляет 
собой обобщенную формулу Максвелла – Гарнетта: 

ee = e1 + 
( ) (1 ( ) )

( )
.

if K r w
f

3
3

/
d vol vac d e e

d e vol

1 3
2 3 3 2
1

e e e e
e e e

- - - +

- 	 (126) 

Здесь w – функция парного распределения Перкуса – 
Йевика. Если разложить знаменатель (126) до первого по-
рядка, то получим

ee = e1 + 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
f

f f
1 3

1 3 3
d vol e

d vol e d e vol

1

1 1 1 1

e e e
e e e e e e e e

- - +

- - + + -

	 + 2
[( ) ( ) ]
( ) ( )

.i
f

K r w f
1 3

/

d vol e

vac d d vol e

1
2

3
1
2 5 2

e e e
e e e

- - +

- 	 (127) 

Уравнение (127) представляет собой обычный низкоча-
стотный предел приближения QC-CPA, полученный в ра-
ботах [13, 16]. Отметим, что в статическом случае мнимая 
часть в уравнении (127) равна нулю, и если мы в правой 
части уравнения заменим эффективную диэлектрическую 
проницаемость ee на e1, то восстановим классическую фор-
мулу Максвелла – Гарнетта. Рассмотрим теперь прибли-
женное решение (127) для e1 и ed, имеющих действитель-
ные значения. Если предположить, что реальная часть ee 
больше ее мнимой части, то получим приближенное ре-
шение для действительной части (127):

Re ee = 1/6 [–{(ed – e1)(1 – fvol) – 3e1 – 3(ed – e1) fvol} + D1/2 ],	(128) 

где 

D = [(ed – e1)(1 – fvol) – 3e1 + 3(ed – e1) fvol]2 

	 + 12e1(ed – e1) (1 – fvol). 

Подставив решение для Re ee в третий член уравнения (127), 
находим приближенное значение для Im ee: 

Im ee = 2
[( ) ( ) ]
( ) ( )

.
Re
Re

f
K r w f

1 3

/

d vol e

vac d d vol e

1
2

3
1
2 5 2

e e e
e e e

- - +

- 	 (129) 

Эти формулы выведены с тем, чтобы дать явное при-
ближенное выражение для ЭДП в случае вещественных ди
электрических проницаемостей слоя и рассеивателей. Об
щий числовой процесс решения (125) состоит в следующем: 

–  выражаем уравнение (125), которое является функ-
цией ee, в комплексной форме (e1 и ed – действительные 
или комплексные числа); 

–  полагаем, что действительная часть ee больше, чем 
ее мнимая часть, и находим численное решение для Re ee;

–  численно решаем уравнение для Im ee с использова-
нием полученного значения Re ee;

–  оба решения являются начальными значениями для 
итерационной процедуры вычисления (125), и мы фикси-
руем критерии численной сходимости для получения ре-
шения нелинейного уравнения. 

С помощью такой процедуры можно получить чис-
ленное решение для ЭДП в случае приближения QC-CPA. 

В табл.1 приведены некоторые численные результаты 
решения нелинейного уравнения (125). Сравним резуль-
таты для одного и двух типов рассеивателей при различ-
ной диэлектрической проницаемости слоя. Отметим, что 
увеличение объемной доли fvol 1 в 100 раз приводит к уве-
личению мнимой части диэлектрической проницаемости 
(строка 3) на три порядка, величина действительной части 
также зависит от многократного рассеяния. Добавление 
мнимой части в диэлектрическую проницаемость ed1 уве-
личивает Im ee на три порядка. Наличие нанорассеивате-
лей приводит к появлению в диэлектрической проницае-
мости мнимой части, которая может быть значительной 
(особенно для металлических наночастиц, строка 5). На
личие в слое двух типов рассеивателей с различными ди
электрическими проницаемостями или радиусами отра-
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жено в строках 8 – 12. Проанализируем влияние наноча-
стиц на ЭДП. Одним из принципиальных эффектов, свя-
занных с наличием диэлектрических наночастиц с низкой 
концентрацией, является введение мнимой части в диэлек-
трическую проницаемость. Результаты анализа показы-
вают, что следует учитывать рассеяние наночастицами 
при их низкой концентрации в среде, особенно в тех слу
чаях, когда создаются оптические компоненты, которые 
могут передавать или рассеивать оптическое поле с за-
данными угловыми, пространственными или спектраль-
ными свойствами.

6. Заключение 

Теория эффективной диэлектрической проницаемости 
распространена на случайные среды с разными типами 
частиц, ограниченные шероховатыми поверхностями. С ис-
пользованием операторов перехода, определенных в на-
стоящей работе, может быть получено выражение для рас-
сеянного когерентного поля. Получена новая формула для 
эффективной диэлектрической постоянной, которая ха-
рактеризует когерентную часть электромагнитной волны, 
распространяющейся в случайной среде. Отправной точ-
кой нашей теории было приближение квазикристалличе-
ского когерентного потенциала, который учитывает корре-
ляцию между частицами. Представленная формулировка 
содержит поправки к эффективной диэлектрической про-
ницаемости, обусловленные случайно-шероховатыми по-
верхностями. Эти поправки выражены с помощью функ-
ций Грина рассеяния шероховатой поверхностью. Точ
ность определения эффективной диэлектрической прони-
цаемости значительно улучшается при подходе CPA-QCA, 
поскольку приближенная формула может быть выведена из 
теории многократного рассеяния, которая является обоб-
щением обычной формулы Максвелла – Гарнетта. Числен
ные вычисления эффективной диэлектрической проница-
емости в соответствии с приближением QC-CPA могут 
быть выполнены для тонкого слоя. Можно также найти 
приближенное выражение для эффективной диэлектриче-
ской проницаемости, которое содержит формулу Макс
велла – Гарнетта и приближение Келлера [23]. Формула 
Келлера может быть получена при рассмотрении подхо-

да QC-CPA в скалярном случае [13, 16]. Уравнения, пред-
ставленные в настоящей работе, идентичны ранее полу-
ченным уравнениям при условии, что двухэлементная функ-
ция Грина заменена скалярной функцией Грина. 
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Табл.1.  Эффективная диэлектрическая проницаемость ee при наличии рассеивателей типа 1 (rd1, fvol 1, ed1) и типа 2 (rd2, fvol2, ed2) и диэлек-
трическая проницаемость слоя e1.

№ rd1 fvol 1 ed1 rd2 fvol2 ed2 e1 ee

1 0.035 l 1 ́  10–4 2.0 – – – 1.2 1.2 + i 1.1 ́  10–8

2 0.070 l 1 ́  10–4 2.0 – – – 1.2 1.2 + i 8.87 ́  10–7

3 0.035 l 1 ́  10–2 2.0 – – – 1.2 1.207 + i 1.03 ́  10–5

4 0.035 l 1 ́  10–4 5.0 – – – 1.2 1.2 + i 8.84 ́  10–7

5 0.035 l 1 ́  10–4 i ¥ – – – 2.0 2.0 + i 1.2 ́  10–5

6 0.035 l 1 ́  10–4 5.0 + i0.5 – – – 2.0 2.0 + i 2.35 ́  10–5

7 0.035 l 1 ́  10–4 5.0 – – – 2.0 + i0.5 2.0 + i 0.49

8 0.035 l 5 ́  10–5 2.0 0.070 l 5 ́  10–5 2.0 1.2 1.2 + i 4.98 ́  10–7

9 0.035 l 5 ́  10–5 2.0 0.035 l 5 ́  10–5 5.0 1.2 1.2 + i 4.97 ́  10–7

10 0.035 l 5 ́  10–5 2.0 0.035 l 5 ́  10–5 5.0 + i0.5 2.0 2.0 + i 1.17 ́  10–5

11 0.035 l 9 ́  10–3 2.0 0.035 l 1 ́  10–3 5.0 1.2 1.2 + i 1.79 ́  10–5

12 0.035 l 5 ́  10–5 2.0 0.035 l 5 ́  10–5 5.0 + i0.5 2.0 + i 5 ́  10–5 2.0 + i 6.17 ́  10–5


