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1. Введение

В	последнее	время	сильно	возрос	интерес	к	вопросу	об	
изменениях	 в	 динамике	 процесса	 передачи	 волнового	
возмущения	в	среде,	вносимых	неоднородными	участка-
ми	среды.	Данная	проблема,	более	известная	как	пробле-
ма	описания	временного	хода	процесса	туннелирования,	
уже	не	один	десяток	лет	интенсивно	исследуется	 [1	–	10].	
Оказалось,	что	несмотря	на	прозрачность	и	простоту	по-
становки,	эта	проблема	довольно	трудно	поддается	изу-
чению.	Спорным	является	 вопрос	об	определении	ко-
личества	характеристик,	необходимых	для	удовлетвори-
тельного	описания	процесса	туннелирования,	а	также	об	
интерпретации	 их	 физического	 смысла.	 Как	 известно,	
проводимые	в	данном	направлении	исследования	до	сих	
пор	еще	не	дали	окончательного	ответа	на	вопрос	о	влия-
нии	 неоднородности	 среды	 на	 скорость	 передачи	 в	 ней	
возмущения.	Открытым,	в	частности,	остается	вопрос	о	
том,	 как	 следует	 однозначно	 и	 по	 возможности	 более	
полно	 определять	 скорость	 сильно	 изменяющегося	 как	
по	форме,	так	и	по	размерам	объекта,	коим	является	рас-
пространяющееся	в	неоднородной	среде	локальное	вол-
новое	возмущение.	

В	связи	с	проблемой	описания	временного	хода	про-
цесса	туннелирования	особого	внимания	заслуживает	так	
называемый	эффект	Хартмана	[11	–	14].	Согласно	данно-
му	эффекту	в	некоторых	случаях	неоднородность	среды	

может	привести	не	к	уменьшению,	а	к	увеличению	ско-
рости	передачи	волнового	возмущения	и	в	принципе	сде-
лать	возможным	реализацию	волновых	процессов	со	сколь	
угодно	большими	скоростями	распространения	волново-
го	 возмущения,	 превышающими	 даже	 скорость	 света	 в	
вакууме.	Несмотря	на	многочисленные	усилия	и	большое	
количество	работ,	направленных	на	преодоление	проти-
воречия	между	основным	постулатом	специальной	теории	
относительности	 и	 возможностью	 переноса	 волнового	
возмущения	 со	 сверхсветовой	 скоростью,	 эффект	Харт-
мана	все	 еще	остается	парадоксом.	Можно	сказать,	что	
вся	сложность	и	нетривиальность	проблемы	обусловлена	
правомерностью	применения	понятий	фазовой	и	группо-
вой	скоростей,	а	также	вкладываемого	в	них	физического	
смысла	для	волн,	распространяющихся	в	неоднородных	
средах.

Первым	экспериментально	 зафиксированным	объек-
том,	движущимся	со	«сверхсветовой	скоростью»,	был	ко-
роткий	импульс	микроволнового	излучения,	прошедший	
сквозь	активную	усиливающую	среду	[15	–	17].	Как	пока-
зало	детальное	рассмотрение	условий	эксперимента,	на-
блюдаемый	эффект	никоим	образом	не	противоречит	спе-
циальной	 теории	 относительности,	 а	 является	 прямым	
следствием	того,	что	в	активной	среде	кроме	увеличения	
энергии	проходящего	сквозь	нее	электромагнитного	им-
пульса	может	также	происходить	поглощение	этой	энер-
гии.	Так,	при	вхождении	импульса	в	среду	его	передний	
фронт	провоцирует	релаксацию	поддерживаемого	извне	
дипольного	 момента.	 В	 результате	 этого	 высвечивание	
энергии	областью	активной	среды	приводит	к	тому,	что	
она	становится	поглощающей:	задний	фронт	волны,	пе-
ресекая	уже	высветивший	энергию	объем,	отдает	ему	свою	
энергию,	возвращая,	тем	самым,	среду	в	активное	состояние.

Вопрос	не	вызывал	бы	столь	активного	обсуждения,	
если	 бы	 схожее	 явление	 не	 наблюдалось	 эксперимен-
тально	при	прохождении	волны	сквозь	неактивную	среду	
[17	–	21].	Несмотря	на	то	что	случай	взаимодействия	с	ак-
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тивной	 средой	 нашел	 свое	 более	 или	 менее	 удовлетво-
рительное	 физическое	 толкование,	 попытки	 объяснения	
слу	чая	 взаимодействия	 с	 неактивной	 средой	 послужили	
поводом	для	выдвижения	различного	рода	гипотез	и	пред-
положений,	включая	предположение	о	том,	что	ход	про-
цесса	туннелирования	следует	рассматривать	в	контексте	
комплексного	 времени	 [22,	23].	 Многие	 сходятся	 в	 том,	
что	время	туннелирования	частицы	сквозь	барьерную	об-
ласть	 характеризуется	 так	 называемым	фазовым	 време-
нем	прохождения,	определяемым	по	фазе	комплексного	
коэффициента	прохождения	[11].	По	своей	сути	понятие	
фазового	времени	базируется	на	рассмотрении	динамики	
распространения	группы	волн.	Различными	авторами	вре-
мя	туннелирования	связывается	с	движением	центра	масс	
волнового	пакета	или	же	со	скоростью	движения	макси-
мума	прошедшего	волнового	пакета	 [22	–	26].	Второй	из	
известных	подходов	к	определению	характерного	време-
ни	прохождения	или	длительности	квантово-механичес-
кого	процесса	туннелирования	основывается	на	идее	вве-
дения	так	называемых	внешних	часов.	Первым	примером	
внешних	часов	 являются	 так	называемые	ларморовские	
часы	[27	–	29],	для	которых	расчет	времени	туннелирова-
ния	проводится	на	основе	величины,	характеризирующей	
изменение	направления	спина	частицы	при	ее	прохожде-
нии	сквозь	потенциальный	барьер,	в	котором	существует	
малое	магнитное	поле.	Второй	пример	–	это	внешние	часы,	
определяющие	время	туннелирования	с	помощью	так	на-
зываемых	 барьерных	 часов,	 ход	 которых	 связывается	 с	
изменением	энергии	частицы,	взаимодействующей	с	пря-
моугольным	потенциальным	барьером	с	высотой,	очень	
медленно	пульсирующей	во	времени	[30].	Третий,	заслу-
живающий	 внимания	 подход	 основывается	 на	 концеп-
ции,	рассматривающей	процесс	туннелирования	как	сто-
хастическое	движение	частицы,	возникающее	вследствие	
многократного	отражения	от	границ	барьера.	В	данном	
подходе	длительность	туннелирования	определяется	как	
усредненное	время,	затрачиваемое	частицей	при	подбарь-
ерном	движении	по	всевозможным	«квазиклассическим»	
траекториям	[31,	32].

Следует	 также	 отметить	 важность	 рассматриваемой	
задачи	с	прикладной	точки	зрения.	Так,	в	последнее	вре-
мя	 интерес	 к	 туннелированию	обусловлен,	 в	 частности,	
прогрессом	 в	 области	 наноэлектроники	 и	 разработкой	
новых	устройств	с	рекордными	параметрами,	основанных	
на	туннельном	эффекте	[33].	

В	настоящей	работе	нами	рассматривается	динамика	
распространения	волнового	пакета,	состоящего	из	мате-
риальных	волн	и	рассеивающегося	на	одномерном	стати-
ческом	 потенциальном	 барьере.	 В	 частности,	 нами	 ис-
следуется	вопрос	о	зависимости	амплитуды	прошедшего	
пакета	от	ширины	барьера	L.	Данный	вопрос	представ-
ляется	особенно	важным	в	связи	с	проблемой	введения	в	
рассмотрение	временных	характеристик	процесса	тунне-
лирования.	Дело	в	 том,	 что,	 согласно	известному	пара-
доксу	Хартмана,	в	подбарьерной	области	энергий	увели-
чение	 ширины	 барьера	 ведет	 к	 неограниченному	 росту	
скорости	передачи	возмущения	волновым	пакетом.	Вмес-
те	 с	 тем	увеличение	ширины	барьера	приводит	 также	к	
неограниченному	уменьшению	максимума	волнового	воз-
мущения.	Возникает	естественный	вопрос:	насколько	мы	
правомочны	судить	о	скорости	движения	объекта	в	асим-
птотическом	случае,	когда	этот	объект	фактически	пере-
стает	существовать?	Для	выяснения	данного	вопроса,	на	
наш	взгляд,	необходимо	исследовать,	какая	из	величин	–	

скорость	передачи	или	максимум	волнового	возмущения	–	
бу	дет	 быстрее	 стремиться	 к	 своему	 асимптотическому	
зна	чению.

2. Базис для описания эволюционной задачи

Рассмотрение	волнового	процесса	проведем	на	основе	
представления	поля	в	виде	суммы	собственных	мод	–	гар-
монических	во	времени	волн	–	с	пространственной	зави-
симостью,	отвечающей	условиям	непрерывности	волно-
вого	поля	и	его	производной	во	всем	пространстве.	Как	
известно,	всякое	волновое	движение	материальных	волн	
в	поле	одномерного	потенциала	описывается	следующим	
нестационарным	уравнением	Шредингера:
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где	U(x)	–	потенциальная	энергия	частицы,	которую	мы	
далее	считаем	зависящей	только	от	одной	пространствен-
ной	координаты	x.

В	силу	линейности	уравнения	всякое	волновое	движе-
ние	может	быть	представлено	в	виде	суперпозиции	стаци-
онарных	волновых	движений,	для	которых	временная	за-
висимость	 волновой	 функции	 имеет	 экспоненциальный	
характер:	Y (x,	t)	µ	exp(–iEt/ћ),	где	E	–	энергия	движения.	
Очень	часто	в	случае	одномерного	стационарного	движе-
ния	 для	 конкретизации	 вида	 искомого	 решения	 (поста-
новки	 задачи)	 вместо	 зависящей	 от	 энергии	 волновой	
фун	кции	 jE (x)	 рассматривают	 зависящую	 от	 импульса	
p(jp (x))	или	же	от	квазиволнового	числа	k(jk (x))	волно-
вую	функцию	YE (x,	t):

YE (x,	t)	=	jE (x)exp[–iEt/' ],	 (2)

YE (x,	t)	=	jp (x)exp[–iE(	p)t/' ],	 (3)

YE (x,	t)	=	jk (x)exp[–iE(k)t/' ],	 (4)

где	вне	 зависимости	от	вида	накладываемого	на	волно-
вую	 функцию	 асимптотического	 условия	 все	 три	 пред-
ставления	волновой	функции	–	jE (x),	jp (x)	и	jk (x)	–	удо-
влетворяют	одному	и	тому	же	волновому	уравнению
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Как	известно,	использование	представления	jp (x)	или	
jk (x)	вместо	функции	jE (x)	обусловлено	тем,	что	хотя	в	
общем	случае	одномерного	стационарного	движения	на-
правление	движения	остается	неопределенным,	однако	в	
процессе	 рассеяния	модуль	 импульса	p	 и	модуль	 квази-
волнового	числа	k	остаются	неизменными.	В	силу	(5)	вол-
новое	 уравнение	 определяет	 только	 пространственную	
зависимость	волновой	функции,	оставляя	ее	размерность	
неопределенной.	Размерность	волновой	функции	задает-
ся	исключительно	условием	нормировки.	Так,	для	волно-
вой	функции	jk (x)	наиболее	общее	решение	уравнения	(5)	
имеет	асимптотический	вид:
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где	a,	d	–	амплитуды	сходящихся	к	области	барьера	волн,	
а	b,	c	 –	амплитуды	расходящихся	от	него	волн.	Данные	
амплитуды	 являются	 безразмерными	 величинами,	 и	 со-
гласно	работе	[34]	при	выполнении	условия	
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волновая	функция	jk (x)	(7)	вне	зависимости	от	значения			
k	будет	нормирована	на	функцию	d(k	–	k' ):
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Согласно	 (7)	для	нормированной	волновой	функции	
задачи	рассеяния	слева	 ( )xleft

kj 	значения	амплитуд	сходя-
щихся	к	барьеру	волн	должны	быть	выбраны	следующи-
ми:	a	=	1/ 2p ,	d	=	0	(см.	(8)).	Соответственно	асимптотиче-
ское	поведение	 ( )xleft

kj 	можно	описать	выражением
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где	r(k)	и	t(k)	–	амплитуды	расходящихся	от	барьера	волн,	
имеющие	смысл	коэффициентов	отражения	и	прохожде-
ния	соответственно.	

Далее	 рассмотрим	 динамику	 волновой	 функции,	 из-
начально	представляющей	собой	локализованную	в	про-
странстве	волну,	падающую	на	барьер	слева.	Так,	при	ус-
ловии	t	®	¥	будем	предполагать,	что	волновая	функция	
Y (x,	t)	отлична	от	нуля	только	при	x	®	–	¥.	Поскольку	для	
данного	волнового	процесса	в	любой	момент	времени	па-
дающие	на	барьер	справа	волны	отсутствуют,	то	для	его	
описания	достаточен	лишь	базис	волновых	функций,	со-
ответствующих	задаче	рассеяния	слева:

3
( , ) ( ) ( ) [ ( ) / ]exp i dx t a k x E k t kleft

k
0

'jY = -y .	 (11)

Из	(11)	видно,	что	при	разложении	волновой	функции	по	
базису	 ( )xleft

kj 	 вес	 каждой	 гармоники	 определяется	 ис-
ключительно	функцией	a(k),	 т.	е.	 спектральной	 зависи-
мостью	амплитуд	колебаний	в	k-пространстве.	

Рассмотрим	 волновой	 пакет	 (11),	 составленный	 из	
группы	волн	 ( )xleft

kj 	(10)	с	амплитудами	a(k),	принимаю-
щими	постоянное	значение	внутри	некоторого	интервала	
[k0	–	Dk0,	k0	+	Dk0]	и	равными	нулю	вне	его.	Нормировка	
функций	 ( )xleft

kj 	на	функцию	d(k	–	k'	)	позволяет	интерпре-
тировать	величину	|a(k)|2dk	как	вероятность	обнаружения	
значения	физической	величины	в	интервале	[k,	k	+	dk].	Тре-
буя,	чтобы

2
3

| ( ) | 1da k k
0

=y ,

в	соответствие	с	изложенным	выше	функцию	a(k)	можно	
представить	в	виде
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Заметим,	что	выбор	a(k)	в	виде	 (12)	автоматически	обе-
спечивает	равенство

2
3

| ( , ) | 1dx t x
0

Y =y 	 (13)

для	любого	момента	времени.
Далее	 мы	 будем	 исследовать	 пакеты	 с	 однородным	

спектром	волновых	функций,	описывающих	процесс	ста-
ционарного	рассеяния,	когда	a(k)	не	зависит	от	k.	Это	не	
является	существенным	фактором,	ограничивающим	общ-
ность	проводимого	нами	рассмотрения,	поскольку	спект-
ральный	интервал,	из	которого	выбираются	форми	рую-
щие	волновой	пакет	состояния,	считается	малым.	Вслед-
ствие	этого,	по	мере	уменьшения	спектрального	интерва-
ла,	пренебрежение	зависимостью	амплитуд	a(k),	которые	
являются	весовыми	множителями	отдельных	состояний	из	
спектра	волнового	пакета,	от	параметра	сос	тояния	k	пред-
ставляется	оправданным.	

3. Причинность в процессе рассеяния

Приведенные	в	данном	разделе	результаты	являются	
достаточно	 известными	 [30,	35],	 и	 их	 воспроизведение	
обусловлено	только	лишь	необходимостью	более	полно-
го	 и	 ясного	 изложения	 представленных	 в	 последующих	
разделах	материала.

Воспользовавшись	соотношениями	(10)	–	(12),	для	про-
извольного	момента	времени	рассматриваемый	волновой	
процесс	вне	области	потенциала	можно	представить	в	виде
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Важно	отметить,	что	вся	эволюционная	картина	и,	в	
частности,	выбор	в	начальный	момент	времени	формы	и	
направления	 движения	 волнового	 пакета	 содержатся	 в	
функциональной	зависимости	a(k)	(см.	(11)),	которая	для	
случая	(14)	имеет	вид	(12).	Вопрос	заключается	в	зависи-
мости	a(k)	от	конкретной	физической	постановки	задачи.	
Ниже	будет	показано,	что	выбор	a(k)	в	виде	(12)	соответ-
ствует	рассматриваемому	нами	волновому	процессу,	ко-
торый,	как	было	отмечено	выше,	изначально	представля-
ет	собой	локализованную	в	пространстве	волну,	падаю-
щую	на	барьер	слева.	Так,	в	выражении	(14)	можно	выде-
лить	члены,	описывающие	«начальное»	состояние	поля	в	
виде	 падающего	 на	 барьер	 волнового	 пакета	 и	 «конеч-
ное»	состояние	поля	в	виде	расходящихся	от	барьера	волн	
как	прошедшего,	так	и	отраженного	волновых	пакетов.	

В	соответствии	с	вкладываемым	в	процесс	рассеяния	
волны	 смыслом	 введем	 функции	 Yinc	(x, t),	 Yref	(x, t)	 и	
Ytr	(x, t),	 выделяя	 и	 тем	 самым	 отличая	 друг	 от	 друга	 в	
волновом	 процессе	 падающую,	 отраженную	 и	 прошед-
шую	 волны	 (рис.1).	 Согласно	 естественной	 причинно-
следственной	 связи,	 процесс	 должен	 удовлетворять	 сле-
ду	ющим	условиям:	

Yinc	(x, t)	¹	0,	Yref	(x, t)	=	0,	Ytr	(x, t)	=	0	при	t	®	–	¥,	 (15)

Yinc	(x, t)	=	0,	Yref	(x, t)	¹	0,	Ytr	(x, t)	¹	0	при	t	®	+	¥,  (16)

хотя	для	любого	момента	времени,	в	принципе,	имеются	
волны	по	обе	стороны	от	барьера.
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Вводя	обозначение	k	=	k0	+	q,	будем	в	соответствии	с	
(15),	(16)	определять	функции	Yinc	(x, t),	Yref	(x, t)	и	Ytr	(x, t)	
согласно	формулам	(см.	(14))
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Важно	отметить,	что	области	определения	Yinc	(x, t),	Yref	(x, t)	
и	область	определения	функции	Ytr	(x, t)	по	пространст-
венной	переменной	x	различны.	Первые	две	функции	за-
дают	характер	волнового	процесса	при	x	®	–	¥,	а	послед-
няя	функция	–	при	x	®	+	¥.	

Легко	убедиться	в	том,	что	функции	Yinc	(x, t),	Yref	(x, t)	
и	Ytr	(x, t)	будут	находиться	в	причинно-следственной	свя-
зи,	т.	е.	отраженная	от	барьера	и	прошедшая	через	него	
волны	возникают	позже,	чем	падающая	волна	достигает	
области	барьера.	Учитывая,	что	Dk0	<<	k0,	и	пренебрегая	
для	интервала	[k0	–	Dk0,	k0	+	Dk0]	зависимостями	r(k),	t(k)	
от	k	(r(k)	»	r(k0),	t(k)	»	t(k0)),	из	(17)	–	(19)	получаем
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а	 также	 введены	 обозначения	 E0	 =	 E(k0)	 и	 dE(k0)/dk	 =	
dE(k)/dk	в	точке	k	=	k0.	Заметим,	что	различие	между	ско-
ростями	 uph	 и	 ug	 есть	 результат	 дисперсионного	 закона	
E(k)	=	ћ 2k 2/(2m),	вследствие	которого	E/k	¹	dE/dk.	

Из	(20)	–	(22)	видно,	что	все	функции	–	Yinc	(x, t),	Yref	(x, t)	
и	Ytr	(x, t)	–	содержат	быстро	осциллирующие	множители	
вида	exp[ik0(x	–	upht)]	и	exp[–ik0(x	+	upht)],	причем	Yinc	(x, t)	
и	Ytr	(x, t)	 заметно	отличаются	от	нуля	при	выполнении	
ус	ловия	x/ug	–	t	»	0,	а	Yref	(x, t)	–	при	выполнении	условия	
x/ug	+	t	»	0.	Отметим	также,	что	вследствие	неравенства	
uph	¹	ug	все	три	волновых	пакета	расплываются	во	време-
ни.	Действительно,	 для	 распространяющегося	 слева	 на-
право	 и	 нерасплывающегося	 волнового	 пакета	 должно	
выполняться	равенство

Y		(x, t)	=	Y		(x + Dx, t + Dt),	 (25)

из	которого,	в	частности,	следует,	что	волновое	возмуще-
ние	в	точке	x	в	момент	времени	t	должно	достичь	точки	
x + Dx	в	момент	времени	t	+	Dt	и	что	отношение	Dx/Dt	=	u	
определяет	 скорость	 распространения	 волны.	 Для	 рас-
пространяющегося	в	обратном	направлении	пакета	усло-
вие	 сохранения	 во	 времени	 его	 формы	 задается	 равен-
ством	

Y		(x, t)	=	Y		(x – Dx,  t + Dt).	 (26)

Тот	факт,	что	соотношения	(25)	и	(26)	действительно	
являются	условими	сохранения	вида	волнового	процесса,	
распространяющегося	 соответственно	в	положительном	
и	отрицательном	направлениях,	следует	из	получаемого	
из	них	волнового	уравнения.	Так,	из	(25)	имеем
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а	из	(26)	получаем
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Легко	убедиться	в	том,	что	из	каждого	из	уравнений	(27),	
(28)	вытекает	волновое	уравнение
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которое,	 как	известно,	 описывает	 волновые	процессы	 в	
средах	без	дисперсии.	

Из	выражений	(27)	–	(29)	следует,	что	распространяю-
щиеся	в	положительном	и	отрицательном	направлениях	
волны	 удовлетворяют	 различным	 дифференциальным	
уравнениям	первого	порядка,	но	одному	и	тому	же	диф-
ференциальному	уравнению	второго	порядка.

Падающая,	отраженная	и	прошедшая	волны	(20)	–	(22)	
не	удовлетворяют	условиям	(25),	(26):

Yinc	(x, t)	¹	Yinc	(x + Dx,  t + Dt),	 (30)

Yref	(x, t)	¹	Yref		(x – Dx,  t + Dt),	 (31)

Рис.1.	 Схематическое	 изображение	 эволюции	 волнового	 пакета,	
рассеивающегося	на	одномерном	потенциале.
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Ytr	(x, t)	¹	Ytr	(x + Dx,  t + Dt).	 (32)

Как	известно,	 для	 волн	 с	 линейным	 законом	дисперсии	
неравенства	 (30)	–	(32)	нужно	 заменить	 соответствующи-
ми	равенствами,	т.	к.	в	этом	случае	справедливо	условие	
uph	=	ug	=	u.

В	 начальный	 момент	 времени	 волновая	 функция	 в	
основном	сосредоточена	в	области	отрицательных	значе-
ний	x	и	определяется	только	падающей	волной.	В	более	
поздние	моменты	времени	она	отлична	от	нуля	как	слева,	
так	и	справа	от	барьера.	Соответственно	при	условии		t	®	
+	¥  она	 определяется	 лишь	 прошедшей	 и	 отраженной	
волнами.	Из	вышеизложенного	следует,	что	между	вол-
нами	Yinc	(x, t),	Yref	(x, t)	и	Ytr	(x, t)	действует	причинно-след-
ственная	связь,	т.	е.	отраженная	и	прошедшая	волны	воз-
никают	позже,	чем	падающая	волна	начинает	рассеивать-
ся	на	барьере.

4. Временные характеристики 
процесса туннелирования

Выше,	для	описания	эволюционной	задачи,	мы	обсу-
дили	 вопрос	 о	 выборе	 удобного	 базиса,	 позволяющего	
естественным	 образом	 проследить	 причинно-следствен-
ную	связь	между	падающей	первичной	волной	и	прошед-
шей,	а	также	отраженной	волнами.	Далее	нами	будет	рас-
сматриваться	задача	определения	временных	характерис-
тик	процесса	туннелирования.	Заметим,	что	формулы	(21)	
и	(22)	для	отраженной	и	прошедшей	волн,	были	получены	
в	предположении,	что	коэффициенты	r (k),	t (k),	не	зависят	
от	квазиволнового	числа	k	в	выбранном	интервале	[k0	–	
Dk0,	k0	+	Dk0].	Из	(20),	(22)	видно,	что	прошедшая	волна	
отличается	от	падающей	множителем	t(k0).	Это	означает,	
что	прошедшая	волна	повторяет	временной	ход	падаю-
щей	волны,	но	 с	меньшей	амплитудой.	Из	формул	 (21),	
(22)	 в	 частности,	 следует,	 что	 в	 предположениях	 r(k)	»	
r(k0)	и	t(k)	»	t(k0)	эффект	задержки	отсутствует.

Далее	мы	снова	вернемся	к	исследованию	эволюции	
волнового	пакета,	составленного	из	группы	синхронизо-
ванных	плоских	волн	с	одинаковыми	амплитудами	a (k),	
равномерно	распределенными	в	некотором	малом	интер-
вале	[k0	–	Dk0,	k0	+	Dk0]	(12).	Рассматривая	только	прошед-
шую	волну,	представим	коэффициент	прохождения	в	сле-
дующем	виде:	

t(k)	=	exp{ln[T(k)]	+	iF (k)},	 (33)

где	T(k)	и	F (k)	–	соответственно	модуль	и	фаза	t (k).	Для	
прошедшей	волны	можно	записать	выражение	(см.	(19))
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Разложим	функции	T(k)	и	F (k)	в	окрестностях	точки	
k0	в	ряд	Тейлора	и	в	предположении	малости	Dk0	ограни-
чимся	линейным	приближением:
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где	q	=	k	–	k0.	Здесь	¶ln[T(k0)]/¶k	и	¶F (k0)/¶k	означают	про-
изводные	 функций	 ln[T(k)]	 и	 F (k)	 в	 точке	 k	 =	 k0.	 Ис-
ользование	частной	производной	подразумевает,	что	ве-
личины	T(k)	и	F (k)	зависят	также	от	толщины	слоя.	

Особого	внимания	заслуживает	вопрос	о	влиянии	рас-
плывания	волнового	пакета	на	временные	характеристи-
ки	туннелирования.	Ясно,	что	рассматриваемое	нами	ли-
нейное	приближение	закона	дисперсии	может	считаться	
оправданным,	только	если	ширина	одномерного	потен-
циала	много	меньше	пространственного	размера	волно-
вого	пакета:	Dx	<<	2p/k.	В	общем	случае	учет	влияния	за-
кона	дисперсии	на	временную	динамику	процесса	тунне-
лирования	представляет	собой	трудную	задачу.	Понятно	
одно,	что	при	сопоставимости	указанных	величин	влия-
ние	эффекта	расплывания	на	временной	ход	процесса	бу-
дет	 сильно	 зависеть	 от	 соотношения	 спектрального	 ин-
тервала	(ћ2Dk/(2m))	и	рассеивающего	потенциала.	В	част-
ности,	от	отношения	величины	спектрального	интервала	
к	высоте	барьера,	от	того,	расположен	ли	он	целиком	в	
подбарьерной	 или	 же	 в	 надбарьерной	 области,	 и	 т.	д.	
Всесторонний	анализ	данного	вопроса	может	быть	про-
веден	 на	 основе	 точной	 компьютерной	 модели	 рассма-
триваемого	процесса.

В	соответствии	с	(35)	и	(36)	коэффициент	прохождения

¶
¶

¶
¶

( ) ( )
[ ( )] ( )

exp
ln

it k t k
k
T k

k
k

q0
0 0.

F
+c m' 1,	 (37)

где	

t(k0)	=	exp{ln[T(k0)]	+	iF (k0)}.	 (38)

Подставляя	(37)	в	(34)	и	снова,	как	и	при	выводе	(20)	–	(22),	
полагая,	что	Dk0	<<	k0	и	

k 2	=	[k0	+	(k	–	k0)]2	» k0
2	+	2k0q,	 (39)

пространно-временную	 зависимость	 прошедшей	 волны	
можно	представить	в	виде

( , )
( )

[ ( )]exp ix t
k

t k
k x u ttr ph

0

0
0

pD
Y = -

	
( / )
[( / ) ]sin

i
i

x u t u
x u t u k

g g

g g

T

T 0
# t t

t t D
+ + -

+ + -

F

F ,	 (40)

где	

¶
¶

¶
¶( )

;
[ ( )]ln

u k
k

u k
T k1 1

g g
T

0 0t t
F

= =-F .	 (41)

Выражения	(41)	можно	переписать	в	следующем	виде:

¶
¶

¶
¶( )

,
[ ( )]ln

E
E

E
T E

T
0 0' 't t

F
= =-F ,	 (42)

где	¶F (E0)/¶E	и	¶ln	[T(E0)]/¶E	соответствуют	производным	
функций	F (E0)	и	ln[T(E )]	в	точке	E	=	E0.	

Как	видно	из	формул	(22)	и	(40),	выражение	для	про-
шедшей	волны,	вычисленное	при	t(k)	»	t(k0),	во	многом	
схоже	с	выражением	для	той	же	волны,	полученным	с	уче-
том	дисперсии	коэффициента	прохождения:	

( , ) [ ( )]sin exp ix t k x u ttr ph0+
x

xY - .	 (43)

В	обоих	случаях	огибающая	имеет	вид
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sin
x
x .	 (44)

Известно,	что	наибольшее	действительное	значение	дан-
ной	функции	равно	единице	(sin	x/x	=	1)	и	соответствует	
нулевому	значению	ее	аргумента	(x	=	0).	

В	случае	свободного	движения	частиц	аргумент	оги-
бающей	(x	=	x0)	является	действительной	величиной	(см.	
(22)	и	(43),	(44)):	

x0	=	(x/ug	–	t)ug	Dk0.	 (45)

Если	для	прошедшей	волны	учтена	спектральная	зависи-
мость	модуля	коэффициента	прохождения	(см.	(40),	(43)	и	
(44)),	то	аргумент	огибающей	является	комплексным:

x	=	(x/ug	+	tF	+	itT	–	t)ug	Dk0.	 (46)

Из	(46)	видно,	что	при	формальном	допущении	о	воз-
можности	 принятия	 временем	 комплексных	 значений,	
достижение	главного	максимума	огибающей	будет	соот-
ветствовать	моменту	времени

	 t	=	x/ug	+	tF	+	itT.	 (47)

Данный	результат	перекликается	 с	 известным	результа-
том	работ	[29,	36],	где	временной	ход	процесса	туннелиро-
вания	интерпретируется	в	рамках	комплексного	времени,	
а	само	время	туннелирования	рассчитывается	по	формуле

( / )x uBu g
2t t t= + +F T

2 .	 (48)

Как	следует	из	(46)	и	(47),	если	пренебречь	зависимостью	
от	энергии	модуля	коэффициента	прохождения	T(E ),	то	
задержку	сигнала	будет	определять	только	время	tF .	

5. Время задержки главного максимума 
волнового пакета

Далее,	для	определенности,	будем	рассматривать	по-
тенциальный	 барьер	 с	 четко	 выраженными	 границами,	
координаты	которых	x	=	0	и	x	=	L	 (L	>	0).	Определим	
время	задержки	волнового	пакета,	возникающего	вслед-
ствие	 туннелирования	 сквозь	 барьер,	 как	 разность	 вре-
мен	появления	главного	максимума	|Ytr	(x, t)|	2	в	крайней	
точке	барьера	x	=	L	в	отсутствие	и	при	наличии	барьера.	
Из	(44),	(45)	видно,	что	в	отсутствие	барьера	нахождение	
времени	 появления	 главного	 максимума	 сводится	 к	 ис-
следованию	временной	зависимости	функции	

( )
( / )
( / )sin

t
L u t u k
L u t u k

g g

g g
0

0

0
2

D
D

W =
-

-= G ,	 (49)

а	при	 учете	 дисперсии	коэффициента	прохождения,	 как	
следует	из	(44),	(46),	должна	исследоваться	временная	за-
висимость	функции

( )
( / )
( / )sin

i
i

t
L u t u k
L u t u k

g g

g g

T
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0
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t t
t t

D
D
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L u t u k

g g

g g

T

T

0

0
# t t

t t
D
D

+ + -

+ + -

F

F
*6 @) 3 .	 (50)

Обозначим	через	t0	и	t	моменты	времени	 t,	 соответ-
ствующие	главным	максимумам	функций	W0(t)	и	W (t)	со-
ответственно.	Тогда	время	задержки

Dt	=	t	–	t0.	 (51)

Для	определения	t0	будем	поступать	стандартным	об-
разом,	т.	е.	вычислять	производную	функции	W0(t)	(49)	и	
приравнивать	ее	нулю:

( / )
( / )

( / )
sin

cos
L u u k
L u u k

L u u k
g g

g g
g g

0 0

0 0
0 0t

t
tD

D
D

-

-
= -6 @.	 (52)

Корни	данного	трансцендентного	уравнения	t0	будут	со-
ответствовать	 экстремумам	 функции	W0(t)	 (49).	 Из	 (52)	
следует,	что	в	точках,	соответствующих	экстремуму,

W0(tn)	=	{cos[(L/ug	–	t0)ugDk0]}2.	 (53)

Наибольшее	значение	данного	выражения	достигается,	ког-
да	аргумент	косинуса

(L/ug	–	t0)ugDk0	=	pn,				n	=	0,	± 1,	± 2,	.	.	.	.	 (54)

Из	(52)	–	(54)	видно,	что	t0	будет	определять	главный	мак-
симум	W0(t)	при	n	=	0.	Согласно	вышесказанному

t0		=	L/ug.	 (55)

Воспользовавшись	выражением	 (55),	для	значений	t,	
обеспечивающих	условие	экстремума	функции	W (t)	(50),	
из	условия	равенства	нулю	ее	производной	можем	запи-
сать	следующее	трансцендентное	уравнение:

( / ) ( / )

( / ) ( / )sin sin

i i

i i

L u u k L u

L u u k L u u k
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T T
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.	 (56)

Левая	 часть	 данного	 уравнения	 совпадает	 с	 функцией	
W (t)	(50),	так	что	в	точках	экстремума

( )
( / )
( / )sin

t
L u u k
L u u k

2
2

g g

g g
n

0

0

t t
t t

D
D

W =
+ -

+ -

F

F6 @
.	 (57)

Выражение	(57)	достигает	наибольшего	значения,	когда	
аргумент	синуса	равен	нулю:

2(L/ug	+	tF	–	t)ugDk0	=	0.	 (58)

Момент	времени	t,	определенный	в	соответствии	с	выра-
жением	(58),	следует	рассматривать	как	момент	времени	
появления	 главного	 максимума	 прошедшей	 волны,	 т.	к.	
оно	удовлетворяет	условию	экстремума

t = tF	+	t0.	 (59)

Время	прохождения	волны	сквозь	барьер	совпадает	со	
временем	появления	главного	максимума	t	в	точке	x	=	L,	
т.	к.	для	свободного	пакета	в	начальный	момент	времени		
t	=	0	максимум	волнового	пакета	находится	в	точке	x	=	0.	
Используя	(59),	(42)	и	(55),	для	времени	прохождения	вол-
нового	 пакета	 (времени	 туннелирования)	 можно	 полу-
чить	выражение

¶
¶ ( )
E
E

u
L
g

0't
F

= + .	 (60)

Данная	формула	является	не	чем	иным,	как	известным	ре-
зультатом	 Хартмана	 для	 времени	 прохождения	 волны	
сквозь	потенциальный	барьер	[11	–	13].	
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Обычно	формула	Хартмана	записывается	через	фазу	
переопределенного	коэффициента	прохождения,	т.	е.	вме-
сто	величины	t(k)	за	коэффициент	прохождения	принима-
ется	величина

t̃ (k)	=	t(k)exp(ikL).	 (61)

Фаза	данной	величины	связана	с	F (E )	(33)	простым	соот-
ношением:

f(E)	=	F (E )	+	kL.	 (62)

Воспользовавшись	соотношениями	(60),	 (61),	для	време-
ни	туннелирования	получим	выражение

¶
¶ ( )

E
E0't

f
= .	 (63)

Рассчитанное	по	этой	формуле	время	очень	часто	называ-
ют	также	фазовым	временем	и	обозначают	tph.	Как	следу-
ет	 из	 приведенного	 выше	 рассмотрения,	 формула	 (63)	
остается	верной,	когда	дисперсионные	зависимости	фазы	
и	модуля	коэффициента	прохождения	T(E )	предполага-
ются	слабыми.

6. Динамика волнового пакета, 
рассеивающегося на прямоугольном барьере

На	примере	прямоугольного	потенциального	барьера	
исследуем	 известный	 парадокс	 Харт	мана	 о	 бесконечно	
большой	 скорости	 туннелирования	 волнового	 пакета	
сквозь	барьер.	В	частности,	нас	будет	интересовать	сле-
дующий	вопрос:	какая	из	величин	–	время	туннелирова-
ния	 (скорость	 распространения	 волнового	 возмущения)	
или	 значение	главного	максимума	прошедшей	 волны	 –	
быстрее	 стремится	 к	 своему	 асимптотическому	 значе-
нию	при	неограниченном	уширении	барьера?	Необходимо	
уяснить,	 насколько	 мы	 правомочны	 судить	 о	 времени	
прохождения	волны	при	сильном	ослаблении	волнового	
возмущения	или	даже	при	его	фактическом	отсутствии	в	
пределе	бесконечно	широкого	барьера.	

Воспользовавшись	формулами	(40)	и	 (56),	для	значе-
ния	главного	максимума	в	крайней	точке	барьера	можем	
записать	выражение

2 2|| ( , ) ( )L k t ktr
0

0pt DY = || .	 (64)

Согласно	(64)	это	значение	не	зависит	от	времени	тунне-
лирования.	

Пусть	 волновой	 пакет	 падает	 слева	 на	 прямоуголь-
ный	потенциальный	барьер	высотой	V	с	границами	в	точ-
ках	x	=	0,	x	=	L.	Тогда	модуль	и	фаза	коэффициента	про-
хождения	определяются	 следующими	известными	выра-
жениями:	

1

( ) ( )cosh sinhT L
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k
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2
2

2 2
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e o= G ,	 (65)

( )arctan tanh
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k
L

2

2 2

f
c

c
c=

-= G,	 (66)

где

( )
;

m V E
k mE2 2

2 2' '
c =

-
= .	 (67)

В	случае	надбарьерного	прохождения	(E	>V )	в	формулах	
(65),	(66)	должна	быть	проведена	замена	c	®	–i	c.

Для	достаточно	широкого	барьера	(	cL	>>	1)	из	 (63),	
(66)	получаем

( )
(2 )

( )
tanh

E V E
L

E V E
ph" "' 't c

- -
.	 (68)	

Из	данной	формулы,	в	частности,	следует,	что	неограни-
ченное	увеличение	высоты	барьера	ведет	к	неограничен-
ному	росту	скорости	распространения	максимума	волно-
вого	пакета	[11]:

umax	=	L/tph	® ¥	 (69)

при	L	®	¥.
Согласно	(64),	(65)	неограниченное	увеличение	шири-

ны	барьера	(	cL	>>	1)	приводит	к	экспоненциальному	умень-
шению	коэффициента	прохождения:

( ) 16
( )

( 2 ) 0expT L
V

E V E
L2" "c-

- .	 (70)

Как	было	отмечено	выше,	мы	исследуем	вопрос	о	том,	на-
сколько	 правомочно	 рассчитывать	 скорость	 «объекта»	
при	 асимптотическом	 условии,	 когда	 данный	 «объект»	
фактически	 перестает	 существовать	 или	 присутствует	
асимптотически	ослабленным.	Для	этого,	на	наш	взгляд,	
важно	выяснить,	какая	из	величин	–	T(L)	(амплитуда	мак-
симума)	 или	 время	 туннелирования	 tph	 –	 быстрее	 стре-
мится	к	своему	асимптотическому	значению.	

Как	следует	из	(68),

( ) ( )
[ (2 ) 1] 0lim lim tanh

L E V E
L1ph

L L
"

'
t

c
-

- = -
" "3 3c c

; E .		 	
	 	 (71)

Используя	(70),	получаем	

( )
( )

[ ( 2 )] 0lim lim exp
E V E
T L V

L
16L L

2

"c
-

= -
" "3 3c c

= G .	 (72)

Заметим,	что	выражения	под	знаком	предела	в	(71),	(72)	
являются	 безразмерными.	 Рассмотрим	 отноше	ние	 этих	
выражений:	

( 2 )
( )

exp
tanh

L
L2 1

q
c

c
=

-

- .	 (73)

Знаменатель	и	числитель	данной	дроби	стремятся	к	нулю	
при		cL	®	¥.	При	этом

q(cL	®	¥)	® 0.	 (74)

Как	следует	из	(74),	при	бесконечном	уширении	барье-
ра	время	задержки	быстрее	стремится	к	своему	предель-
ному	значению,	чем	максимум	волнового	пакета	к	свое-
му.	Иными	словами,	для	любого	наперед	заданного	зна-
чения	 времени	 задержки	 значение	 максимума	 конечно.	
Следовательно,	при	расчете	времени	задержки	по	форму-
ле	 (63)	 эффект	 неограниченного	 возрастания	 скорости	
(69)	действительно	имеет	место.	

7. Заключение

Таким	образом,	мы	показали,	что	известная	формула	
Хартмана,	применяемая	для	расчета	времени	туннелиро-
вания,	соответствует	волновому	пакету	с	определенным,	
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однородным	 по	 волновому	 числу	 спектральным	 соста-
вом	только	в	случае	линейных	дисперсии	фазы	и	модуля	
коэффициента	прохождения.	Нами	был	исследован	также	
вопрос	о	правомочности	расчета	скорости	«объекта»	при	
асимптотическом	условии,	 когда	данный	«объект»	фак-
тически	перестает	существовать	или	присутствует	асим-
птотически	ослабленным.	Как	показал	проведенный	для	
прямоугольного	барьера	расчет,	значение	максимума	вол-
нового	пакета	медленнее	стремится	к	нулю,	чем	время	тун-
нелирования	 к	 своему	 асимптотическому	 значению.	 Из	
этого	 результата	 непосредственно	 следует,	 что	 эффект	
Хартмана	действительно	имеет	место.
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