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1. Введение

Вынужденное комбинационное рассеяние (ВКР) явля-
ется эффективным методом сдвига частоты лазерного из-
лучения. Хорошо известно [1], что процесс ВКР может 
быть каскадным, что обусловливает генерацию многих 
стоксовых ВКР-компонент, сдвинутых относительно друг 
друга на величину комбинационной частоты, являющей-
ся параметром ВКР-среды. В кристаллах процесс ВКР 
происходит благодаря сложным колебаниям кристалли-
ческой решетки, что обеспечивает целый набор комбина-
ционных частот со сдвигом порядка 1000 см–1 для наибо-
лее интенсивных линий комбинационного рассеяния [2]. 
Каскадное ВКР в кристаллах на различных комбинаци-
онных частотах может обеспечить генерацию гребенки 
оптических частот для синтеза сверхкоротких импульсов 
света и в метрологии. Однако реализация каскадной ге-
нерации высших стоксовых ВКР-компонент излучения в 
кристаллах сильно затруднена резким падением коэффи-
циента ВКР-усиления с ростом длины волны света [3], а 
по интенсивности ограничена порогом лучевой стойко-
сти ВКР-кристалла.

Наличие параметрической четырехволновой связи ВКР- 
компонент позволяет существенно снизить и сблизить по-
роги их генерации благодаря тому, что они стартуют не 
со спонтанного, а с интенсивного параметрического за-
травочного излучения [4]. При таком комбинационно-
параметрическом преобразовании могут генерироваться 

как стоксовы, так и антистоксовы ВКР-компоненты из-
лучения. Четырехволновая (четырехфотонная) генерация 
ВКР-компонент излучения в отличие от каскадной двух-
фотонной ВКР-генерации требует выполнения фазового 
синхронизма, чему препятствует дисперсия показателя 
преломления среды. Поэтому для многоволновой ВКР-
генерации в качестве сред чаще используются газы, име-
ющие малую дисперсию [5 – 8]. В кристаллах генерация 
гребенки частот со спектральной шириной более октавы 
при комбинационно-параметрическом преобразовании 
света была реализована в работах [9 – 13].

В большинстве случаев комбинационно-параметри
ческая генерация оказывается неколлинеарной. Напри
мер, генерируются так называемые антистоксовы конусы 
[14], что обусловлено поддержанием синхронизма четы-
рехволнового смешения (ЧВС) ВКР-компонент излуче-
ния. В работе Чиао и Стоичева [15] механизм неколлине-
арной комбинационно-параметрической генерации впер-
вые был количественно описан условием фазового синхро-
низма kL + kn – 1 = kS + kn, где kL и kS – волновые векторы 
лазерной накачки и первой стоксовой ВКР-компоненты, 
kn и kn – 1 – волновые векторы антистоксовых ВКР-ком
понент n-го и (n – 1)-го порядков соответственно (n = 1, 2, 
3,…; k0 º kL), что позволило рассчитать углы антистоксо-
вых конусов в хорошем согласии с результатами экспери-
ментов для кристалла кальцита. Данное условие фазово-
го синхронизма учитывает не все возможные процессы 
ЧВС, а только те, в которых участвуют две наиболее ин-
тенсивные частотные компоненты – волна накачки (kL) 
и первая стоксова компонента (kS). Такое приближение 
справедливо в случае самоорганизации синхронизма при 
неколлинеарном распространении ВКР-компонент, когда 
наибольшее влияние имеют четырехволновые взаимо
действия с участием наиболее интенсивных компонент. 
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антистоксовой связи, определяемая дисперсией показателя преломления ВКР-среды.
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Впоследствии данное условие было использовано для 
теоретического описания комбинационно-параметричес-
кой генерации в газах [16, 17]. Однако неколлинеарная 
комбинационно-параметрическая генерация пока не на-
ходит практического применения для задач синтеза сверх-
коротких импульсов света, где требуется коллинеарная 
генерация гребенки оптических частот.

В работах [18, 19] показано, что при ВКР в газах мо-
жет происходить также коллинеарная (осевая) комби
национно-параметрическая генерация, которая объясня-
ется пространственно-ограниченным захватом фаз пара-
метрически связанных волн при расстройке синхронизма 
ЧВС. В работе [4] был проведен анализ влияния параме-
трической связи различных частотных компонент излуче-
ния на порог ВКР в твердом теле в зависимости от волно-
вой расстройки ЧВС и материальной дисперсии. Пред
полагалось, что расстройка синхронизма коллинеарного 
ЧВС обусловлена дисперсией показателя преломления, 
которая оказывает тем большее влияние, чем больше раз-
личие частот взаимодействующих волн, т. е. наименьшую 
волновую расстройку имеют процессы четырехволновой 
связи соседних ВКР-компонент. В связи с этим был про-
изведен учет ЧВС любых соседних ВКР-компонент, а не 
только ЧВС с участием волны накачки и первой стоксо-
вой компоненты (данные наиболее интенсивные компо-
ненты при коллинеарном ЧВС не доминируют из-за рас-
стройки синхронизма). Рассмотрение было проведено 
для стационарного ВКР, хотя в большинстве эксперимен-
тальных работ [9 – 13, 20, 21] использовалась пикосекунд-
ная накачка.

В настоящей работе теоретически исследованы усло-
вия низкопороговой коллинеарной генерации гребенки 
оптических частот при нестационарном (пикосекундном) 
ВКР и параметрической четырехволновой связи ВКР-
компонент излучения в кристаллах.

2. Теория

Нестационарное коллинеарное взаимодействие излу-
чения с ВКР-средой может быть описано следующими 
связанными уравнениями [22]:
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где E – электрическая напряженность излучения; Q – амп-
литуда колебаний ВКР-среды; W = 2pnRc – центральная 
частота колебаний; nR – комбинационная частота, из
меряемая в см–1; t – время дефазировки колебаний среды; 
m и N – эффективная масса и концентрация колеблющих-
ся частиц; ¶a/¶Q – коэффициент изменения поляризуемо-
сти среды; e – диэлектрическая проницаемость среды.

Во взаимодействии участвует множество ВКР-компо
нент излучения, т. е.
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где Еj – медленно меняющаяся комплексная амплитуда j-й 
ВКР-компоненты излучения (  j = 0 – волна накачки, j > 0 

– стоксовы ВКР-компоненты, j < 0 – антистоксовы ВКР-
компоненты); wj и kj – ее частота и волновое число.

В материальном уравнении (2) фигурирует квадрат 
электрической напряженности излучения, который с уче-
том выражения (3) можно представить как
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где учтены только те слагаемые, которые описывают ре-
зонансную раскачку комбинационных колебаний среды. 
Амплитуда колебаний среды, возбуждаемая квадратом 
напряженности света (4), может быть записана подобным 
образом:
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где q j, j + 1 – медленно меняющаяся комплексная амплиту-
да колебания среды, раскачиваемого волнами Ej и Ej + 1. 
Подстановка (4) и (5) в уравнение (2) в случае точного ре-
зонанса (wj – wj + 1 = W ) дает материальные уравнения для 
медленно меняющихся амплитуд световых волн (Ej) и ко-
лебаний среды (q j, j + 1):
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Подстановка выражений (3) и (5) в волновое уравне-
ние (1) дает систему связанных укороченных волновых 
уравнений для каждой j-й ВКР-компоненты излучения:
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где uj – групповая скорость распространения j-й ВКР-
компоненты излучения; D kj и D Kj – волновые расстройки 
частично вырожденного и невырожденного процессов 
ЧВС j-го порядка соответственно. В процессе частично 
вырожденного (две из четырех взаимодействующих волн 
имеют одинаковую частоту) ЧВС j-го порядка участвуют 
три соседние ВКР-компоненты с номерами j – 1, j и j + 1, 
а в процессе невырожденного ЧВС j-го порядка – четыре 
соседние ВКР-компоненты с номерами j – 1, j, j + 1 и j + 2. 
В квадратных скобках уравнений (7) учтены все слагае-
мые, удовлетворяющие закону сохранения энергии при 
генерации j-й ВКР-компоненты излучения.

Нужно отметить, что здесь мы рассматриваем ЧВС 
только для соседних ВКР-компонент и пренебрегаем че-
тырехволновой связью ВКР-компонент, не являющихся 
соседними, для которых частоты взаимодействующих волн 
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сильно различаются и поэтому чувствительность к вол-
новой расстройке ЧВС велика из-за большой дисперсии 
показателя преломления ВКР-кристаллов. Это позволяет 
описать в единой модели практически все возможные 
процессы четырехволновой связи соседних ВКР-компо-
нент излучения.

Как показано в [4], вклад параметрической связи в 
ВКР зависит от выполнения условия фазового синхро-
низма частично вырожденного ЧВС вида 2kj = kj – 1 + kj + 1, 
где j – номер ВКР-компоненты излучения, являющейся 
волной ЧВС-накачки (  j < 0 – антистоксова волна, j > 0 
– стоксова волна, j = 0 – волна ВКР-накачки); kj – волно-
вой вектор ЧВС-накачки; kj – 1 и kj + 1 – векторы соседних 
ВКР-компонент излучения, являющихся сигнальной и хо-
лостой волнами j-го процесса частично вырожденного 
ЧВС. Отметим, что волны ВКР-накачки (  j = 0) и ЧВС-
накачки в общем случае не совпадают. При этом наличие 
волновой расстройки

Dkj = kj – 1 + kj + 1 – 2kj,	 (8)

где kj, kj – 1 и kj + 1 – модули соответствующих волновых 
векторов, приводит к нарушению условия волнового син-
хронизма, что ослабляет их параметрическую связь.

Основной причиной волновой расстройки (8) являет-
ся дисперсия показателя преломления среды. При этом 
волновая расстройка определяется как (имеется в виду, 
что kj = 2pnj  lj

–1, lj = (l0
–1 – j nR)–1)

Dkj = (nj – 1 + nj + 1 – 2nj)2p  lj
–1 + (nj – 1 – nj + 1)2pnR,	 (9)

где  lj – длина волны ЧВС-накачки; nj, nj – 1 и nj + 1 – показа-
тели преломления волны ЧВС-накачки, сигнальной и хо-
лостой волн соответственно.

Кроме частично вырожденного ЧВС, при ВКР проис-
ходит также невырожденное ЧВС, имеющее волновой 
синхронизм вида kj + kj + 1  =  kj – 1 + kj + 2 [4], где kj и kj + 1 – 
векторы первой и второй волн ЧВС-накачки; kj – 1 и kj + 2 
– векторы ВКР-компонент излучения, являющихся сиг-
нальной и холостой волнами процесса невырожденного 
ЧВС. Расстройка синхронизма невырожденного ЧВС j-го 
порядка определяется как

DKj = (nj – 1 + nj + 2 – nj – nj + 1)2p  lj
–1

	 + (nj – 1 + nj + 1 – 2nj + 2)2pnR » Dkj + Dkj + 1.	 (10)

Заметим, что система уравнений (6), (7) учитывает все 
возможные процессы четырехволновой связи любых со-
седних ВКР-компонент излучения при волновой рас-
стройке синхронизма ЧВС, определяемой дисперсией по-
казателя преломления, в отличие от ранних моделей мно-
говолнового ВКР [16, 17], где рассматривались только 
некоторые ЧВС-процессы, в которых обязательно участ
вуют волна накачки и первая стоксова компонента.

Модель построена в приближении плоских волн, гене-
рируемых коллинеарно, и не учитывает конические вол-
ны, которые на практике забирают на себя часть энергии 
накачки. Также не учитывается неполное пространствен-
ное перекрытие ВКР-компонент. Поэтому в таком при-
ближении не ставится задача определения энергетических 
параметров генерируемого излучения. Эффективности 
ВКР-преобразования в модели оказываются завышен
ными. Однако мы полагаем, что условия коллинеарной 

ВКР-генерации гребенки оптических частот описывают-
ся адекватно, тем более что конические волны наблюда-
ются в основном в антистоксовой области спектра, а 
спектр генерируемой гребенки частот больше смещен в 
стоксову область, в которой волны генерируются колли-
неарно благодаря каскадному процессу ВКР.

Для инициирования процесса каскадной ВКР-гене
рации уравнение (6) необходимо модифицировать, учи-
тывая, что спонтанное комбинационное рассеяние дает 
затравку для ВКР-генерации. Существуют два подхода.

При первом подходе в уравнение (6) вводится допол-
нительное слагаемое [23], описывающее дополнительную 
«спонтанную» вынуждающую силу колебаний среды. Та-
кой подход хорошо описывает элементарный процесс 
ВКР-генерации стоксовой волны [24], но его применение 
для описания затравки каскадной генерации многих ВКР- 
компонент не было обосновано в литературе. В [24] также 
показано, что результат применения данного подхода в 
стационарном случае близок к результату применения 
другого (второго) подхода, в котором считается, что в 
среде изначально имеется затравочное спонтанное сток-
сово излучение. Второй подход применялся для описания 
не только стационарного [25], но и нестационарного ВКР 
при моделировании фемтосекундной ВКР-генерации сток-
сова импульса из шумов в поле накачки [26].

Второй подход может быть связан с известным экспе-
риментальным пороговым условием стационарного ВКР 
gILL » 25 [27] ( g – коэффициент ВКР-усиления, IL – интен-
сивность лазерного излучения накачки на входе ВКР-сре
ды, L – длина ВКР-среды), при котором ВКР-усиление 
затравочного стоксова излучения IS(L) = Iseed exp(gILL) 
происходит до величины IS(L) » 0.01IL, если интенсив-
ность затравочного стоксова излучения Iseed » 10–13IL.

Для нас важно, что второй подход может обосновать 
каскадную генерацию многих ВКР-компонент, когда 
каждая стоксова ВКР-компонента генерируется при на-
качке предыдущей ВКР-компонентой, т. е. I seedj 1+  » s2Ij, где 
s » 10 13-  – затравочный коэффициент по амплитуде 
поля, обусловленный спонтанным комбинационным рас-
сеянием. Тогда, следуя работе [26], в уравнении (6) сток-
сову амплитуду E *

j + 1 заменяем суммой генерируемой и 
затравочной стоксовых амплитуд (E *

j + 1 + S *
j + 1). При этом 

считаем, что S *
j + 1 = sE *

j, т. е. шумы (  j + 1)-компоненты по-
являются в поле j-й компоненты.

Калибровочное моделирование при втором подходе 
определения затравки для длительности импульса накач-
ки, существенно превышающей время дефазировки, в со-
ответствующих условному порогу ВКР (gILL » 25) на-
чальных условиях, как и следовало ожидать, показало, 
что эффективность ВКР-генерации равна ~1 % (если не 
учитывались четырехволновые взаимодействия ВКР-ком
понент), а повышение gILL в 2 раза привело к преодоле-
нию порога генерации второй стоксовой компоненты 
(каскадный процесс). При трехкратном изменении затра-
вочного коэффициента s и изменении gILL не более чем 
на 10 % выходные параметры расчета оставались теми же. 
С другой стороны, установив согласно первому подходу 
определения затравки одинаковые затравочные слагае-
мые (S *

j + 1 = sE*
0 ), в результате расчета мы получили кар-

тину генерации, почти не отличающуюся от предыдуще-
го случая. Дело в том, что ВКР-генерация ( j + 1)-компо-
ненты инициируется при большой вынуждающей силе 
колебаний среды, пропорциональной Ej E *

j + 1 (см. уравне-
ние (6)), т. е. когда амплитуда j-й компоненты Ej близка к 
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амплитуде накачки E0, поэтому рассмотренные подходы 
дают близкие результаты.

Представленная модель недавно была апробирована 
и показала согласие расчетных результатов с результата-
ми экспериментов по многоволновому пикосекундному 
ВКР в кристаллах простых вольфраматов при различных 
длинах ВКР-кристаллов [28].

3. Порог нестационарного ВКР

Проблема реализации генерации высших ВКР-ком
понент связана с более высокими порогами их генерации 
по сравнению с порогом проявления ВКР. Поэтому для 
нахождения условий низкопороговой генерации многих 
(антистоксовых и стоксовых) ВКР-компонент при пара-
метрической связи сначала необходимо теоретически оп
ределить порог проявления нестационарного ВКР в ее 
отсутствие.

Хотя в отсутствие собственных потерь процесс ВКР 
не обладает принципиальным порогом эффекта, но фак-
тически существует экспериментальный порог, вызван-
ный тем, что на начальном этапе интенсивность ВКР-
излучения очень быстро экспоненциально нарастает.

Для нестационарного ВКР при неистощенной накач-
ке согласно [23, 29] уравнения, описывающие двухфотон-
ный процесс ВКР (уравнения (6), (7) при j = 1 и отсутствии 
ЧВС-слагаемых, содержащих экспоненты), можно свести 
к одному самосогласованному уравнению, которое имеет 
следующее решение [29]:

| ( , )| | (0, )| ( )dE z t E t I
gz

I t tL

t
2 2

0
2

t=
3-

l l
l

c my

» 
( )

| ( , )|
( )exp

d
d

gz
I t t

E t gz
I t t

2

0
2

L

Lt

t2

p t
t

3

3

-

-

l
l

l

c m
y

y ,	 (11)

где

¶
¶8g

m c n n
N

Q
V

2
0 1

2
1

2p t w a
W

= c m

– коэффициент ВКР-усиления, измеряемый в см/Вт;

( ) | ( )|I t cn E t
8L
0

0
2

p=l l

– интенсивность лазерного импульса накачки, измеряе-
мая в Вт/см2; n0,1 – показатели преломления для волны на-
качки и стоксовой волны соответственно.

Из выражения (11) следует, что при нестационарном 
ВКР нарастание интенсивности ВКР-излучения остается 
экспоненциальным, как и в случае стационарного ВКР, 
но происходит медленнее. Инкремент экспоненциально-
го нарастания интенсивности ВКР-излучения на выходе 
ВКР-среды (z = L) определяется (при tL £ t) как

( )
| ( , )|
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E L t
0 2
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 » 2 ( ) 2 ( )lnd d
gL

I t t
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Для лазерного импульса гауссовой формы с пиковой ин-
тенсивностью IL и длительностью tL на полувысоте спра-
ведливо выражение

3

( )
ln

dI t t I t
4 2L L L
p

=
3-
y .

Тогда, имея в виду, что ( )G t Gmax"l  при t " 3l  , получим

Gmax » 2
ln

ln
ln

gLI t gLI t2
4 2 4 2L

L
L
Lp p p

t t- c m.	 (13)

Пороговую интенсивность накачки IL
th для наблюде-

ния ВКР можно найти, приравняв максимальный инкре-
мент нестационарного ВКР-усиления Gmax из выражения 
(13) пороговому значению Gth = 25. Для гауссова импуль-
са длительностью tL £ t получим неявное выражение для 
пороговой интенсивности накачки:

2
ln

ln
ln

gLI t gLI t
4 2

2
4 2

25L
th L

L
th Lp p p

t t- =c m .	 (14)

Второе слагаемое в (14) заметно меньше первого, поэто-
му IL

th можно выявить методом приближений. В первом 
приближении выразим IL

th, пренебрегая вторым слагае-
мым в (14), а во втором приближении полученное значе-
ние IL

th подставим во второе слагаемое этого выражения. 
Получим искомое выражение, справедливое при tL £ t:

gLIL
th  » 

[25 (25 )]ln ln
t4

4 2
L

2p
p

t+  » t203
L

t .	 (15)

Заметим, что зависимость пороговой интенсивности IL
th 

от t/tL линейна при tL £ t.
На рис.1 представлены зависимости произведения gLIL

th 
от отношения t/tL – построенная по аналитической фор-
муле (15) (штриховая линия) и полученная посредством 
численного интегрирования уравнений (6), (7) (точки). 
Для точек, полученных при численном интегрировании, 
показана также линейная аппроксимация (сплошная кри-
вая) по методу наименьших квадратов (в области значе-
ний t < tL < 10t), определяемая выражением

gLIL
th » 22 207 /tLt+ .	 (16)

Рис.1.  Зависимости gLILth от t/tL – полученная численным интегри-
рованием уравнений (6), (7) (точки) и построенная по аналитиче-
ской формуле (18) (штриховая линия), а также линейная аппрокси-
мация точек, полученных при численном интегрировании в обла-
сти значений t < tL < 10t (сплошная кривая).
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Из рис.1 видно, что формула (15) (штриховая линия) 
хорошо согласуется с результатами численного расчета 
(точки) в области tL £ t (t/tL ³ 1). Нужно отметить, что 
зависимость, полученная посредством численного расче-
та (точки), близка к линейной и в области tL > t. При 
этом результат линейной аппроксимации согласуется с 
результатами численного расчета не только в области ап-
проксимации (t < tL < 10t), но и практически во всей об-
ласти значений t/tL.

Отметим, что произведение gLIL
th является пороговым 

инкрементом стационарного ВКР-усиления Gst, который 
должен быть равен 25 при tL >> t. В пределе t/tL ® 0 вы-
ражение (16) примерно соответствует данной нормировке 
(gLIL

th ® 22). Небольшое отклонение от нормировочного 
значения (22 вместо 25) обусловлено тем, что полученная 
при численных решениях зависимость gLIL

th от t/tL имеет 
малое отклонение от линейной зависимости (16) в обла-
сти больших длительностей (tL >> t), и уже при t/tL < 100 
(или  t/tL > 10–2) данным отклонением можно пренебречь.

В работе [21] экспериментально определены пороги 
ВКР-генерации в кристаллах BaWO4 и SrWO4 различной 
длины при пикосекундной накачке. Сравнение получен-
ных экспериментальных результатов с рассчитанными по 
формуле (16) при учете известных для данных кристаллов 
значений g и t, взятых из [30], показывает, что их значе-
ния близки. При этом для кристаллов длиной более 1 см 
несоответствие теоретического и экспериментального 
значений не превышает 8 %. Например, для длинного 
кристалла SrWO4 (L = 4.7 см) оно составляет только 2 %, 
но для короткого кристалла BaWO4 (L = 0.8 см) экспери-
ментальная пороговая интенсивность ВКР-генерации 
первой стоксовой компоненты оказывается завышенной 
на 16 % по сравнению с теоретическим значением из (16).

Из анализа, проведенного в работе [4], следует, что 
вследствие частично вырожденной четырехволновой свя-
зи с первой антистоксовой компонентой пороговая ин-
тенсивность IL

th1 ВКР-генерации первой стоксовой ком-
поненты превышает IL

th, определяемую простым двухфо-
тонным процессом ВКР-преобразования (формула (16)), 
если параметр волновой расстройки стокс-антистоксовой 
связи Dk0L < 50, что выполняется при уменьшении длины 
ВКР-кристалла.

Возьмем в качестве источника накачки YAG : Nd3+-
лазер с длиной волны 1.064 мкм, а в качестве ВКР-сред – 
широко известные кристаллы [31] KGd(WO4)2 (nR = 
901 см–1, g = 4 см/ГВт, t = 2 пс) и Ba(NO3)2 (nR = 1047 см–1, 

g = 11 см/ГВт, t = 27 пс). Формулы Селлмейера для этих 
кристаллов даны в [32, 33]. В табл.1 приведены рассчитан-
ные с использованием формул Селлмейера по выраже
ниям (9) и (10) волновые расстройки процессов ЧВС для 
выбранных кристаллов при длине волны накачки l0 = 
1.064 мкм. Считалось, что если в двухосном кристалле 
KGd(WO4)2 свет, поляризованный параллельно кристал-
лооптической оси m, распространяется вдоль кристалло-
оптической оси p, то комбинационный сдвиг частоты 
для него nR = 901 см–1, а показатель преломления ра-
вен главному значению nm тензора показателей прелом-
ления.

На рис.2 представлены зависимости пороговой интен-
сивности генерации первой стоксовой компоненты IL

th1, 
нормированной на порог проявления ВКР IL

th, от длины 
ВКР-кристалла L, полученные в результате математиче-
ского моделирования по уравнениям (6), (7) для двух вы-
бранных кристаллов при l0 = 1.064 мкм и различных 
длительностях импульса накачки tL.

Из рис.2 видно, что IL
th1 возрастает при уменьшении  

L. Такая зависимость от длины кристалла обусловлена 
повышением влияния стокс-антистоксовой четырехвол-
новой связи при уменьшении параметра волновой рас-
стройки Dk0L [4].

Рис.2.  Зависимости пороговой интенсивности генерации первой стоксовой компоненты ILth 1, нормированной на порог проявления ВКР 
ILth, от длины ВКР-кристалла L для двух выбранных кристаллов при l0 = 1.064 мкм и различных значениях tL.

Табл.1.  Волновые расстройки четырехволновой связи ВКР-ком
понент излучения в кристаллах KGd(WO4)2 и Ba(NO3)2 при длине 
волны накачки 1.064 мкм.

Волновая расстройка (см–1) KGd(WO4)2 Ba(NO3)2

Dk–2 63 34

Dk–1 56 29

Dk0 50 25

Dk1 42 19

Dk2 35 13

Dk3 28 6

Dk4 18 – 6

DK–2 119 63

DK–1 105 54

DK0 92 44

DK1 78 33

DK2 63 19

DK3 46 – 0.5
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Из рис.2 также видно, что при уменьшении длитель-
ности лазерного импульса накачки tL пороговая интен-
сивность накачки IL

th1 с уменьшением L растет медленнее, 
т. е. повышение нестационарности процесса ВКР приво-
дит к ослаблению влияния стокс-антистоксовой связи на 
порог ВКР.

4. Порог комбинационно-параметрической 
генерации гребенки оптических частот

Рассмотрим теперь генерацию многих ВКР-компо
нент. Нас будет интересовать генерация гребенки оптиче-
ских частот с частотной шириной около октавы, когда 
наибольшая длина волны примерно в 2 раза больше наи-
меньшей. При этом мы будем рассматривать коллинеар-
ную генерацию ВКР-компонент, которая описывается урав-
нениями (6), (7), т. к. этот процесс благодаря простран-
ственному совмещению всех генерируемых волн может 
быть применен для синтеза сверхкоротких импульсов – в 
отличие от процессов векторной комбинационно-пара
метрической генерации, когда генерируются антистоксо-
вы конусы [14], разнесенные в пространстве.

Длины волн ВКР-компонент lj = ( l0
–1 – j nR)–1. Для 

большинства кристаллов комбинационная частота nR » 
900 – 1000 см–1, при этом октава частот соответствует ге-
нерации семи соседних ВКР-компонент.

Выбираем для рассмотрения гребенку частот от вто-
рой антистоксовой ( j = –2) до четвертой стоксовой ( j = 4) 
компоненты, т. к. на практике при многоволновом ВКР 
обычно наблюдается большее проникновение в стоксову 
область спектра [5 – 13].

Порогом генерации гребенки частот будем считать 
порог генерации слабейшей из двух крайних ВКР-
компонент ( j = –2 или j = 4).

В результате математического моделирования по 
формулам (6), (7) мы получили зависимости пороговых 
интенсивностей генерации второй антистоксовой (IL

th(–2)) 
и четвертой стоксовой (IL

th4) ВКР-компонент, нормиро-
ванных на порог проявления ВКР (IL

th), от длины ВКР-
кристалла L для двух выбранных кристаллов при различ-
ных длительностях лазерного импульса накачки tL. Зави
симости приведены на рис. 3.

Из рис.3 видно, что имеется минимальный порог гене-
рации второй антистоксовой компоненты, наблюдаю-
щийся при Las = 0.3 и 0.6 см для кристаллов KGd(WO4)2 и 

Ba(NO3)2 соответственно. При этом для обоих кристал-
лов параметр волновой расстройки Dk0Las оказывается 
равным 15, что оптимально для антистоксовой генера-
ции. Для нас интересно, что пороги генерации второй ан-
тистоксовой и четвертой стоксовой компонент, являю-
щихся крайними частотами в гребенке частот, оказывают-
ся близкими как раз вблизи минимума порога генерации 
второй антистоксовой компоненты, поэтому минимум 
порога генерации второй антистоксовой волны и соответ
ствующая ему длина кристалла характеризуют условия, 
оптимальные для достижения порога генерации всей гре-
бенки оптических частот.

Для кристалла KGd(WO4)2 (рис.3,а) при увеличении 
длительности лазерного импульса накачки с 10 до 100 пс 
минимумы зависимостей IL

th(–2)/IL
th «приподнимаются» 

примерно в 1.5 раза, а для кристалла Ba(NO3)2 (рис.3,б) 
они остаются на одинаковом уровне. Это обусловлено на 
порядок большим временем дефазировки для кристалла 
Ba(NO3)2 (27 пс), сравнимым с длительностями обоих 
импульсов накачки (10 и 100 пс), из-за чего процесс ВКР 
в этих случаях является нестационарным. В то же время 
для кристалла KGd(WO4)2 с малым временем дефази-
ровки (2 пс) при большой длительности импульса накач-
ки  (100 пс) процесс ВКР становится близким к стацио
нарному.

В абсолютном выражении (IL
th находится по формуле 

(16)) минимальные пороговые интенсивности генерации 
IL
th(–2) при длительностях импульсов накачки 10 и 100 пс 
для кристалла KGd(WO4)2 составляют 158 и 100 ГВт/см2, 
а для кристалла Ba(NO3)2 они равны 264 и 35.4 ГВт/см2. 
Нужно отметить, что для большинства ВКР-кристаллов 
при пикосекундной накачке только последнее значение 
оказывается заведомо ниже порога лучевой стойкости. 
Например, в экспериментальных работах [20, 21, 34] для 
кристаллов молибдата свинца и ниобата бария – строн-
ция при накачке с длительностью импульса 18 пс и дли-
ной волны 1.064 мкм пороги лучевой стойкости состави-
ли 40 и 100 ГВт/см2 соответственно, а для относительно 
стойких кристаллов вольфраматов бария и стронция они 
были ненамного выше. Поэтому очень важно найти опти-
мальные условия для низкопороговой многоволновой 
ВКР-генерации.

Мы видим, что для кристалла Ba(NO3)2, для которого 
процесс ВКР является нестационарным при обеих дли-
тельностях импульса накачки, увеличение длительности 

Рис.3.  Зависимости пороговых интенсивностей генерации второй антистоксовой (ILth(–2)) и четвертой стоксовой (ILth4) ВКР-компонент, 
нормированных на порог проявления ВКР ILth, от длины ВКР-кристалла L для двух выбранных кристаллов при различных значениях tL.
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импульса до 100 пс приводит к резкому снижению (в 7.5 
раза) абсолютного порога генерации. Можно предполо-
жить, что существует оптимальная длительность лазер-
ного импульса для антистоксовой генерации, которая ле-
жит в диапазоне, соответствующем нестационарному 
ВКР, и для кристалла Ba(NO3)2 она близка к 100 пс. Пере
ход в стационарный режим ВКР не обеспечивает суще-
ственного снижения абсолютного порога антистоксовой 
генерации (для кристалла KGd(WO4)2 он снижается толь-
ко примерно в 1.5 раза).

5. Оптимальные условия комбинационно-
параметрической генерации гребенки  
оптических частот

Теперь необходимо определить условия высокоэф-
фективной ВКР-генерации гребенки оптических частот, 
когда все ее частотные компоненты преодолевают экспе-
риментальный порог генерации, т. е. имеют эффектив-
ность преобразования hj > 1 %.

На рис.4 представлены результаты численного расче-
та системы уравнений (6), (7) для кристалла Ba(NO3)2 при 
интенсивности накачки, превышающей порог проявле-
ния ВКР в 4 раза (т. е. IL = 4IL

th, где IL
th находится по фор-

муле (16)), длине волны накачки l0 = 1.064 мкм, длитель-
ности импульса накачки tL = 100 пс и длине кристалла 
L = 0.4 см (рис.4,а), 0.55 см (рис.4,б) и 0.7 см (рис.4,в).

Из рис.4,а видно, что при малой длине кристалла (L = 
0.4 см) эффективность преобразования во вторую анти-
стоксову компоненту (наименьшую частоту рассматри
ваемой частотной гребенки) превышает эффективность 
преобразования в четвертую стоксову компоненту (наи-
большую частоту частотной гребенки), но значения эф-
фективностей преобразования оказываются невысокими.

Увеличение длины кристалла до 0.55 см (рис.4,б) обе-
спечивает повышение (h–2, 4 > 4 %) и выравнивание эффек-
тивностей преобразования во вторую антистоксову и 
четвертую стоксову ВКР-компоненты. Заметим, что при 
этом параметр волновой расстройки Dk0L увеличивается 
до 15, что близко к оптимальному значению для стокс-
антистоксовой связи.

Дальнейшее увеличение длины кристалла до 0.7 см 
(рис.4,в) приводит к тому, что эффективность преобразо-
вания в четвертую стоксову компоненту оказывается су-
щественно выше, чем во вторую антистоксову компонен-
ту. При этом эффективности преобразования в данные 
ВКР-компоненты снижаются по сравнению с таковыми 
при L = 0.55 см (рис.4,б), что обусловлено увеличением 
параметра волновой расстройки (Dk0L = 18), приводящим 
к ослаблению антистоксовой ЧВС-генерации. В проме-
жуточных ВКР-компонентах (–2 < j < 4) в этом случае 
остается больше энергии, но преобразование в крайние 
компоненты частотной гребенки ( j = – 2 и j = 4) ослабле-
но. Следовательно, предыдущий случай (рис.4,б), в кото-
ром мы наблюдали повышенные и выровненные эффек-
тивности преобразования в крайние компоненты ( j = – 2 
и j = 4), можно считать оптимальным для эффективной 
комбинационно-параметрической генерации гребенки оп-
тических частот, т.е. длина кристалла L = 0.55 см являет-
ся оптимальной при заданном уровне накачки IL/IL

th = 4.
На рис.5 представлены расчетные зависимости опти-

мальной длины кристалла Lopt, соответствующей равенству 
эффективностей преобразования в крайние ВКР-компо

ненты частотной гребенки (h–2 = h4), а также самой эф-
фективности преобразования hopt = h–2 = h4, соответст
вующей Lopt, от уровня накачки IL/IL

th для кристаллов 
Ba(NO3)2 и KGd(WO4)2 при длине волны накачки l0 = 
1.064 мкм и длительности импульса накачки tL = 20 пс 
(рис.5,а) и 100 пс (рис.5,б).

Из рис.5,а видно, что при малой длительности им-
пульса накачки (tL = 20 пс) в кристалле KGd(WO4)2 повы-
шение уровня накачки IL/IL

th приводит к быстрому воз-
растанию эффективности преобразования hopt в крайние 
частотные компоненты частотной гребенки (до hopt » 8 % 
при IL/IL

th = 5), но оптимальная длина кристалла изменя-
ется слабо и не превышает 0.5 см. Это согласуется с экспе-
риментальными результатами работ [20, 21], где в кристал-
лах молибдатов и вольфраматов длиной не более 1 см 
при накачке лазером с длиной волны 1.064 мкм и дли-
тельностью импульса 18 пс повышение энергии накачки 
приводило к быстрому росту эффективностей преобразо-
вания в высшие ВКР-компоненты вплоть до четвертой.

В кристалле Ba(NO3)2 при той же малой длительности 
импульса накачки, tL = 20 пс (рис.5,а), эффективность ге-
нерации hopt (сплошная кривая) очень слабо возрастает с 
уровнем накачки и при IL/IL

th = 5 не превышает 0.5 %, что 
близко к пороговому значению. При этом оптимальная дли-
на кристалла Ba(NO3)2 относительно велика (Lopt > 1 см).

Заметим, что при tL = 20 пс для кристалла Ba(NO3)2 
мы имеем tL/t = 0.74 – существенно нестационарный ре-
жим ВКР (tL < t), а для кристалла KGd(WO4)2 – tL/t = 10, 
нестационарный переходный режим ВКР (t < tL < 100t).

Из рис.5,б видно, что с ростом уровня накачки IL/IL
th в 

кристалле Ba(NO3)2 эффективность генерации hopt растет 
наоборот быстро – до 6.5 %, а в кристалле KGd(WO4)2 – 
медленно (штриховая линия), до значения чуть более 1 % 
при IL/IL

th = 5. Опять же заметим, что при tL = 100 пс для 
кристалла Ba(NO3)2 мы имеем tL/t = 4 – нестационарный 
переходный режим ВКР, а для кристалла KGd(WO4)2 – 
tL/t = 50, близкий к стационарному режим ВКР.

Отметим, что существенно нестационарный и близкий 
к стационарному режимы ВКР оказались неоптимальны-
ми для высокоэффективной комбинационно-параметри
ческой генерации гребенки оптических частот.

На рис.6 представлены расчетные зависимости опти-
мальной эффективности преобразования hopt = h–2 = h4 в 
крайние ВКР-компоненты частотной гребенки и соответ-
ствующей оптимальной длины кристалла Lopt от отно
шения tL/t длительности лазерного импульса накачки к 
времени дефазировки при длине волны накачки l0 = 
1.064 мкм и уровне накачки IL/IL

th = 4 для кристаллов 
Ba(NO3)2 (сплошные кривые) и KGd(WO4)2 (штриховые 
кривые).

Из рис.6 видно, что характер зависимостей для обоих 
кристаллов является сходным. Явно наблюдается макси-
мум эффективности преобразования hopt = h–2 = h4 при от-
ношении tL/t » 10. В области этого максимума при tL/t » 
10 имеет место неглубокий минимум оптимальной длины 
кристалла, а с дальнейшим увеличением tL/t оптимальная 
длина кристалла Lopt слабо растет (менее чем в 1.5 раза) 
до постоянного значения в области стационарного ВКР 
(tL/t > 102).

Дополнительные расчеты показали, что при других 
уровнях накачки положение максимума эффективности 
преобразования на оси tL/t сохраняется, т. е. при любом 
уровне накачки ВКР-генерация октавы частот наиболее 
эффективно происходит при длительности импульса на-
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качки, в 5 – 20 раз превышающей время дефазировки ко-
лебаний используемого кристалла.

Нужно отметить, что область стационарного ВКР 
(tL/t > 102) характеризуется малой эффективностью пре-
образования hopt (десятые доли процента), в отличие от 
области существенно нестационарного ВКР (tL/t < 1), где 
hopt падает практически до нуля (точнее, до ~0.01 %). Этим 

объясняется неудача в реализации многоволнового ВКР 
в кристалле KGd(WO4)2 при неоптимальной длительно-
сти импульса накачки tL = 0.15 пс в работе [35], и только 
увеличение (при чирпировании) длительности импульса 
накачки до 2 пс и более позволило реализовать в настоя-
щей работе комбинационно-параметрическую генера-
цию нескольких ВКР-компонент.

Рис.4.  Результаты численного расчета системы уравнений (6), (7) для кристалла Ba(NO3)2 при интенсивности накачки, превышающей по-
рог проявления ВКР в 4 раза (IL = 4IL

th), l0 = 1.064 мкм, tL = 100 пс и L = 0.4 (а), 0.55 (б) и 0.7 см (в).

3    Квантовая электроника, т. 44, № 11
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6. Заключение

Таким образом, в настоящей работе теоретически ис-
следованы условия низкопороговой коллинеарной гене-
рации гребенки оптических частот при нестационарном 
(пикосекундном) ВКР и параметрической четырехволно-
вой связи ВКР-компонент излучения в кристаллах.

Показано, что комбинационно-параметрическая ге-
нерация гребенки оптических частот шириной около 
октавы наиболее эффективно происходит в переходном 
нестационарном режиме ВКР при длительности импуль-
са накачки, в 5 – 20 раз большей времени дефазировки ко-
лебаний используемого кристалла.

Для переходного нестационарного режима, который 
соответствует длительности импульса накачки, превыша-
ющей время дефазировки, найдена простая аппроксима-
ционная зависимость пороговой интенсивности проявле-
ния ВКР от параметров ВКР-среды и излучения накачки 
и на ее основе проанализированы пороги комбинационно-
параметрической генерации многих ВКР-компонент, со-
ставляющих гребенку частот.

Найдены оптимальные значения не только длитель-
ности лазерного импульса накачки, но и длины ВКР-крис
талла, соответствующей высокоэффективной генерации 

гребенки оптических частот от второй антистоксовой до 
четвертой стоксовой ВКР-компоненты включительно. Для 
рассмотренных кристаллов KGd(WO4)2 (с большой дис-
персией) и Ba(NO3)2 (с малой дисперсией) при накачке с 
длиной волны 1.064 мкм и длительностью импульса, пре-
вышающей время дефазировки в 5 раз и более, оптималь-
ная длина кристалла L составила 0.3 и 0.6 см, что соответ-
ствует условию наиболее эффективной стокс-антисток
совой связи DkL » 15, где Dk – волновая расстройка фазо-
вого синхронизма стокс-антистоксовой связи, определяе-
мая дисперсией показателя преломления ВКР-среды.

Автор благодарит А.А.Каминского за обсуждение ре-
зультатов работы. Работа выполнена при частичной фи-
нансовой поддержке РФФИ (грант № 13-02-00031).
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M., Kubeček V., Jelínková H. Laser Phys. Lett., 9, 519 (2013).
35.	 Losev L.L., Song J., Xia J.F., Strickland D., Brukhanov V.V. Opt. 

Lett., 27, 2100 (2002).


