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1. Введение

Адекватное задание векторного поля лазерного излу-
чения играет важную роль в различных задачах, в частно-
сти в исследованиях ускорения заряженных частиц. Наи-
более разработанным является описание лазерного излу-
чения в квазиоптическом параксиальном приближении в 
виде гауссовых (или эрмит-гауссовых) пучков, распро-
страняющихся вдоль оси z [1 – 7]. В этом случае предпола-
гается, что радиус пучка а в плоскости z = 0, соответству-
ющей центру перетяжки гауссова пучка, намного превы-
шает длину волны l0. Тогда угол раскрытия J  конуса, в 
котором волна распространяется вдоль оси z, в дальней 
зоне (z >> zR) достаточно мал: J  . l0(pa)–1 = a/zR << 1. 
Здесь zR = k0a2/2 – рэлеевская длина, определяющая диф-
ракционное расплывание волнового пучка; k0 = 2p/l0 = 
w0/c – волновое число; w0 – несущая частота волны; c – 
скорость света. Таким образом, в параксиальном при-
ближении существует малый параметр

2/( ) /µ k a a zR0= =  << 1. (1)

Отметим, что в параксиальном приближении поперечная 
компонента волнового вектора мала по сравнению с дли-
ной этого вектора [6]: ( ) /k k kx y

2 2
0
2

+  << 1.
Наличие малого параметра позволяет использовать 

теорию возмущений при решении волнового уравнения 
для векторов электромагнитного поля. В этом случае из 
волнового уравнения следует приближенное уравнение 
параболического типа. В нулевом приближении поля' 
имеют лишь поперечные компоненты, и поправки к ним 
возникают обычно во втором приближении. Продольные 
компоненты векторов поля в направлении распростране-
ния волны оказываются величинами первого порядка. 

От метим, что в ряде работ, в которых рассматривалось 
движение частиц в поле лазерного излучения, продоль-
ная составляющая поля вообще не учитывалась [8]. Это, 
естественно, приводило к ошибочным результатам.

В связи с созданием мощных лазеров, генерирующих 
ультракороткие импульсы [9], возникла задача описания 
такого излучения [10 – 12]. В частности, в работах [10, 11] 
рассматривалoсь остросфокусированное лазерное излу-
чение с интенсивностью ~1022 Вт/см2 и более, для которо-
го размер фокального пятна может быть меньше длины 
волны. В этом случае параметр (1) не мал, так что па-
раксиальное приближение становится неприменимым. 
Вместе с тем в работе [13] было показано, что в паракси-
альном приближении возможно описание фемтосекунд-
ных импульсов основной моды с интенсивностью около 
1018 Вт/см2. 

В настоящей работе поле мощного лазерного излуче-
ния рассматривается в рамках параксиального прибли-
жения. В отличие от [13] обсуждаются случаи различного 
соотношения между длиной волны и протяженностью 
импульса c∆t (∆t – длительность импульса), а кроме того, 
рассматриваются эрмит-гауссовы пучки произвольной 
моды и с произвольной поляризацией. Векторы поля на-
ходятся прямым решением параболического уравнения. 
Показано, что в случае достаточно коротких импульсов 
поправки к поперечным компонентам векторов поля воз-
никают не во втором, а в первом порядке по параметру 
(1). Эти поправки вычислены в случае аксиально-сим-
метричных эрмит-гауссовых пучков с произвольной фор-
мой импульса.

2. Поле лазерного излучения

Будем описывать лазерное излучение в вакууме с по-
мощью напряженностей поля E(r, t) и B(r, t). Электричес-
кое поле E(r, t) удовлетворяет волновому уравнению
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divE = 0. (2б)

Будем считать, что излучение распространяется в на-
правлении оси z, и вектор напряженности электрического 
поля зависит от «быстрого» времени t = t – z/c и безраз-
мерного параметра s = (t – z/c)/∆t, определяющего им-
пульсный характер излучения: E(r, t) = E(r, t, s). Пред-
ставим E(r, t, s) в виде фурье-разложения по «быстрому» 
времени: 

( , , ) (2 ) ( , ) ( )expd iE r E r1pt s w s wt= -w
- y . (3)

Вводя безразмерные пространственные координаты 
X, Y, Z = x/a, y/a, z/zR, с учетом соотношения (1) получаем 
уравнение для фурье-амплитуд напряженности Ew(r, s) в 
виде
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Здесь D=  – оператор Лапласа по поперечным координа-
там X, Y. Видно, что третий член в уравнении (4) имеет 
второй порядок малости и в нулевом приближении мо-
жет быть опущен. Роль последнего члена в (4) существен-
но зависит от длительности рассматриваемого импульса. 
Обычно предполагается [13], что протяженность импуль-
са значительно превышает длину волны l0/(c∆t) << 1, или 
что длительность импульса больше периода колебаний 
∆t >> T = 2p/w0. При этом порядок малости не конкрети-
зируется. Рассмотрим подробнее возможное соотноше-
ние между длиной волны и протяженностью импульса. 
Если последний член в уравнении (4) порядка μ2 или мень-
ше, то это соответствует достаточно длинным импульсам 
с протяженностью c∆t H 2zR. Например, при длине вол-
ны l0 = 1 мкм и a = 10 мкм длительность импульса ∆t H 
2 пс. В этом случае последний член в уравнении (4) не вли-
яет на эволюцию фурье-амплитуд в нулевом приближе-
нии. Тогда векторы поля можно представить в виде из-
вестных разложений [3] по четным степеням параметра μ: 

...μE E E0 2 2
= + +w w w  .

Если последний член в уравнении (4) является малым, 
порядка μ, то в нулевом приближении он также может 
быть опущен. В этом случае импульсы могут быть более 
короткими: c∆t . 2a. Например, при a = 10 мкм длитель-
ность импульса ∆t . 60 фс. Импульсы такой длительно-
сти легко генерируются современными мощными лазера-
ми. Тогда векторы поля можно представить в виде после-
довательных разложений:

...μ μE E E E0 1 2 2
= + +w w w w  .

В случае ультракоротких импульсов, когда c∆t . 2l0/p, 
последний член в уравнении (4) становится сравнимым с 
основными членами и уравнение в нулевом приближении 
существенно усложняется. Однако в этом случае, кото-
рый здесь не рассматривается, само параксиальное при-
ближение неприменимо.

Таким образом, как отмечалось в [13], параксиальное 
приближение может быть вполне адекватным при описа-
нии лазерного излучения фемтосекундной длительности. 

В нулевом приближении поле лазерного излучения Ew
0 

можно рассматривать в виде поперечных электромагнит-

ных волн. Поэтому вектор Ew
0 имеет только поперечные 

компоненты E E0 0/ =w w , так что в нулевом приближении 
продольная составляющая в направлении распростране-
ния волны отсутствует: 0E z

0
=w . Следует считать, что 

уравнение (4) описывает лишь поперечные составляющие 
вектора Ew, причем не только в нулевом, но и во всех по-
следующих приближениях. Это связано с тем, что компо-
ненты поля должны удовлетворять уравнению (2б). Из 
этого уравнения при заданных поперечных компонентах, 
определяемых уравнением (4), последовательными при-
ближениями можно найти продольную составляющую 
вектора Ew(r, s). 

3. Поперечные компоненты электрического 
поля 

Согласно (4) вектор E0
=w  в нулевом приближении опи-

сывается параболическим уравнением

¶
¶4 0i

Z
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0
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w
wD + == =

=
w

w . (5a)

Формально это означает пренебрежение второй производ-
ной по продольной координате z.

Видно, что в уравнении (5a) импульсный параметр s в 
явном виде не содержится, поэтому вектор ( , )E r0 s=w  мож-
но представить в виде произведения: 

( , ) ( ) ( )fE r E r0 s s==w w , (5б)

где функция f (s) определяет форму импульса. Функция 
f (s) может задаваться по-разному, но при этом она долж-
на быть достаточно плавной. Например, в [13] принима-
ется, что ( ) [ ( / ) /(2 )]cosf t z c t2 ps D= - , в работе [14]   f (s) = 

{ [( / / ) / ] }exp t z c z c t s0 D- - -  и т. п. Заметим, что в работе 
[15] рассматривалось распространение двумерного им-
пульса, ограниченного в пространстве и во времени.

В аксиально-симметричном случае с использованием 
цилиндрических координат r º r/a и Z, где r – расстояние 
от оси пучка, уравнение (5a) принимает следующий вид:

¶
¶

¶
¶

¶
¶( ) ( )

4
( )

0i Z
E r E r E r1

2

2

0r r r w
w

+ + =
= = =w w w . (6)

Здесь учтено соотношение (5б). Уравнение (6) имеет мно-
жество решений. Обычно рассматривается решение авто-
модельного вида [6]:

( , )
(1 / )

(0)
( )

i
r z

Z
gE

E
m m

m
m

0
1

0

w w
z=

+
=w

w
+

. (7)

Здесь E0
=w  – амплитуда поля в фокусе на оси пучка; m – 

целое положительное число, включая нуль; z = r2/(1+ 
/ )iZ 0w w ; gm(z) – искомая функция, которая согласно (6) и 

(7) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному 
уравнению

(1 ) ( )
d
d

d
dg g

m g1 02

2

z
z

z
z+ + + + = . (8)

Это уравнение имеет решение [6]

gm(z) = e– zLm(z), (9)
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где Lm(z) – полином Лагерра m-го порядка. Полиномы 
Lm(z) образуют ортонормированную систему функций с 
весом exp(– z) [16]. При этом, чтобы не выходить за рамки 
параболического приближения, число m не может быть 
слишком большим [6].

Таким образом, решение параболического уравнения 
(6) представляется в виде эрмит-гауссова пучка моды 
m-го порядка [6, 7]:

( ) ( )
( / )

( ) ( )
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i
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Z
f

LE E r
E
1

0
m

m
m

0

0
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0

" s
w w

s
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+
=w w

w z
+

- . (10)

В силу линейности уравнения (6) суперпозиция мод (10) 
также является его решением. 

Если частотный спектр излучения ∆w достаточно узoк 
(∆w/w0 << 1), то фурье-спектр амплитуды E 0

=w  имеет ост-
рый максимум в окрестности несущей частоты w0. Тогда 
поперечные компоненты поля излучения (3) в нулевом 
приближении можно представить в виде

( , , ) ( , , ) ( )exp irE r Em m
0

00"t s t s w t-= =w .

Запишем выражение для поперечных компонент элек-
трического поля излучения в эквивалентной форме (счи-
тая w0 = w):

( , , ) ( ) ( , ) ( )exp if r zE r Em m
0 t s s q== , (11a)

где комплексная амплитуда моды m-го порядка 
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- , (11б)

а фаза 

( / ), /(1 )iz c t Z2q w z r= - = + . (11в)

Полином Лагерра порядка m, в общем, имеет разложе-
ние [16]:
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L
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где G (m) – гамма-функция. Поскольку аргумент z = r2/[(1 + 
Z 2)1/2[exp (–ic), где c = arctan Z , является комплексным, то 
в каждом члене полинома Лагерра содержится свой фазо-
вый множитель. Поэтому формула (11a) представима в 
виде

( , , , ) ( ) ( , ) ( )exp ir z f r zE E
0

ms ms
s

m

t s s y=
=

/ . (12a)

Здесь введены амплитуды, определяющие поляризацию 
волны, 
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а также фазы

1
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Z
Z

m sms 2
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y q
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c= +
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- + + . (12в)

Отметим, что фазовая скорость рассматриваемого излу-
чения превышает скорость света в вакууме.

При рассмотрении конкретной моды удобнее исполь-
зовать описание электрического поля гауссова пучка в 
нулевом приближении в виде (11a), a не (12a). Приведем 
примеры. Поле основной моды с произвольной поляри-
зацией
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Поле первой моды
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Поле второй моды
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В этих формулах /(1 ) (2 1)Z Z mm
2 2j q r c= + + - + ; x1 = 

[ /(1 ) ] (1 )arctan Z 2 2pr h r- + - ; x2 = arctan 4Z(1 – r2)/[r4 – 
4r2 + 2(1 )] {4 (1 ) /[ 4 2(1 )]}Z Z Z2 2 4 2 2ph r r r- + - - + - ; h(x) 
– ступенчатая функция Хевисайда.

Из (13б) видно, что при Z = 0 электрическое поле пер-
вой моды исчезает на окружности с радиусом, равным ра-
диусу a гауссова пучка.

В случае достаточно длинных импульсов последова-
тельное решение параболического уравнения (6) пред-
ставляется в виде разложений по четным степеням пара-
метра μ [3, 17]. В отличие от длинных импульсов, попе-
речные компоненты электрического вектора достаточно 
коротких и плавных импульсов согласно уравнению (4) 
должны иметь поправки первого приближения. Эти по-
правки определяются уравнением 

¶
¶

¶
¶

¶
¶4

( )
0

ln
i
Z c t

f
Z

E E E21
1

0
0

p
l

s
sD D+ - == =

= =
w

w w . (14)

Если поле в нулевом приближении 0E=w  описывает пучок  
m-й моды по формуле (11а), то, используя рекуррентное 
соотношение для полиномов Лагерра [16]
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Видно, что дифференцирование (11a) по Z приводит к 
увеличению на единицу порядка полинома Лагерра. При 
этом функция (16), как и (11a), описывает эрмит-гауссов 
пучок и удовлетворяет параболическому уравнению (6). 
Учитывая указанные свойства таких пучков, получаем 
общее решение уравнения (14): 
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l

 ´ ( ) ( )exp iLm 1 z z q- ++ . (17)

Из формулы (17) видно, что для любой моды в плоскости 
перетяжки эрмит-гауссова пучка при Z = 0 поправки к 
поперечным компонентам поля отсутствуют. Отметим 
также, что поправки первого порядка целиком связаны с 
импульсным характером излучения. В случае гауссова 
пучка (m = 0) из (17) следует выражение для поправки: 
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В частном случае плавного импульса, задаваемого в виде 
( ) [ ( / ) /(2 )]cosf t z c t2 ps D= - , формула (18a) совпадает с ре-

зультатами [13], полученными для излучения с линейной 
поляризацией.

Поправка первого порядка в случае пучка с m = 1 со-
гласно (17) определяется формулой
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Сравнивая формулы (13) и (18a), можно увидеть общую 
закономерность: поле в нулевом приближении для пер-
вой моды и поправка первого порядка к полю основной 
моды имеют одинаковую пространственную зависи-
мость; кроме того, одинаковую пространственную зави-
симость имеют поле второй моды в нулевом приближе-
нии и поправка первого порядка к полю первой моды.

В случае мод более высоких порядков вид поправок 
первого порядка (17) становится более сложным. По-
правки высших приближений порядка μq (q H 2) к попе-
речным компонентам электрического поля определяются 
согласно (4) уравнением
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Из этого уравнения следует, что поправки высоких по-
рядков можно вычислить, если импульсная функция диф-
ференцируема необходимое число раз. 

Найдем поправку второго порядка (q = 2) к попереч-
ным компонентам напряженности электрического поля 
произвольной моды. Учитывая формулы (10), (16а) и (17), 
из (19) получаем общее выражение:
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Видно, что поправки второго порядка, как и первого, в 
плоскости перетяжки (Z = 0) пучка произвольной моды 
отсутствуют. В случае гауссова пучка поправка второго 
порядка согласно (20) описывается выражением
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Отсюда видно, что пространственная зависимость по-
правки к полю основной моды во втором приближении 
является комбинацией зависимостей поля в нулевом при-
ближении для первой и второй мод. Поправки второго 
порядка для пучков первой и других мод согласно (20) 
имеют более сложный вид.

Получение поправок высших приближений (q > 2) из 
уравнения (19) связано с очень громоздкими вычисления-
ми. Однако можно видеть, что поправки любого порядка 
обращаются в нуль в плоскости перетяжки пучка любой 
моды. Отметим, что поправки высоких порядков по па-
раметру μ для основной моды гауссова излучения линей-
ной поляризации рассматривались в работе [17]. Однако 
при этом не учитывался импульсный характер излучения, 
в связи с чем были получены поправки лишь четных по-
рядков (μ2, μ4, μ6,…). Кроме того, разложения предпола-
гались справедливыми при довольно большом значении 
параметра μ = 0.8, что нельзя считать корректным. От-
метим также, что рассчитанные в [17] поправки не исчеза-
ют в фокальной плоскости, как в найденном нами выра-
жении (21). Возможно, это связано с тем, что полученные 
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в [17] поправки являются некоторым частным решением 
параболического уравнения вида (19) (без последнего 
члена), тогда как при выводе (20) и (21) использовались 
общие свойства эрмит-гауссовых пучков. 

Отметим, что в [17] параболическое уравнение рас-
сматривалось не для вектора напряженности электриче-
ского поля, а для потенциалов гауссова пучка с линейной 
поляризацией.

4. Продольная компонента электрического 
поля эрмит-гауссова пучка

Рассмотрим уравнение (2б), полагая, что продольная 
составляющая напряженности электрического поля для 
любой моды имеет вид

( , , , , ,) ( , , , ) ( )exp iE X Y Z E X Y Zzm zt s s q= .

В этом случае получаем

¶
¶
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z
mx my

R

z= + +c m. (22)

Отсюда следует, что продольная составляющая E(r, t, s) 
является величиной первого порядка малости, которую с 
использованием формул (11) можно представить в виде
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где фаза 

( )m 2m /j q c- + . (23б)

При выводе (23a) использована формула [16]
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Отметим, что формула (23a) описывает продольное поле 
в первом приближении при произвольной поляризации 
излучения. Из этой формулы видно, что на оси эрмит-
гауссова пучка любой моды продольное электрическое 
поле отсутствует. Для основной моды из (23a) получаем
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Для первой моды
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Из (24б) видно, что в плоскости перетяжки пучка про-
дольное электрическое поле первой моды зануляется на 
окружности радиусом 2r = .

В пренебрежении импульсным характером излучения 
следующая поправка к продольному электрическому 
полю возникает в третьем приближении по параметру μ 
[17]. В рассматриваемом случае достаточно плавного и 
короткого импульса следующий поправочный член явля-
ется величиной второго порядка малости. Найти его 
можно из уравнения (22) с учетом формулы (17):

( , , , )
( ) ( )

( )i
E X Y Z t

ka c t m Z
Zf
2 1 ( )/zm m

2
2 3 2

0

p
l s

D
=-

+ + +

l

 ´ [ (0) (0)] ( )exp
d

d iXE YE L
mx my

m
m

0 0 2
1z

z j+ - ++
+ . (25)

Видно, что продольное электрическое поле во втором 
приближении отсутствует не только на оси пучка, но и на 
всей фокальной плоскости.

5. Магнитное поле эрмит-гауссова пучка

Компоненты вектора индукции магнитного поля 
B(r, t) можно найти с помощью уравнения Максвелла: 
rot E = –1/c(∂B/∂t). Представляя поля в виде разложения 
Фурье (3), получаем 
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Здесь e1 – единичный вектор в направлении распростра-
нения волны – оси z. Из уравнения (26) следует, что в ну-
левом приближении поперечные компоненты поля излу-
чения m-й моды связаны соотношениями, характерными 
для электромагнитной волны в вакууме:
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0 0s s= . 

(27)

Такие же соотношения сохраняются и в первом прибли-
жении. Во втором приближении получаем
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Здесь компоненты электрического поля ( , , , )r z tE m
2 s=  

определяются по общей формуле (20). Используя форму-
лы (16) и (23a), получаем общие выражения для попереч-
ных компонент магнитного поля во втором приближе-
нии:
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Отсюда следует, что даже для основной моды гауссова 
пучка с произвольной поляризацией магнитное поле во 
втором приближении описывается очень сложными фор-
мулами. Они упрощаются в случае линейной поляризации.

Продольная составляющая магнитного поля, как и 
электрического поля, возникает лишь в первом прибли-
жении:
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Легко видеть, что формула (29a) аналогична формуле 
(23a) для продольного электрического поля. Как и в слу-
чае электрического поля, на оси эрмит-гауссова пучка 
любой моды продольная составляющая магнитного поля 
отсутствует. Для основной моды из (29a) следует
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где j0 определяется формулой (23б).
Продольная составляющая магнитного поля первой 

моды
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и во втором приближении она вычисляется аналогично 
(25).

6. Заключение

Рассмотрено поле мощного лазерного излучения в па-
раксиальном приближении с помощью разложения вол-
нового уравнения по параметру (1). Импульсный харак-
тер излучения учитывается с помощью параметра s как 
дополнительного аргумента поля. При этом заранее не 
предполагается существование импульсной функции, на 
которую умножаются векторы поля. Такая функция до-
статочно общего вида естественно возникает при после-
довательном рассмотрении соотношений между протя-
женностью импульса и длиной волны излучения в пара-
болическом уравнении. Показано, в согласии с [13], что 
параксиальное приближение вполне применимо для опи-

сания импульсов фемтосекундной длительности, но при 
этом, в отличие от более длинных импульсов, попереч-
ные компоненты поля имеют поправки первого, а не вто-
рого порядка малости по параметру (1). В аксиально-
сим мет ричном случае получены общие выражения для 
поля излучения в нулевом, первом и втором приближени-
ях разложений по параметру μ в виде эрмит-гауссовых 
пучков произвольной моды и произвольной поляриза-
ции. При ведены конкретные формулы для основной и 
первой мод. 

Обычно лазерное излучение рассматривают в виде га-
уссова пучка. Однако более высокие моды изменяют про-
странственную структуру импульсного излучения, что, 
естественно, влияет на характер его распространения. 
Показано, что для вычисления поправок высокого по-
рядка требуется, чтобы импульсная функция была диф-
ференцируема необходимое число раз. Подчеркнем, что 
полученные выражения ограничены рамками примени-
мости параксиального приближения в случае достаточно 
коротких импульсов. Спектральная ширина импульса, 
малая по сравнению с несущей частотой (∆w/w0 << 1), свя-
зана с длительностью спектрально-ограниченного им-
пульса общим соотношением: ∆w ∆t . 2p. 

Отметим, что найденные в настоящей работе поправ-
ки второго порядка к поперечным компонентам напря-
женности электрического поля основной моды не совпа-
дают с поправками, приведенными в работе [17]. Ос-
новное отличие заключается в том, что поправки [17] не 
исчезают в фокальной плоскости излучения, т. е. согласно 
[17] мощность излучения в фокальной плоскости опреде-
ляется полем не нулевого приближения, а полем с заранее 
заданной точностью. В качестве возможной причины 
расхождений указывается, что полученные в [17] поправ-
ки являются одним из частных решений параболического 
уравнения во втором приближении.

Полученные выражения для векторов поля предпола-
гается использовать при анализе пондеромоторного ус-
корения релятивистских электронов, а также ускорения в 
режиме циклотронного авторезонанса [5]. 
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