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1. Введение

Создание плазмы в сильно неидеальном состоянии и 
изучение ее свойств давно привлекают внимание многих 
исследователей [1,2]. Перспективным объектом исследо-
ваний может являться электрон-ионная ультрахолодная 
плазма с температурой частиц T £ 100 К и их концен-
трацией n £ 1010  см–3. Возможность получения такой 
плазмы впервые была продемонстрирована в экспери-
ментальных работах [3 – 5]. Ранее в [6,7] для получения 
сильно неидеальной плазмы впервые было предложено 
использовать лазерное охлаждение ионов под действи-
ем сил спонтанного радиационного давления. Там же 
было показано, что при этом в квазистационарной плаз-
ме возможно достижение условий вигнеровской кри-
сталлизации ионной подсистемы. Работы [3 – 5] стиму-
лировали последующие исследования [8 – 16] свойств 
ультрахолодной плазмы, получаемой с помощью при-
пороговой фотоионизации «холодных» (T » 10–5 – 10–4 K) 
атомов. В частности, эти исследования показали, что 
быстрая релаксация электронов и ионов к равновесному 
распределению по энергии и последующая трехчастич-
ная рекомбинация не позволяют достичь высокой степе-
ни неидеальности, необходимой для начала кристалли-
зации электронной или ионной подсистемы. Для реше-
ния этой проблемы в [14,15] также была рассмотрена 
возможность применения методов лазерного охлажде-
ния ионов под действием сил спонтанного радиацион-

ного давления. При этом как в [6,7] так и в [14,15] ис-
пользовалось упрощенное (линейное приближение) вы-
ражение для силы, корректное только для случая мед-
ленных ионов:

ká |uix| ñ <<  g/ 2,   k = w /c,

где k – волновое число лазерного излучения; uix – про
екция скорости иона на ось х; g – скорость спонтанного 
распада возбужденного состояния иона; w – частота ла-
зерного излучения; c – скорость света. Уже при темпе
ратурах ионов Ti ³ 0.01 K использование упрощенного 
выражения приводит к значительным погрешностям в 
описании динамики охлаждения ионов [17]. Поэтому 
для исследования процесса охлаждения плазмы при не 
очень малых температурах ионов необходимо более 
общее, нелинейное по скорости, выражение для силы 
спонтанного радиационного давления. Кроме того, осу-
ществление охлаждения ионов в широком диапазоне на
чальных температур при постоянной отстройке частоты 
лазерного излучения невозможно, т. к. в этом случае 
охлаждение возникает только в ограниченном диапазоне 
скоростей ионов.

Можно ожидать, что эффективное охлаждение, вплоть 
до достижения неидеального состояния, изначально не 
очень холодных плазменных ионов возможно с помощью 
сканирования частоты лазерного излучения по мере из-
менения их температуры. В настоящей статье рассмотре-
на такая возможность на основе модели, учитывающей 
процесс лазерного охлаждения ионов и основные меха-
низмы их нагрева.

2. Модель охлаждения ионов

В слабой ( |V0| <<    g ) стоячей световой волне с частотой 
w и волновым вектором вдоль оси х возникает сила спон-
танного радиационного давления [18], действующая на 
ион вдоль оси х:
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Здесь ћ – постоянная Планка; |V0| – частота Раби стоячей 
волны; w0 – частота квантового перехода; D = w – w0 – от-
стройка частоты (D < 0, |D| <<   w0). Соответственно потери 
кинетической энергии ионов в единицу времени за счет 
лазерного охлаждения описываются выражением

3-
F

3

u u u u( ) ( , )d ,Q f Tlas las i i i i ix x x x= y 	 (2)

где f (uix, Ti) – функция распределения ионов по скоро-
стям, которая предполагается близкой к максвелловской 
(см. Приложение); Ti – температура ионов, определяемая 
их средней кинетической энергией ei = 3kBTi /2; kB – посто-
янная Больцмана. Наряду с охлаждением в лазерном 
поле происходит флуктуационный нагрев ионов, обу-
словленный случайным характером спонтанного распада 
возбужденного состояния и поглощения лазерного излу-
чения, который описывается выражением [18]
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где М – масса иона. Флуктуационный нагрев играет 
заметную роль при сверхнизких температурах ионов 
(Ti £ 10–3 К). 

Одной из основных причин нагрева охлаждаемых ио-
нов плазмы является обмен энергией с электронами при 
упругих столкновениях:

( ),Q M
m2

ei ei e in e e= - 	 (4)

где m – масса электрона; nei – частота упругих электрон-
ионных столкновений; ee – средняя кинетическая энергия 
электронов.

Еще одной причиной нагрева ионов может служить  
корреляционный нагрев (или disorder-induced heating) [8], 
проявляющийся при изначально случайном распределе-
нии ионов, образующихся в результате быстрой фотоио-
низации охлажденных атомов (Ti » 10 мкК) [3, 4]. Релак
сация ионной подсистемы к состоянию с меньшей потен-
циальной энергией кулоновского межчастичного взаимо-
действия приводит к увеличению кинетической энергии 
ионов, т. е. к их нагреву. Для оценки этого эффекта ис-
пользуем наиболее простое выражение [19]:
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где е – элементарный заряд; а – радиус ячейки Вигнера – 
Зейтца. Введение дельта-функции Дирака d(t) означает, 
что характерные времена фотоионизации атомов и кор-
реляционного нагрева значительно меньше времени ох
лаждения ионов.

Учитывая все перечисленные процессы, можно запи-
сать следующее уравнение для температуры ионов:
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Очевидно, что охлаждение системы будет наблюдаться 
при условии |Wlas| > Wei.

3. Влияние корреляционного нагрева на 
лазерное охлаждение ионов

Сразу после быстрого образования ультрахолодной 
плазмы в результате ее фотоионизации [3 – 5] основную 
роль в нагреве ионов будет играть корреляционный на-
грев, который в нашем приближении (5) рассматривается 
как мгновенный скачок их температуры. На рис.1 приве-
дена зависимость скорости лазерного охлаждения |Wlas| 
от температуры для ионов Be. Видно, что эта зависимость 
имеет максимум, связанный с нелинейной зависимостью 
коэффициента c от скорости иона uix. горизонтальными 
линиями на рис.1 представлены зависимости скорости 
нагрева ионов электронами Wei при различных концен-
трациях. Дуговыми стрелками схематично показан ска-
чок температуры ионов до величины Tcor, получаемой в 
результате корреляционного нагрева (значения Tcor для 
различных концентраций отображены кривой 4).

В области, лежащей между точками пересечения зави-
симостей |Wlas| и Wei (например, точки А и В), скорость 
лазерного охлаждения ионов превышает скорость их на-
грева электронами. Если в результате корреляционного 
нагрева температура ионов попадает в эту область, то 
они будут охлаждаться до температуры, соответствую-
щей точке А пересечения указанных зависимостей. Вид
но, что в случае прямой 1 корреляционный нагрев не по-
зволит осуществить последующее охлаждение ионной 
подсистемы. Критической концентрацией, ниже которой 
можно осуществить охлаждение при заданных параме-
трах лазерного излучения (|D| = 0.5 g, |V0| = 0.25 g), являет-
ся n0 = 1.98 ́  106 см–3. При меньших концентрациях, не-
смотря на начальный корреляционный нагрев, плазма 
будет охлаждаться. Заметим, что для тяжелых ионов (Sr+ 
и т. п.) их температура, достигаемая в результате корреля-
ционного нагрева, не будет попадать в область, где пре-
валирует нагрев электронами. В этом случае кривая 4 пе-

Рис.1.  Зависимости скоростей лазерного охлаждения ионов |Wlas| 
(сплошная кривая), их нагрева электронами Wei (Te = 100 K) (1 – 3) 
и корреляционного нагрева (4) от температуры ионов при концен-
трациях плазмы 2.25 ́  106 (1), 1.98 ́  106 (2) и 1.70 ́  106 см–3(3).
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ресекает кривую |Wlas(Ti)| так, что при Ti ³ Tcor скорость 
охлаждения продолжает расти. Увеличение отстройки |D| 
также приведет к аналогичному результату, причем для 
всех типов ионов (включая и Be+). Однако при этом уве-
личится и минимальная температура (точка А на рис.1 
сдвинется вправо), достигаемая при охлаждении. Таким 
образом, как отмечено выше, постоянная отстройка ча-
стоты лазерного излучения не всегда позволяет эффек-
тивно охлаждать ионную подсистему, вплоть до достиже-
ния ею сильно неидеального состояния. Особенно это ка-
сается случая, когда ионная подсистема изначально явля-
ется не очень холодной (Ti0 ³ 1 – 10 K). На наш взгляд, эф-
фективное охлаждение в этом случае возможно при ска-
нировании частоты лазерного излучения по мере измене-
ния температуры ионов. При этом отстройка меняется 
таким образом, чтобы при данной температуре скорость 
лазерного охлаждения |Wlas| была максимальной.

4. Определение оптимальной отстройки

Для удобства в дальнейшем будем использовать без-
размерные частоту Раби a, отстройку b и скорость u:

u
u

.
| |
,

| |
,

kV ix0 =a g b g g
D

= = 	 (7)

Оптимальное значение βopt(Ti) находим из условия макси-
мизации скорости лазерного охлаждения при заданной 
температуре ионов:

Wlas ( βopt,Ti ) ® max.

На рис.2 приведены вычисленные значения βopt для Be 
и Sr, а также кривые, аппроксимирующие эти значения 
по формулам

. .T5 35 0 25opt i
1 2b = +    для Be,

.T 0 25opt i
1 2b = +    для Sr.	 (8)

Видно хорошее совпадение аппроксимирующих зависи-
мостей с численными результатами как при малых (см. 
вставку), так и при больших температурах. На рис.3 представлены скорости охлаждения ионов 

Be и Sr при оптимальной и постоянной ( β = 0.5) отстрой-
ках. Видно, что уже при малых температурах (около 0.04 K 
для Be и 0.8 K для Sr) наблюдается существенное разли-
чие в скоростях охлаждения. Штриховыми линиями на 
рис.3 обозначены асимптотические значения |Wlas| = 
|Wlas | max, которые будут определены ниже.

Наряду с численным нахождением оптимальной от-
стройки βopt представляют интерес вопросы о том, чем 
она определяется и как влияет на скорость охлаждения 
ионов, а также как меняется скорость охлаждения с ро-
стом температуры. Для этого проведем анализ процесса 
лазерного охлаждения. 

При использовании обозначений (7) выражения для 
коэффициента трения c принимает следующий вид:
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u u
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Что касается функции распределения f (uix,Ti ), то вместо 
нее введем функцию

Рис.2.  Зависимости оптимальной отстройки βopt(Ti ) от температу-
ры ионов для Be (1) и Sr (2). Точки – численный расчет, сплошные 
кривые – их аппроксимация.

Рис.3.  Скорости охлаждения |Wlas| ионов Be (а) и Sr (б) при оптималь-
ной отстройке (1) и постоянной отстройке β = 0.5 (2) для a = 0.25. На 
вставках изображены те же зависимости при малых температурах.



«Квантовая электроника», 45, № 11 (2015)	 А.П.Гаврилюк, И.Л.Исаев1040

u u u u( , ) ( , )
2

F T f T
k T
M

ki ix ix i
B i

2
1 2 2 2

p
g

= = c `m j

u( )
,exp

k T
M k
2 B i

2 2

#
g

-= G 	 (10)

качественный вид которой аналогичен максвелловской фун
кции распределения по абсолютным скоростям ионов. 
При значительных температурах Ti (когда áu2ñ >>  g2K ) функ
цию c(u) в окрестности ее максимального значения, которое 
достигается при um = b, можно записать в виде

c(u) » 
u

.
g

k
42 2

2 2'
b b

a
- + u^ h6 @

	 (11)

Характерную ширину Dul этой функции (по полувы-
соте) можно определить следующим образом:

b u Du Du/ , .g g2 2m L L- + = =^ h K K 	 (12)

Для сравнения определим также характерную ширину 
DuF функции F(u,Ti):

DuF » u ,k
M
k T2

F
B i

g= 	 (13)

где uF – скорость, при которой достигается максимум F(u,Ti). 
Найденные ширины определяют характерные обла-

сти изменения этих функций. Для типичных параметров 
a £ 0.3, g » 108 с–1, k » 105 см–1 получаем DuL » 0.5 и DuF » 

/T A13 i i , где Ai – атомная масса элемента. Соответственно 
их отношение должно удовлетворять условию

u
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Из (14) видно, что даже для тяжелых ионов (Ai ~ 100) уже 
при Ti  ³ 1 K это отношение много больше единицы. В этом 
случае есть основание полагать, что в окрестности 
um – DuL £ u £ um + DuL функция F(u,Ti) меняется слабо, 
тогда для Qlas вместо (2) можно записать выражение
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Проводя интегрирование, находим
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Для β >>  gK окончательно получаем
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Дифференцируя это выражение по β, находим βopt(Ti), при 
котором скорость охлаждения будет максимальной:

.k
M
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pb g= 	 (18)

асимптотические значения βopt для Be и Sr будут равны 
. T5 3 i

1 2  и . T1 0 i
1 2соответственно. Они хорошо согласуют-

ся с аппроксимирующими зависимостями (8) при Ti ³ 1 K.

Таким образом, изменяя отстройку β согласно (18) в 
зависимости от температуры ионов, можно обеспечить 
максимальную скорость охлаждения, которая определя-
ется выражением

| | ( . ) ( . ) .expQ
g

0 5
2

0 5las max
1 2

2 2

' p
a g

= -K 	 (19) 

Примечательно, что она не зависит от температуры ио-
нов Ti. Соответствующие значения |Wlas | max обозначены 
штриховыми линиями на рис.3.

На основе выражения (19) из уравнения (6) для темпе-
ратуры ионов можно оценить максимальное значение 
концентрации плазмы n0m при различных температурах 
электронов, при которых еще возможно лазерное охлаж-
дение ионов. При этом флуктуационным и корреляцион-
ным нагревом можно пренебречь. Сравнивая нагрев ио-
нов электронами с охлаждением ионов, описываемым 
выражением (19), получаем условие охлаждения

( ) (0.5 ) ( 0.5),expM
m T T

k g
2

3ei e i
B

1 2
2 2

'1n p
a g

- -u
	 (20)

которое позволяет по заданным концентрации плазмы, 
температуре электронов и частоте a легко оценить воз-
можность охлаждения ионов в конкретных условиях. 
Например, для ионов Be+ при n = 107 см–3, Te = 100 K и 
a = 0.25 получаем в левой части этого неравенства вели-
чину 36.7(Te – Ti), а в правой – 3.07 ́  103. Тогда для выпол-
нения условия (20) необходимо, чтобы температура ио-

Рис.4.  Динамика охлаждения ионов Be (a) и Sr (б) при Te = 500 К, 
n0 = 5 ́  106  см–3. Штриховые линии – расчет при использовании 
точного выражения (2), сплошные – при использовании асимпто-
тического выражения (19) для скорости охлаждения ионов.
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нов превышала 16.6 К: только в этом случае они будут 
охлаждаться при заданных условиях. 

Использование выражения (19) в уравнении для тем-
пературы ионов (6) значительно упрощает описание ди-
намики охлаждения. В этом случае (при Ti > 1 K) темпера-
тура со временем линейно снижается, что позволяет легко 
оценить необходимое время охлаждения. На рис.4 приве-
дены временные зависимости температуры, найденные 
численно с использованием выражений (2) и (8), а также 
из аналитического решения уравнения для температуры 
ионов (6), в котором Qlas определяется его асимптоти
ческим выражением (19). Видно, что изменение темпе
ратуры в области Ti > 1 K при оптимальной отстройкe 
имеет линейный характер, а асимптотическое выражениe 
для Qlas позволяет достаточно точно описать это измене-
ние.

Отметим, что линейная зависимость температуры ио-
нов от времени в области Ti > 1 K позволяет легко перей-
ти от βopt(Ti) к βopt(t), что облегчает реализацию процесса 
сканирования отстройки частоты в этой области темпе-
ратур.

Как следует из сказанного выше, оптимальное скани-
рование отстройки частоты лазерного излучения позво-

ляет значительно расширить температурный диапазон воз
можного охлаждения ионов плазмы. Представляет также 
интерес определение как температурного диапазона, так 
и диапазона концентраций, в которых принципиально 
возможно охлаждение ионов плазмы. Для решения этого 
вопроса используем решение уравнения (6) при величине 
βopt, задаваемой выражениями (8).

На рис.5 показаны области (не заштрихованные), где 
возможно охлаждение ионов. Они определяются темпе-
ратурой электронов и концентрацией плазмы. При этом 
предполагается, что температура электронов значительно 
превышает начальную температуру ионов. В этих обла-
стях приведены пронумерованные изолинии, соответству
ющие различным значениям параметра неидеальности 
Gi = e2/(akBTi) ионной подсистемы. В нижней заштрихо-
ванной области электроны не являются слабо неидеаль-
ными, и поэтому приближение парного электрон-ионного 
взаимодействия, используемое в работе, некорректно.

С использованием рис.5 по заданным концентрации и 
температуре электронов можно определить возможность 
охлаждения и значение параметра неидеальности Gi, ко-
торое может быть достигнуто в этих условиях.

5. Заключение

В работе показано, что эффективное лазерное охлаж-
дение (под действием сил спонтанного радиационного 
давления) ионов плазмы в широком диапазоне их началь-
ных температур возможно при сканировании частоты ла-
зерного излучения. Для ионов Be и Sr получены выраже-
ния для оптимальных отстроек частоты излучения, обе-
спечивающих максимальную скорость охлаждения при 
различных температурах ионов. В общем случае также 
получены асимптотические выражения для оптимальных 
отстроек и скорости охлаждения. Как оказалось, в опти-
мальном случае скорость охлаждения не зависит от тем-
пературы ионов. На основании решения уравнения для 
температуры ионов Be и Sr определены области (в коор-
динатах Te и n0) возможного охлаждения (при использо-
вании оптимальных отстроек) до сильно неидеального 
состояния, что особенно важно для предварительных 
оценок при постановке экспериментов.

Авторы выражают искреннюю благодарность Н.Я.Ша
пареву за полезные обсуждения и ценные советы.

Приложение.  
Релаксация функции распределения (ФР)

Действие силы радиационного спонтанного давления 
искажает ФР ионов. В то же время ион-ионное взаимо-
действие (столкновения) препятствует этому процессу и 
определяет релаксацию ФР к равновесной (максвеллов-
ской). Если скорость релаксации ФР значительно превы-
шает скорость ее деформации за счет охлаждения, то ФР 
будет слабо отличаться от равновесной. Сравним скоро-
сти этих двух процессов. 

Максимальное изменение импульса иона при охлаж-
дении можно оценить по формуле

dp res
las  » ћgkdt,

где под pres понимается импульс иона («резонансного» из-
лучению) в области максимального действия силы спон-
танного радиационного давления.

Рис.5.  Области параметров, в которых возможно лазерное охлаж-
дение электрон-ионной плазмы Be (a) и Sr (б) при a = 0.25. (Ge – па-
раметр неидеальности для электронов).
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Изменение импульса иона в результате взаимодей-
ствия (столкновения) с другими ионами можно оценить 
по формуле

dp res
ii  » presWiidt,

где Wii = min(wi,nii)– скорость релаксации ФР, которая в 
случае сильно неидеальных ионов пропорциональна ион-
ной плазменной частоте wi, а в случае слабо неидеальных 
– частоте ион-ионных столкновений nii.

Здесь также используется импульс частицы в области 
максимальной силы лазерного трения:

kM
pres

g  » |D|,   pres » 
| |
.k

Mg D

Чтобы релаксация ФР успевала происходить в процессе 
охлаждения, должно выполняться условие

presWii >>   ћgk, 

откуда

k
M

ii
b

W  >>   ,k'
g    β >>   M

k
ii

2'
gW .

При характерных параметрах k » 105  см–1, g » 108  с, 
M ~ (10 – 100) ́  10–24 г получаем 

β >>   (10–2 – 10–3)/Wii.

Это условие может нарушаться (даже при малых кон-
центрациях, n £ 106 см–3) для разумных значений относи-

тельной отстройки (  β > 0.1) только при высоких темпера-
турах ионов (Ti > 103  K). Таким образом, можно пола-
гать, что в процессе лазерного охлаждения ионов их ФР 
остается равновесной.
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