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1. Введение

Недавно были предложены и экспериментально про-
демонстрированы фотоприемники на основе резонансной 
фотоэмиссии электронов из плазмонных наноантенн [1, 2] 
и металлических пленок [3], после чего стала исследоваться 
возможность использования резонансной фотоэмиссии в 
фотовольтаике [4, 5]. В наноантеннах, т. е. металлических 
частицах нанометрового размера, резонансная фотоэмис-
сия имеет место при возбуждении локализованных коле-
баний электронной плотности (локализованных плазмон-
ных резонансов – ЛПР) под действием внешнего электро-
магнитного поля определенной частоты. Возникновение 
ЛПР приводит к существенному увеличению напряжен-
ности электромагнитного поля внутри и вблизи наноан-
тенн и, как следствие, к увеличению поглощения элект
ронами металла энергии электромагнитного поля. Со
ответственно, если энергия поглощаемого кванта поля 
достаточна для того, чтобы поглотивший этот квант 
электрон металла (горячий электрон) преодолел потен-

циальный барьер на границе наноантенны с матрицей, то 
при возбуждении ЛПР происходит резонансное увеличе-
ние фотоэмиссии.

Помимо плазмонного резонанса, увеличению эффек-
тивности фотоэмиссии из наноантенн способствуют их 
малые размеры, т. к. в случае, когда длина свободного 
пробега фотоэлектрона сравнима хотя бы с одним из раз-
меров наноантенны, горячий электрон имеет большую, 
чем в случае фотоэмиссии из макротел, вероятность до-
лететь до границы наноантенны и выйти за ее пределы 
[3]. В этом случае важен учет охлаждения горячих элек-
тронов при электрон-электронных и электрон-фононных 
столкновениях [5]. Для учета охлаждения горячих элек-
тронов одним из наиболее подходящих методов является 
метод Монте-Карло (см., напр., [6]), однако он весьма 
ресурсоемок в вычислительном плане. В связи с этим был 
развит ряд приближенных методов (см. работы [3, 5, 7, 8] и 
ссылки в них). Ниже мы используем предложенную в [7] 
модель охлаждения горячих электронов, позволяющую 
получить ряд аналитических результатов.

В металлических пленках и наночастицах может ока-
заться существенным поверхностный фотоэффект [2, 8, 9], 
который проявляется в том, что электрон поглощает фо-
тон при столкновении с границей металла и полупрово-
дника. Кроме того, существует объемный фотоэффект – 
процесс, при котором поглощение кванта света происходит 
в объеме наночастицы, а именно во время столкновения 
свободного электрона металла с фононом или дефектом 
кристаллической решетки металла. Заметим, что деталь-
ного описания поглощения электроном кванта света во 
время столкновений для наших целей не требуется. Ана
логично другим работам (см., напр., [3, 5, 7]) мы ограни-
чимся рассмотрением только объемного фотоэффекта. 

Одной из основных характеристик фотоэмиссии явля-
ется ее внутренняя квантовая эффективность (ВКЭ), т. е. 
вероятность прохождения границы горячим фотоэлек-
троном. Задача нахождения этой вероятности распадает-
ся на две: расчет формы барьера Шоттки на границе ме-
талл – полупроводниковая матрица и расчет вероятности 
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преодоления данного барьера фотоэлектроном. Деталь
ный расчет этого барьера проводился в ряде работ [10, 11], 
однако для сравнения ВКЭ фотоэмиссии из различных 
наночастиц мы используем простое приближение для его 
формы – прямоугольная потенциальная ступенька с вы-
сотой, равной работе выхода из металла в полупрово-
дник. Без учета сил изображения, эта работа выхода вы-
числяется как разность работы выхода из данного метал-
ла в вакуум и сродства к электрону полупроводниковой 
матрицы. 

Для барьера-ступеньки легко находится точное кван
тово-механическое выражение для вероятности прохож-
дения электроном барьера, причем с учетом скачка эф-
фективной массы электрона на границе. Как будет пока-
зано ниже, учет этого скачка исключительно важен, т. к. 
он может существенно влиять на эффективную высоту 
барьера и соответственно на квантовый выход фотоэмис-
сии. Отметим, что эффективные массы электрона в ме-
талле наночастицы и в окружающем полупроводнике мо-
гут различаться более чем на порядок. Так, например,   
m/m* » 4 для пары Au/Si и ~15 для Au/GaAs [12], где m и 
m* – эффективные массы электрона в металле и полу
проводниковой матрице соответственно. Необходимость 
учета скачка эффективной массы при расчете коэффици-
ента прохождения потенциального барьера в задаче о 
фотоэмиссии отмечалась и ранее [13, 14]. В настоящей ра-
боте мы подробно исследуем, в частности, эффект влия-
ния этого различия масс на фотоэмиссию из металличе-
ских пленок и наночастиц, представляющих интерес для 
фотоприемников и солнечных элементов.

В разд.2 приведены методы расчета ВКЭ металличе-
ских пленок и наночастиц для случаев как однородного, 
так и неоднородного распределения электрического поля 
в металле в рамках трехстадийной модели фотоэмиссии с 
учетом неупругого рассеяния горячих электронов «хо-
лодными» электронами металла. В разд.3 описываются 
используемые модели коэффициента прохождения потен-
циального барьера на границе металл – полупроводник. 
В разд.4 приводятся формулы для ВКЭ плоской пленки 
и наночастиц двух простых форм: сферы и проволоки 
круглого сечения. В разд.5 обсуждаются спектральные 
зависимости ВКЭ вблизи длинноволновой границы для 
плоской пленки, наносферы и нанопроволоки, а именно 
проводится сравнение ВКЭ для двух случаев: точного 
квантово-механического решения для прямоугольной по-
тенциальной ступеньки и аппроксимации коэффициента 
прохождения функцией Хевисайда. Полученные резуль-
таты и возможные направления дальнейших исследова-
ний объемной фотоэмиссии из металлических пленок и 
наночастиц обсуждаются в Заключении.

2. ВКЭ фотоэмиссии из металлических 
пленок и наночастиц

Общая схема рассматриваемого явления показана на 
рис.1. Плоская световая волна вида Re[E0exp(–iwt)] рас-
пространяется в полупроводниковой матрице с внедрен-
ными в нее металлическими наночастицами (далее для 
краткости будем говорить, как правило, только о нано-
частицах, имея в виду и пленки). Поле Ei(r) внутри нано-
частицы в самом общем случае можно представить в виде

( ) ( )FE r r Ei 0= t ,	 (1)

где ( )F rt  – оператор (матрица), зависящий от формы и 
размера наночастицы, поляризации поля E0 относитель-
но наночастицы, а также диэлектрических проницаемо-
стей ei(w) и ee материалов наночастицы и матрицы соот-
ветственно.

Для рассматриваемых форм наночастиц и для пленки 
удобно ввести характерный размер Ln: для сферы и ци-
линдра это диаметр, для пленки – толщина. Если наноча-
стица имеет эллипсоидальную форму, то в квазистатиче-
ском приближении, т. е. в случае, когда характерный раз-
мер наночастицы много меньше длины световой волны в 
матрице, поле внутри наночастицы однородно [15] и опе-
ратор ( )F rt  не зависит от координаты r внутри частицы:  

( )F Fr /t t. Если падающее поле E0 поляризовано вдоль 
одной из осей эллипсоида, то поле Ei параллельно E0, т. е.   
оператор Ft  фактически является скаляром: ( )F Fr /t .

Объемная фотоэмиссия включает в себя три стадии 
[16, 17]. На первой стадии электроны металла при стол-
кновениях с фононами, дефектами решетки или примес-
ными атомами поглощают фотоны падающей электро-
магнитной волны с энергией 'w и переходят в возбужден-
ное состояние с энергией, превышающей энергию Ферми, 
т. е. становятся горячими (рис.2). На второй стадии го
рячие электроны движутся к границе наночастицы, теряя 
по пути свою энергию (охлаждаясь) в электрон-электрон

Рис.1.  Металлическая наночастица в полупроводниковой матрице.

Рис.2.  Три стадии объемной фотоэмиссии: I – возбуждение элек-
тронов металла (при столкновениях их с фононами или дефектами 
решетки) из занятых энергетических состояний в зоне проводимо-
сти в незанятые состояния выше уровня Ферми  EF; II – электрон-
ный транспорт в металле; III – взаимодействие электронов с барье-
ром Шоттки (преодоление барьера или отражение от него). Кривая 
1 – барьер Шоттки без учета сил изображения, кривая 2 – с учетом 
этих сил; Wa – работа выхода из металла в полупроводник; Ev  и 
Ec  – потолок валентной зоны и дно зоны проводимости полупро-
водника соответственно.
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ных и электрон-фононных столкновениях. На третьей ста-
дии фотоэлектроны переходят через границу наночасти-
цы в матрицу (для простоты в качестве материала мат
рицы будем рассматривать полупроводники n-типа) или 
отражаются от границы обратно в металл.

Очевидно, что удельная скорость фотоэмиссии rem(r) 
(в с–1×м–3), которая описывает фотоэмиссию из наноча-
стицы при возбуждении горячих электронов в точке r на-
ночастицы, пропорциональна удельной скорости погло-
щения фотонов в металлической наночастице rabs(r) (в  
с–1×м–3):

rem(r)  = hi
local (r) rabs(r).	 (2)

Коэффициент пропорциональности hi
local (r) есть, по 

определению, локальная ВКЭ фотоэмиссии – вероятность 
того, что фотоэлектрон, поглотивший фотон в точке r, 
испытает фотоэмиссию, т. е. дойдет до границы наноча-
стицы и выйдет за ее пределы. Удельная скорость погло-
щения фотонов rabs [15] может быть выражена через мни-
мую часть ei'' диэлектрической проницаемости металла ei 
( ''i i ie e= +el ) и напряженность поля в наночастице:

'' ''2( ) | ( )| | ( ) |r Fr E r r E
2
1

2
1

abs
i

i
i0 0

0
2

' '
= =

e e e e t .	 (3)

Соотношение, аналогичное (2), можно написать для 
всей наночастицы и, следовательно, определить ее ВКЭ  hi:

Rem = hi Rabs,	 (4)

где Rabs и Rem – скорости поглощения фотонов и эмиссии 
фотоэлектронов из наночастицы соответственно (в с–1),

( ) , ( )d dR r r R r rr rabs abs em em
V V

3 3

n n

= =y y ;	 (5)

( ) | ( ) | | ( ) |d dF r F rr r E r Ei
local

V V
0
2 3

0
2 3

n n

h h= i
t ty y ;	 (6)

Vn – объем наночастицы. Очевидно, что ВКЭ в формуле 
(6) в случае, когда Ft  – линейный оператор (напряжен-
ность поля не слишком велика, и нелинейными эффекта-
ми можно пренебречь), не зависит от модуля вектора E0. 
В случае однородного поля в наночастице, когда Ft  – не 
зависящий от r скаляр, из (6) следует, что

( )dV rr1
i

n

local

V

3

n

h h= iy ,	 (7)

т. е. hi в этом случае есть средняя по объему наночастицы 
локальная ВКЭ.

Локальная ВКЭ, входящая в выражения (6) и (7), мо-
жет быть найдена следующим образом. Удельное погло-
щение rabs (r) можно представить в виде

( ) | ( )| ( , ) [ ( ( )) ( ( ))]r B f k f kr E r k k E Eabs i e e= -
2 l ly

	 ( ( ) ( ) )d dk kk kE E 3 3
# 'd w- +l l,	 (8)

где ( )f Ee  – фермиевская функция распределения электро-
нов по энергии E ; интегрирование по d d dk k k k

3 2 W=  
включает в себя интегрирование по модулям k волновых 

векторов k (dk) и по их направлениям (dWk); аналогично – 
для интегрирования по d d dk k k k

3 2 W=l l l ; функция ( , )B k kl  
описывает вынужденный переход из состояния с волно-
вым вектором kl в состояние с волновым вектором k с 
поглощением фотона (соответственно ( , )B k kl  описывает 
переход из состояния с волновым вектором k в состояние 
с волновым вектором kl с излучением фотона), ( , )B k kl  = 

( , )B k kl . В формуле (8) интеграл по d k3 l означает сумми-
рование по всем начальным состояниям электронов, а 
интеграл по d k3  – усреднение по всем возможным конеч-
ным состояниям для каждого начального состояния.

Мы предполагаем, что плотность распределения со-
стояний электронов по энергии в металле соответствует 
изотропному параболическому закону дисперсии: E  µ k2. 
Выполняя в (8) интегрирование по d k3 l с учетом дельта-
функции ( ( ) ( ) )k kE E 'd w- +l  и того, что ( ) ( ) /( )k k m2E 2'= , 
получаем

( ) ( , )dr r kr r kabs exc
3

= y ,	 (9)

где

( , ) | ( )|r r k E rexc i
2

=

	 ( ) ( ( ) ) ( ( )) ( )B k f k f k kE E Ee e# ' 'w w- - -l 6 @ 	 (10)

– удельная скорость возбуждения в фазовом простран-
стве (в с–1×м–3×м3 = с–1). Дополнительные постоянные мно-
жители, возникающие при интегрировании в (8), включе-
ны в ( )B kl . Затем можно ввести удельную скорость фото-
эмиссии rem(r), которая отличается от rabs(r) (9) множите-
лем Pem(r, k) под интегралом (Pem(r, k) – вероятность 
эмиссии фотоэлектрона, возбужденного в точке r, с вол-
новым вектором k): 

( ) | ( )| ( , ) ( )r P B kr E r r kem i em
2

= ly 	

( ( ) ) ( ( )) ( ) df k f k k kE E Ee e
3

# ' 'w w- - -6 @ .	 (11)

Таким образом, согласно (7)

( )rlocalh =i 	 (12)

.

Выражение (12) можно существенно упростить, считая 
произведение ( ) ( )B k kE 'w-l  не зависящим от k. Это 
предположение восходит к классической статистической 
теории фотоэффекта Фаулера [18]. В данном случае оче-
видно, что

( )
[ ( ( ) ) ( ( ))]

( , ) ( ( ) ) ( ( ))

d

d

f k f k k

P f k f k k
r

r k

E E

E E
local

e e

em e e

3

3

'

'
h

w

w
=

- -

- -

i

6 @

y
y

.	 (13)

Отметим, что если ( ) ( )B k kE 'w-l  не зависит от k, то 
зависимость rexc(r, k) от k определяется лишь разностью 
фермиевских функций ( ( ) ) ( ( ))f k f kE Ee e'w- -  (см. фор-
мулу (10)).
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Влиянием теплового возбуждения электронов на спек-
тральную характеристику контакта металл – полупроводник 
можно пренебречь при энергиях фотонов, больших рабо-
ты выхода из металла в полупроводник Wa на (2 – 3)kBT 
(kB – постоянная Больцмана, T – температура) [19, 20]. Пре
небрегая тепловым возбуждением электронов, находящих-
ся над поверхностью Ферми EF (т. е. предполагая T = 0), 
легко получить, что разность ( ( ) ) ( ( ))f k f kE Ee e'w- -  в при-
веденных выше формулах равна единице в области EF1 
E EF 'w+1  и нулю вне этой области. Следовательно, 
удельная скорость возбуждения в фазовом пространстве 
rexc(r, k) отлична от нуля лишь в слое

k k kF1 1 'w 	 (13а)

фазового пространства над поверхностью Ферми металла, 
где 2k mEF F' =  и 2 ( )k m EF' 'w= +'w . При T = 0 пред-
положение о том, что ( ) ( )B k kE 'w-l  не зависит от k, 
означает, что скорость накачки горячих электронов в фа-
зовый слой (13а) однородна, т. е. не зависит от k:

( , ) | ( )|r Br k E rexc i=
2 r ,	 (13б)

где ( ) ( )B B k kE '/ w-lr . Соответственно выражение (9) 
для удельного поглощения можно переписать в виде

( ) | ( )|r BVr E rabs i k=
2 r ,	 (13в)

где 4 ( ) /V k k 3k
3 3p= - F'w  – объем фазового слоя (13а). Отме

тим, что, сравнивая соотношения (13в) и (3), можно вы-
разить коэффициент Br  и, следовательно, удельную ско-
рость возбуждения rexc(r, k) через мнимую часть ei'' диэлек-
трической проницаемости ei металла. 

При Т = 0 из (13)  получаем

( ) ( , )dV P kr r k1local
em

k V

3

k

h =i y .	 (13г)

Таким образом, локальная скорость фотоэмиссии rem(r) 
может быть вычислена с помощью формул (2), (3) и (13г), 
а после этого скорость фотоэмиссии Rem и ВКЭ наноча-
стицы можно рассчитать по формулам (5) и (7) соответ-
ственно.

Для учета рассеяния фотоэлектронов в настоящей ра-
боте используется простая модель, рассмотренная в [7] 
(см. также ее описание в [8]) и позволяющая в ряде случа-
ев получать аналитические выражения для ВКЭ. В этой 
модели принято, что многократными отражениями элек-
тронов от границы можно пренебречь, поэтому вероят-
ность Pem(r, k) в выражении (13г) представляется в виде

( , ) ( ( ), ( , )) [ ( , ) / ]expP D k L lr k r e r eEem ek ka= - ,	 (14)

где D – коэффициент прохождения фотоэлектроном барь
ера на границе; a – угол падения фотоэлектрона на грани-
цу; ek = k/|k| – единичный вектор, сонаправленный с век-
тором k; L – расстояние по прямой от точки рождения 
фотоэлектрона до границы; le – длина свободного пробе-
га при электрон-электронном рассеянии. Здесь предпола-
гается, что фотоэлектрон летит по прямой от точки свое-
го рождения до границы. Кроме того, при первом же акте 
электрон-электронного рассеяния фотоэлектрон теряет в 
среднем половину избыточной (относительно уровня 
Ферми) энергии [6], поэтому его можно считать не прео-

долевшим потенциальный барьер на границе. Таким об-
разом, вероятность достижения фотоэлектроном грани-
цы равна вероятности не испытать на пути до границы ни 
одного акта электрон-электронного рассеяния и, следо-
вательно, не потерять энергию, и эта вероятность учиты-
вается множителем exp(–L/le). Заметим, что средняя дли-
на свободного пробега при электрон-электронном рассе-
янии является, вообще говоря, не константой, а функцией 
от превышения энергией электрона уровня Ферми. Вли
яние этой зависимости на квантовую эффективность фо-
тоэмиссии отмечается в [21, 22]. В настоящей работе рас-
сматривается узкий диапазон энергий фотонов вблизи 
длинноволновой границы, поэтому данной зависимо-
стью пренебрегается. Кроме того, учет ее возможен толь-
ко с помощью численных методов.

Электрон-фононным рассеянием в модели (14) полно-
стью пренебрегается, т. к. рассеяние на фононах является 
практически упругим. Потеря энергии электроном в одном 
акте столкновения с фононом составляет ~10–3 эВ, а сред-
няя длина свободного пробега электрона при электрон-
фононных столкновениях для золотых и серебряных на-
ночастиц равна ~50 нм [6]. Для наночастиц с характер-
ными размерами не более 100 нм это означает потерю не 
более десятых долей процента от первоначальной энер-
гии электрона на пути от точки рождения до границы, 
чем в данном случае можно пренебречь.

3. Вычисление коэффициента прохождения 
потенциального барьера на границе  
наночастица – матрица

Для вычисления фигурирующего в формуле (14) коэф-
фициента прохождения потенциального барьера на гра-
нице наночастицы с матрицей D примем, что фотоэлек-
трон – плоская волна с волновым вектором k0 – падает из 
среды 1 на границу сред 1 (металл) и 2 (окружающая его 
полупроводниковая матрица), на которой действует по-
тенциал в виде прямоугольной ступеньки высотой W 
(рис.3). Границу сред также будем считать локально пло-
ской. Это приближение выполняется в случае, когда дли-
на волны де Бройля фотоэлектрона много меньше радиу-
са кривизны поверхности наночастицы в месте прохож-
дения электроном границы сред. Несмотря на то что в об-
щем случае отражение горячих электронов от границы 
имеет зеркально-диффузный характер [23], ниже мы ис-

Рис.3.  Схематическое изображение прохождения фотоэлектрона 
через границу двух сред и его отравжения от границы.
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пользуем модель зеркального отражения, обычно приме-
няемую в теории фотоэффекта [24], когда предполагается, 
что волновой вектор k1 отраженной волны лежит в пло-
скости падения электрона на границу и угол отражения 
равен углу падения.

Будем считать амплитуду падающей волны равной 1, 
отраженной – A, преломленной – B. Кроме того, учтем, 
что k0 = k1. Таким образом, волновая функция электрона 
может быть представлена в виде

( ) ( )exp iBr k ry =

( ) ( ) ( ) в среде ,  
в среде ,

exp expi iAr k r k r 1
2

1 0 1

2 2

y = +
)  

	
(15)

где ( ) /k m U2 Ei i i '= - ; Ui = 0 при i = 1 и Ui = W при i = 2;  
m1 = m, m2 = m* (m и m* – эффективные массы электрона в 
металле и в матрице соответственно); E  – кинетическая 
энергия налетающего электрона ( WE 2 ). На волновую 
функцию (15) накладываются два граничных условия (ус
ловия Бастарда [25]): непрерывность волновой функции 

y1(O) = y2(O)	 (16)

и непрерывность нормальной компоненты плотности по-
тока вероятности через границу, приводящая к условию

m m
n n1 1

O O
1 2d dy y=

*
,	 (17)

где O – произвольная точка границы; n – единичный век-
тор нормали к границе (рис.3). Кроме того, из условия 
зеркального отражения электрона от границы следует не-
прерывность тангенциальной составляющей волнового 
вектора электрона:

k0 sinq = k2 sinj,	 (18)

где q – угол падения электрона на границу. Из уравнений 
(15) – (18) получаем неизвестные величины:
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где rm = m/m*. Используя (19), можно определить  коэффи
циент прохождения D как отношение нормальных ком
понент вектора плотности потока вероятности по обе сто
роны от границы:

( )
Re ReD r

k
k B

1
4

m
z

z

0

2 2
2z

z
= =

+
c m ; E.	 (20)

Удобно переписать эту формулу в виде, аналогичном фор-
муле в случае нормального падения электрона на прямо-
угольную потенциальную ступеньку в отсутствие скачка 
его эффективной массы (см., напр., [26]):
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где 

( 1) ; ;sinU W r E E Em
2q= + - =r r r 	

; /(2 );cos k mE E Ez
2 2

0
2'q= = 	

(22)

Ez  – кинетическая энергия электрона, связанная с нор-
мальной к границе раздела компонентой его импульса; 
аналогично E r – кинетическая энергия, связанная с тан-
генциальной компонентой. Модельную зависимость (21) 
будем называть моделью прямоугольной потенциальной 
ступеньки. В этом случае коэффициент прохождения за-
висит от Ez  и эффективной высоты барьера Ur, которая 
зависит от E r. При rm > 1 и наклонном падении электро-
на на границу раздела сред Ur всегда больше W на вели-
чину скачка (положительного) E r при переходе из среды 
1 в среду 2. Это приводит к тому, что максимальный угол 
падения электрона с фиксированной энергией E  на гра-
ницу раздела сред, при котором он еще преодолевает по-
тенциальный барьер, 

( ) arccos r
W r1 1E
E

/

max
m

m

1 2
q = + -c m; E ,	 (23)

монотонно уменьшается с увеличением rm, т. е. сужается 
конус выхода электрона. Соответственно снижается ВКЭ 
наночастицы. 

Для коэффициента прохождения в литературе (см., 
напр., [17 – 19]) широко применяется также более простая 
модель, чем модель прямоугольной потенциальной сту-
пеньки. В этой модели для коэффициента прохождения 
используется функция Хевисайда:

( ) ( )D UE Ez z0 1 Q= - r- ,	 (24)

где Ezи Ur определяются по формулам (22). Модельную 
зависимость (24) мы будем называть моделью «0 – 1». При 
rm = 1 и произвольном угле падения или при произволь-
ном rm и нормальном падении модель «0 – 1» описывает 
классический коэффициент прохождения. Ценность этой 
простой модели заключается, в частности, в том, что она 
позволяет в ряде случаев получать аналитические резуль-
таты для ВКЭ наночастиц. Выражения (21) и (24) для ко-
эффициента прохождения являются предельными и соот-
ветствуют предельно резкому (прямоугольная ступенька) 
и предельно плавному (W(x) = W  для x Î (–¥, +¥)) из-
менению потенциала на границе раздела сред. Поэтому 
можно предположить, что значения ВКЭ, вычисленные 
для любых других потенциалов (по крайней мере тех, для 
которых несущественны эффекты туннелирования), бу-
дут лежать между значениями, вычисленными для этих 
двух потенциалов: максимальные значения ВКЭ соот
ветствуют модели «0 – 1», минимальные – модели прямо
угольной потенциальной ступеньки.

4. ВКЭ для пленок и наночастиц

В данном и следующем разделах расчеты проведены в 
предположении, что электрическое поле в наночастице 
однородно. В этом случае ВКЭ наночастицы вычисляется 
по формуле (7), в которой локальная ВКЭ

( ) ( ( ), ( , ))
( , )

exp dV D k
l

L
kr r e

r e1 Elocal

ek
k

V

k 3

k

h a= -i ; Ey ,	 (25)
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где 3 34 ( ) /V k k 3Fk p= -'w . Интеграл (25) удобно записывать 
в сферической системе координат:

( ) sind dV kr 1local

k k

k

0

2

0

2

F

h j q q=
p p 'w

i y y y

	 ( ( ), ( , , ))
( , , )

exp dD k
l

L
kr

r
E

e
# a q j

q j
-; E .	 (26)

С помощью (26) рассчитаем ВКЭ для трех простых 
объектов: плоской пленки, нанопроволоки с круглым се-
чением и наносферы. Как будет показано ниже, благода-
ря наличию осей симметрии ВКЭ в этих случаях может 
быть рассчитана аналитически. В общем случае соответ-
ствующие интегралы вычисляются численно.

4.1. Плоская пленка

Вначале рассмотрим случай плоской пленки (рис.4,а). 
Вспомогательная система координат x y zl l l, от осей кото-
рой отсчитываются углы сферической системы коорди-
нат (q – от zl, j – от xl), ориентирована так, что ось zl 
перпендикулярна поверхности пленки, а остальные оси 
направлены произвольно. Интегралы (7) и (26) записыва-
ются в виде 

( )di
local

0

1
h h x x= iy ,	 (27)

33( ) ( , , )d dk k N I k k
2
3 /local

sd f
k

k1

0

2

F

h x q x q= -
p- 'w

i F'w^ h yy ,	 (28)

где Nsd = 1, 2 – число сторон пленки, через которые проис-
ходит фотоэмиссия; x = x/Lf ; x  – расстояние до поверх-
ности пленки; Lf – толщина пленки;  

( , , ) ( ( ), ( , ))
( , )

sin expI k k D k
l

L
Ef

e

2
#x q q a x q

x q
= -; E;	

(29)
( , ) ; ( , ) / cosL Lfa x q q x q x q= = .

В случае модели «0 – 1» при rm = 1 и le = ¥, вычисляя 
интеграл (27), получаем

( )
N
2 1

1
2
1

2
3

/
/ / /

i
sd

3 2
3 2 1 2 3 2h

d
g g d d=

-
- +- -` j,	 (30)

где 1 / ; / ;W W WE E EF F F a'd w g= + = = + .

4.2. Нанопроволока

Теперь рассмотрим случай нанопроволоки с круглым 
сечением (рис.4,б). Система координат x y zl l l ориентиро-
вана так, что ось zl перпендикулярна боковой поверхно-
сти цилиндра, а ось xl параллельна оси цилиндра. Интег
ралы (7) и (26) перепишем в виде

2 ( ) di
local

0

1
h h x x x= iy ,	 (31)

33( ) k k
2
3local 1

ph x = -
-

i F'w^ h

	 ( , , , )d d dI k kcyl
k

k

00 F

# q f x q f
pp 'wy yy ,	 (32)

где x = r/R; r – расстояние до оси цилиндра; R – радиус 
цилиндра; функция Icyl (k, x, q, f) записывается аналогич-
но If (k, x, q) в формуле (29), только функции a и L от пе
ременных интегрирования имеют теперь вид a(x, q, j) и 
L(x, q, f) и определяются из решения задачи о пересечении 
прямой, заданной в параметрическом виде r = r (s), с по-
верхностью цилиндра. Соответствующая система уравне-
ний (относительно переменных s, y и z) имеет вид

r (s) = r0 + eks,	
(33)

y2 + z2 = R2,

где r = (x, y, z); r0 = (0, 0, xR); ek = (sinq cosj, sinq sinj, cosq); 
первое уравнение записывается только для y- и z-ком-

Рис.4.  Наночастицы и вспомогательные системы координат: пло-
ская пленка (а), нанопроволока (б) и наносфера (в); ns – внутренняя 
нормаль к поверхности наночастицы в точке ее пересечения с тра-
екторией фотоэлектрона.
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понент векторов. Если s0 – решение системы (33), то L = 
|ek s0|, а угол a определяется как угол пересечения векто-
ров ek и ns = (0, –y(s0), –z(s0)).

4.3. Наносфера

И наконец, приведем выражения, соответствующие 
случаю сферической наночастицы (рис.4,в). Система ко-
ординат x y zl l l ориентирована так, что ось zl перпендику-
лярна поверхности сферы, а остальные оси направлены 
произвольно. Интегралы (7) и (26) имеют вид

 ( ) d3i
local

0

1 2h h x x x= iy ,	 (34)

 33( ) ( , , )d dk k I k k
2
3local

sph
k

k1

0 F

h x q x q= -
p- 'w

i F'w^ h yy ,	 (35)

где x = r/R; r – расстояние до центра сферы; R – радиус 
сферы; функция Isph(k, x, q) записывается аналогично функ
циям If (k, x, q) и Icyl (k, x, q, j), а зависимости a и L от пере-
менных интегрирования имеют вид

( , ) ( )arcsin sina x q x q= ,	 (36)

( , ) ( )sin cosL R 1 2x q x q x q= - -6 @.

В случае модели «0 – 1» при rm = 1 и le = ¥ интеграл 
(34) может быть вычислен аналитически [8]:

( )ln
1

1
2
3 1/

/ /
i 3 2

3 2 3 2h
d

d g gd=
-

- +- 8 B$ ..	 (37)

4.4. Спектральная зависимость ВКЭ 

С использованием полученных в пп.4.1 – 4.3 выраже-
ний для hi и 

localhi  можно построить спектральные зависи-
мости ВКЭ для различных наночастиц (сферической на-
ночастицы, цилиндрической нанопроволоки) и плоской 
пленки (рис.5). Численные расчеты выполнены для нано-
частиц золота, окруженных матрицей из GaAs, при сле-
дующих значениях параметров: rm = 15, .5 51EF =  эВ, W = 
6.31 эВ, le = 41 нм [8, 12]. Расчеты проводились с использо-
ванием модели «0 – 1». Толщина пленки, а также диаме-
тры цилиндра и сферы брались равными 100 нм. Из рис.5 

видно, что ВКЭ имеет значения ~10–3 для длины волны 
света l = 500 нм и ~10–6 для l = 1500 нм, монотонно воз-
растая с увеличением энергии фотонов. Кроме того, рас-
четы показывают, что наибольшей ВКЭ (при равных ха-
рактерных размерах) обладают сферические наночастицы, 
причем ВКЭ цилиндрической нанопроволоки примерно 
в 1.5 раза, а двухсторонней пленки примерно в 3 раза 
меньше (односторонней соответственно в ~6 раз). Эти 
соотношения выполняются с погрешностью не более 20 %.

5. Спектральная зависимость ВКЭ  
фотоэмиссии из наночастиц  
вблизи длинноволновой границы

С целью упрощения формул для ВКЭ наночастиц ис-
пользуем два приближения.

1. Энергия фотоэлектрона лишь незначительно боль-
ше высоты барьера, так что 'w » W EF- .

2. При расчете конуса выхода фотоэлектрона граница 
считается плоской. Это приближение выполняется либо в 
пленке с плоскими границами, либо при условии, что дли-
на свободного пробега электрона le много меньше харак-
терного размера наночастицы: le << Ln. В этом случае фо-
тоэлектроны могут выйти в матрицу только из тонкого 
приповерхностного слоя металла толщиной порядка le.

При выполнении этих предположений волновые век-
торы фотоэлектронов, преодолевающих потенциальный 
барьер на границе раздела сред, находятся внутри конуса 
выхода с малым углом раствора и осью, направленной по 
нормали к границе наночастицы (в случае плоской плен-
ки это два соосных конуса с общей вершиной). В этом 
случае ось полярной системы координат, которая ис-
пользуется для вычисления интеграла (26), удобно напра-
вить по нормали к поверхности наночастицы и принять, 
что sinq » q, cosq » 1, соответственно L(r) = Ls(r)/cosq » 
Ls(r), где Ls(r) – кратчайшее расстояние от точки рожде-
ния фотоэлектрона до поверхности наночастицы (длина 
нормали к поверхности, проведенной из точки рождения 
фотоэлектрона). Из формул (7) и (26) для ВКЭ наночасти-
цы получаются выражения

hi = GstrGD,

( )
exp dG V l

L
r

r1
str

n e

s

V

3

n

= -; Ey ,	 (38)
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- - ; r
Z /
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1 2
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В формуле (38) параметр Gstr – структурный фактор, ко-
торый зависит только от формы наночастицы и длины 
свободного пробега фотоэлектрона; GD – фактор, завися-

Рис.5.  ВКЭ различных наночастиц как функция длины волны све-
та l (или энергии фотона 'w): сферическая наночастица (1), цилин-
дрическая нанопроволока (2), пленка с выходом электронов с двух 
сторон (3) и пленка с выходом электронов с одной стороны (4).
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щий только от выбранной формулы для коэффициента 
прохождения D.

Для D вида (21) (строгое решение для прямоугольной 
потенциальной ступеньки) и D вида (24) (модель «0 – 1») 
можно написать приближенное выражение для GD:

G a
W Z1 E /

F
D

m

3 2 1

= -b
a

-

r
c m; E ,	 (39)

где a = 5/12, a = 5/2, b = 0.65 для D вида (21) и a = 3/16, a = 
2, b = 1 для D вида (24). Как уже отмечалось выше, выра-
жения (21) и (24) для коэффициента прохождения являют-
ся предельными, поэтому для других потенциалов (по 
крайней мере тех, для которых не существенны эффекты 
туннелирования) показатели степени в выражении (39) 
должны лежать в пределах 2 £ a £ 2.5 и 1 ³ b ³ 0.65.

Из (39) видно, что при не слишком больших энергиях 
фотонов учет скачка эффективной массы электрона на 
границе металл – полупроводник всегда снижает ВКЭ для 
наночастицы, и это снижение описывается простой (сте-
пенной) зависимостью ВКЭ от отношения эффективных 
масс электрона в металле и полупроводнике. Это позво-
ляет сразу, без проведения численных расчетов, оценить 
снижение ВКЭ за счет скачка эффективной массы. Так, 
например, для золотых наночастиц в матрице из GaAs 
учет скачка эффективной массы электрона дает снижение 
ВКЭ в 6  – 15 раз в зависимости от выбранной модели ко-
эффициента прохождения.

Аналитическое выражение для структурного фактора 
Gstr в случае плоской пленки при произвольном le имеет вид

expG N L
l

l
L1str sd

f

e

e

f= - -c m; E,	 (40)

а для прочих структур с криволинейными границами при 
условии le << Ln

G l V
S

str e
n

n= ,	 (41)

где Sn – площадь поверхности наночастицы. Для сферы 
радиусом R структурный фактор Gstr = 3le /R, для цилин-
дра радиусом R фактор Gstr = 2le /R. Тогда при равных ха-
рактерных размерах сферы, цилиндра и двухсторонней 
пленки соотношение их ВКЭ составит 3 : 2 : 1 соответ-
ственно. Как показал численный расчет, это соотноше-
ние выполняется в пределах десятков процентов при про-
извольном le (в том числе при le = ¥).

Численные расчеты ВКЭ в настоящей работе были 
проведены для двухсторонней золотой пленки толщиной 
100 нм, окруженной матрицей из GaAs (рис.6). На рис.6,а 
приведены результаты численных расчетов по модели 
«0 – 1» и модели прямоугольной потенциальной ступень-
ки при учете и без учета скачка эффективной массы. На 
основе данных рис.6,а можно сделать два вывода. Во-
первых, модель «0 – 1» дает завышенное значение ВКЭ по 
сравнению с моделью прямоугольной потенциальной 
ступеньки. Во-вторых, различие в результатах, получен-
ных для этих моделей, уменьшается с ростом rm (штрихо-
вые кривые, рассчитанные с учетом скачка эффективной 
массы электрона, гораздо меньше отличаются друг от 
друга, чем сплошные, рассчитанные без учета этого скач-
ка). Первое связано с тем, что ( , ) ( , )D DE Eq 0 1Gq q-  для 
любых энергий электрона E  и углов падения его на гра-

ницу q, а второе с тем, что, согласно формуле (39), ВКЭ, 
рассчитанная по модели «0 – 1», уменьшается с увеличе-
нием rm быстрее, нежели ВКЭ, рассчитанная с использо-
ванием строгого решения для прямоугольной потенци-
альной ступеньки (µ1/rm против µ1/rm

0.65). Таким обра-
зом, если скачок массы достаточно большой, то неважно, 
какая модель потенциала используется: «предельно рез-
кая» или «предельно плавная», поэтому при расчетах 
можно применять более простую модель «0 – 1» с предель-
но плавным изменением потенциала. Этот вывод следует 
проверить дополнительно в том случае, когда на границе 
существенны эффекты тунеллирования.

На рис.6,б приведены зависимости ( )i 'h w , рассчитан-
ные численно и аналитически по формуле (39) с учетом 
скачка эффективной массы. Видно, что численные и ана-
литические результаты довольно близки, хотя формула 
(39) лучше описывает зависимость ( )i 'h w , рассчитанную 
по модели «0 – 1» для коэффициента прохождения, чем 
рассчитанную по модели прямоугольной потенциальной 
ступеньки. Это связано с отсутствием ошибки аппрокси-
мации коэффициента прохождения при выводе зависимо-
сти (39) для модели «0 – 1».

6. Заключение

В настоящей работе получены выражения для ВКЭ 
объемного фотоэффекта для металлических наночастиц 
и плоских пленок, находящихся в полупроводниковой 
матрице. Рассмотрение проведено с учетом скачка эффек-
тивной массы электрона на границе наночастица – матри-
ца и эффекта охлаждения горячих электронов за счет 

Рис.6.  ВКЭ двухсторонней золотой пленки в матрице из GaAs как 
функция энергии фотона: численный расчет с использованием для 
коэффициента прохождения D модели «0 – 1» (1, 3) и модели пря-
моугольной потенциальной ступеньки (2, 4) без учета (1, 2) и с уче-
том (3, 4) скачка эффективной массы электрона (а), а также числен-
ный расчет (1, 3) и расчет по формуле (39) (2, 4) с использованием 
строгого решения для прямоугольной потенциальной ступеньки 
(1, 2) и модели «0 – 1» (3, 4) с учетом скачка эффективной массы 
электрона (б).
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электрон-электронных столкновений. На примере фотоэ-
миссии из золотых наночастиц в матрицу из GaAs пока-
зано, что учет скачка эффективной массы электрона сни-
жает ВКЭ в 6 – 15 раз в зависимости от выбранной модели 
коэффициента прохождения барьера Шоттки.

Получены выражения для спектральной зависимости 
ВКЭ в приближении плоской границы для плоской плен-
ки и наночастиц двух типов (наносферы и нанопроволо-
ки с круглым сечением) и для двух моделей коэффициента 
прохождения на границе наночастица – матрица: точное 
квантово-механическое решение для прямоугольной по-
тенциальной ступеньки (модель прямоугольной потен
циальной ступеньки) и его аппроксимация функцией 
Хевисайда (модель «0 – 1»). Для сферы, цилиндра и двух-
сторонней плоской пленки с одинаковыми характерными 
размерами найдено соотношение ВКЭ 3 : 2 : 1, которое вы-
полняется точно при условии, что длина свободного про-
бега фотоэлектрона при рассеянии le много меньше ха-
рактерного размера наночастицы, и с точностью не хуже 
20 % при произвольном le (в том числе при  le = ¥). Таким 
образом, наноструктурирование металлов не только при-
водит к усилению локальных полей из-за возбуждения 
плазмонов, но и способствует увеличению вероятности 
того, что электрон достигнет границы наночастицы с ма-
трицей прежде, чем потеряет энергию при других столкно-
вениях.

Влияние скачка эффективной массы фотоэлектрона 
при переходе через границу проявляется не только в сни-
жении ВКЭ. Оказывается, что если rm (отношение эффек-
тивных масс электрона в металле и в полупроводнике) 
составляет 10 и более (как, например, при фотоэмиссии 
из золота в GaAs), то результаты расчетов ВКЭ слабо за-
висят от модели потенциала на границе, по крайней мере, 
если не принимаются во внимания эффекты туннелирова-
ния. Предложены аналитические формулы для расчета 
ВКЭ, обеспечивающие результаты, хорошо согласующи-
еся с результатами численных расчетов. 

При расчетах принимались во внимание не все эффек-
ты влияния реальной формы потенциального барьера на 
прохождение электронов через границу, в частности не 
рассматривалось туннелирование электронов. В дальней-
шем эти эффекты можно учесть в численных расчетах, 
вводя в соответствующее выражение для ВКЭ зависимо-
сти коэффициента прохождения от энергии электрона 
для барьеров более реальной формы [27].

Для наночастиц более сложных, чем рассмотренные в  
статье, форм следует учитывать неоднородное распреде-
ление поля внутри частицы. Эта неоднородность может 

быть учтена пространственной зависимостью фактора Ft    
(см. выражение (1)), что не принципиально для числен-
ных расчетов ВКЭ.

Результаты работы могут использоваться для реали-
зации перспективных высокочувствительных фотопри-
емников и фотовольтаических устройств. В частности, 
ожидается, что фотоэмиссия горячих электронов будет 
иметь применение для расширения рабочего спектраль-
ного диапазона солнечных элементов и, следовательно, 
увеличения их эффективности. Кроме того, изученные 
эффекты будут использованы при разработке фотопро-
водящих метаматериалов.
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