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1. Введение

Нанофокусировка света является основной задачей со-
временной оптической микроскопии ближнего поля, т. к. 
позволяет добиться для обычных оптических инструмен-
тов разрешения, превышающего дифракционный предел 
Рэлея [1 – 14]. Она важна для развития оптических нано-
сенсоров, для доставки фотонов к отдельным молекулам 
или даже атомам, для проведения локальных спектраль-
ных оптических измерений [13 – 20]. Нанофокусировка 
света позволяет эффективно управлять потоками инфор-
мации в устройствах нанооптики [21].

Важнейшее явление, позволяющее осуществить реаль-
ную нанофокусировку света, – это необычайно резкое воз-
растание интенсивности поверхностной плазмон-поляри
тонной волны в окрестности фокуса – вершины металли-
ческого конического микроострия [22, 10]. Оно обусловле-
но тем, что на геометрически идеальном металлическом 
острие существует особенность электрического поля схо-
дящейся волны. Это явление хорошо объясняется в квази-
статическом приближении, которое выполняется в ок
рестности вершины идеального конического металличе-
ского микроострия [23 – 25]. Однако идеального кониче-
ского острия не бывает в природе, вершина реального 
острия имеет конечный радиус закругления [22]. Хотя те-
ория, построенная для идеального конического острия, и 
объясняет нанофокусировку, она не дает ответа на воп
рос о структуре электромагнитного поля в окрестности 
закругленной вершины. Для устранения указанного про-
бела теории в настоящей работе исследуются сфокусиро-
ванные поля в окрестности вершины металлического ми-
кроострия, поверхность которого аппроксимируется осе-
симметричным параболоидом вращения.

2. Нахождение особенности 
электрического поля на вершине 
металлического микроострия 
в квазистатическом приближении

Рассмотрим металлическое остриё, поверхность кото-
рого вблизи вершины описывается осесимметричным па-
раболоидом вращения (рис.1). Введем параболические 
координаты (систему параболических координат враще-
ния) a, b, y [26], которые связаны с прямоугольными де-
картовыми координатами x, y, z формулами

, , ( )cos sinx c y c z c
2
1 2 2ab y ab y b a= = = - ,	 (1)

где c – масштабный постоянный множитель.
Найдем распределение электрического поля вблизи 

вершины острия. Пусть диэлектрическая проницаемость 
металла, из которого изготовлено остриё, на циклической 
частоте поля w есть em (предполагается комплексное пред-
ставление полей с временной зависимостью вида eiwt), а 
внешняя однородная среда имеет на той же частоте диэ-
лектрическую проницаемость ed. В квазистатической фор-

О фокусировке поверхностной плазмонной волны 
на вершине металлического микроострия

А.Б.Петрин

Исследована фокусировка энергии электромагнитного излучения оптического диапазона частот в наноразмерную про-
странственную область в окрестности вершины металлического микроострия (радиус закругления вершины порядка 
нескольких нанометров), возникающая при схождении к нему поверхностной плазмонной (в общем случае плазмон-
поляритонной) волны. Граница металла вблизи вершины аппроксимируется параболоидом вращения. Показано, что 
размер фокального пятна в окрестности вершины микроострия в пространственных координатах, нормированных на 
радиус кривизны вершины, определяется только частотой фокусируемых плазмонов. Проведено сравнение режимов 
фокусировки при различных частотах.

Ключевые слова: нанофокусировка, поверхностные плазмоны, плазмонный волновод.

А.Б.Петрин. Объединенный институт высоких температур РАН, 
Россия, 125412 Москва, ул Ижорская, 13, стр.2;	
e-mail: a_petrin@mail.ru	

Поступила в редакцию 12 ноября 2014 г., после доработки – 26 ян-
варя 2015 г.

нанофокусировка оптического излучения
PACS 78.67.–n; 68.37.Uv; 73.20.Mf 

Рис.1.  Геометрия задачи.
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мулировке потенциал электрического поля должен удо-
влетворять уравнению Лапласа, а нормальные и тангенци-
альные составляющие поля на границе острия (параболо-
ида вращения с b = b0) должны соответствовать условиям

,E E E Emd d dn m mne e= =t t .	 (2)

Из (1) следует, что граница острия b = b0 в координа-
тах x, y, z определяется по формуле
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Несложно показать, что радиус кривизны вершины острия 
R = cb0

2, и формула (3) может быть переписана в виде
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В рассматриваемой системе координат (рис.1) уравне-
ние Лапласа для электрического потенциала F при акси-
альной симметрии (F не зависит от y) можно записать 
следующим образом [26]:
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Общее аксиально-симметричное решение уравнения (5) 
определяется выражением [26]

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]B J p B Y p C I p C K p1 0 2 0 1 0 2 0a a b bF = + +/ ,

где p, B1, B2, C1, C2 – константы; J0 и Y0 – функции Бесселя 
первого и второго рода нулевого порядка; I0 и K0 – моди-
фицированные функции Бесселя первого и второго рода 
нулевого порядка. Суммирование проводится по всем ре-
шениям, удовлетворяющим граничным условиям задачи.

Будем искать решение граничной задачи для сфокуси-
рованного на остриё поля, предполагая, что потенциалы 
электрического поля снаружи ( b H b0) и внутри ( b G b0) 
металлического острия имеют соответственно вид

( ) ( )AJ p K pd 0 0a bF = ,

( ) ( )BJ p I pm 0 0a bF = ,	
(6)

где A и B – константы.
Такой выбор функциональных зависимостей обуслов-

лен естественными требованиями к сфокусированному у 
вершины полю:

1) снаружи острия потенциал должен уменьшаться 
при удалении от его поверхности, быть конечным и мак-
симальным на вершине острия; 

2) внутри металла острия потенциал должен быть ко-
нечным в начале координат; кроме того, он должен быть 
непрерывным при переходе через границу.

Тогда для составляющих поля снаружи и внутри 
острия имеем соответственно выражения
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На поверхности острия (при b = b0) должны удовлет-
воряться граничные условия (2), из которых получим си-
стему двух уравнений:

( ) ( ) 0AK p BI p0 00 0b b- + = ,

( ) 0pb =( )p BId m0 0 0b e+ 0- AKe l l .	 (7)

Нетривиальное решение (7) будет существовать, ког-
да определитель системы равен нулю:
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откуда имеем

( ) 0pb =0( ) ( )p K p Id m0 0 0 0 0 0b e b-0( )I p Ke b l l .

Полученное уравнение можно записать компактнее, 
как уравнение относительно одной неизвестной q = pb0, 
следующим образом: edI0(q)K'0(q) – emK0(q)I'0(q) = 0. Учи
тывая, что I'0(q) = I1(q) и K'0(q) = –K1(q), окончательно на-
ходим условие существования нетривиального решения 
системы уравнений (7):

( ) ( ) ( ) ( ) 0I q K q K q I q0 1 0 1d me e+ = .	 (8)

Пусть диэлектрические проницаемости металла и окру-
жающего диэлектрика заданы, тогда уравнение (8) опреде-
ляет некоторое значение q* = p*b0 (а следовательно, и p* = 
q*/b0), которое, в свою очередь, полностью определяет по 
формулам (6) вариацию электрического поля в окрестно-
сти рассматриваемого острия (соотношения между кон-
стантами А и В находятся из выражения (7) для полу
ченного q*). Так, на поверхности острия (при b = b0, a = 
x y2 2

+ /(cb0)) потенциал электрического поля
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Из первого уравнения (7) следует, что при q = q* (и p* = 
q*/b0) постоянные А и В связаны соотношением В = 
А[K0(q*)/I0(q*)], и тогда выражения для электрического 
потенциала F в диэлектрике и металле с учетом гранич-
ных условий можно представить (с точностью до посто-
янного множителя) в виде
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Рассмотрим распределение потенциала в плоскости 
xz. Ограничимся положительными значениями x, a и b, 
при этом

,
2
1 ( )x c z c 2 2ab b a= = -
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и мы получаем

x z z2 2a= + -) ) ) , b =x x z z2 2
+ -) ) )* ,

где x* = x/c, z* = z/c.
Пусть координаты вершины острия (см. формулу (4)) 

равны 0, z0, где z0 = R/2, тогда
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Вводя нормированные на радиус кривизны вершины 
острия декартовы координаты /x x R=u , /z z R=u , получаем
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В результате распределение потенциала (10) в окрестно-
сти острия в нормированных декартовых координатах 
будет иметь следующий вид:
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3. Исследование особенности 
электрического поля у вершины микроострия

Диэлектрическая проницаемость металла достаточно 
хорошо описывается формулой Друде без потерь em = 1 – 
w2

p/w2, где wp – плазменная частота металла. При часто-
тах существования плазмонов (w < wp/ 2 ) на поверхно-
сти металл – вакуум диэлектрическая проницаемость ме-
талла em < –1. На рис.2 показана зависимость решения 
уравнения (8) от –em/ed при ed = 1.

Численные расчеты показали, что при фиксирован-
ном значении – em/ed решение уравнения (8) единственно 

(график функции в левой части (8) пересекает ось абсцисс 
только в одной точке). Поэтому в рассматриваемой задаче 
в сумме, выражающей потенциал, будет только один член.

Из полученной зависимости видно, что при em ® –¥ 
(т. е. в электростатическом пределе w ® 0) величина q ® 0. 
Откуда из (9) следует, что потенциал поверхности острия 
будет постоянным. Таким образом, в электростатиче-
ском пределе мы получаем обычное электростатические 
решение для металлического острия, находящегося под 
постоянным потенциалом.

Для конечных частот при удалении от вершины 
острия возникают осцилляции потенциала даже в квази-
статическом приближении, причем, в пределе w ® wp/ 2 , 
длина волны этих осцилляций уменьшается до нуля. 
Отметим, что аналогичное явление наблюдалось для иде-
ального конического острия [23, 24].

Таким образом, по данному значению частоты w мож-
но найти em и значение q из (8), определяющее характер 
изменения электрического поля в окрестности вершины 
острия и на его поверхности: Fs µ ( ) ( )J q x y R K q0

2 2
0+ .

Обозначим безразмерное расстояние от точки на по-
верхности острия до оси z переменной r = x y R2 2

+ . 
Тогда d = 1/q – характерное расстояние, определяющее 
размер фокального пятна у вершины острия. Будем счи-
тать, что граница фокального пятна соответствует перво-
му корню s1 » 2.40483 функции Бесселя J0(s). Тогда рас-
стояние от границы центрального фокального пятна до 
оси острия rb = s1d = s1/q. Чем больше q, тем меньше раз-
мер центрального пятна в единицах R.

Фокусировка будет оптимальной (в некотором услов-
ном смысле), когда размер фокального пятна будет по-
рядка радиуса кривизны вершины острия R. В этом слу-
чае rb » 1 и qopt » s1 » 2.40483. Тогда при заданном мате-
риале острия (т. е. при заданном wp) уравнение (8) опреде-
ляет верхнюю граничную частоту для оптимальной фоку-
сировки. Используя формулу Друде и считая, что снару-
жи острия вакуум, из уравнения (8) при q = s1 можно най-
ти граничную частоту для оптимальной фокусировки wb » 
0.6225wp. 

Интересно, что полученная граничная частота не за-
висит от радиуса кривизны вершины острия R. Такой ре-
жим кажется оптимальным потому, что размер фокаль-
ного пятна соответствует размеру вершины острия по-
рядка нескольких нанометров и небольшие отклонения 
реальной поверхности вершины от поверхности парабо-
лоида (например, из-за атомарного строения или несо-
вершенства технологии изготовления) не должны сказы-
ваться на фокусировке, а также потому, что частота плаз-
монов в оптимальном режиме не слишком близка к гра-
ничной частоте существования поверхностных плазмо-
нов (для плоской поверхности граничная частота равна 

Рис.2.  Зависимость q от – em/ed.
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wp/ 2 ). Такие высокочастотные поверхностные плазмо-
ны возбуждаются довольно неэффективно, т. к. для их со-
гласования со свободно распространяющимися волнами 
необходимо наличие согласующих устройств типа диф-
ракционных решеток. Однако отметим, что возбуждение 
плазмонов на острие при частотах, бо' льших оптималь-
ной, требует дополнительного исследования с точки зре-
ния возможных приложений с учетом того, что эти часто-
ты попадают в УФ область спектра для золота и серебра. 
При экспериментальном использовании острия в случае 
таких больших частот необходимо учитывать влияние 
боковых максимумов распределения сфокусированного 
поля.

Для иллюстрации изложенного выше приведем рас-
пределения электрического потенциала у вершины острия, 
рассчитанные по формулам (11), в нормированных коор-
динатах ,x zu u. Поскольку формулы (11) определяют потен-
циал с точностью до константы, его величину в максиму-
ме (на вершине острия) положим равной единице. На рис.3 
показано распределение потенциала для em = –100, что по 
формуле Друде соответствует частоте w » 0.0995wp. Видно, 
что на такой низкой частоте (w << wp/ 2 ) распределение 
потенциала практически идентично электростатическо-
му решению. Максимум поля (место, где расстояние меж-
ду линиями постоянного потенциала минимально) нахо-
дится на вершине острия.

На рис.4 показано распределение потенциала для em » 
–1.5804 (что по формуле Друде соответствует граничной 
частоте для оптимальной фокусировки wb » 0.6225wp). 
Видно, что фокальное пятно действительно имеет радиус, 
примерно равный единице. Амплитуда поля резко воз-
растает в фокусе.

На рис.5 показано распределение потенциала для em » 
–1.2 (что по формуле Друде соответствует частоте w » 
0.6742wp). Видно, что радиус фокального пятна на верши-
не острия меньше радиуса кривизны. Амплитуда поля 
резко возрастает в фокусе. Особенно хорошо видно, что 
полученное квазистатическое решение, представляющее 
собой стоячее поверхностное плазмонное колебание в 
окрестности вершины острия (фокуса сходящейся по-

верхностной плазмонной волны), действительно локали-
зовано вблизи поверхности острия. Хотя в настоящей ра-
боте упомянутое колебание у вершины острия рассма-
тривается квазистатически, его эффективное возбужде-
ние возможно (в силу осевой симметрии поля у вершины) 
только сфокусированной на вершине острия поверхност-
ной плазмонной (или поверхностной плазмон-поляри
тонной) волной с той же симметрией относительно оси. 
То, что такая плазмонная волна действительно может эф-
фективно возбуждаться (без значительного перехода её в 
распространяющиеся электромагнитные волны), подтвер
ждается успешными экспериментами (см., напр., [22]). 

Теоретическое объяснение схождения поверхностной 
плазмонной волны к вершине металлического острия 
было дано в работе [7] путем рассмотрения конического 

Рис.3.  Распределение электрического потенциала в окрестности 
вершины острия в нормированных на радиус кривизны вершины 
координатах ,x zu u  при em = –100, w » 0.0995wp << wp/ 2 .

Рис.4.  Распределение электрического потенциала в окрестности 
вершины острия в нормированных на радиус кривизны вершины 
координатах ,x zu u  при оптимальных em = –1.5804, w = wb » 0.6225wp.

Рис.5.  Распределение электрического потенциала в окрестности 
вершины острия в нормированных на радиус кривизны вершины 
координатах ,x zu u  при частоте, бо' льшей оптимальной (em = –1.2, 
w » 0.6742wp).
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острия с очень малым углом при вершине как цилинд
рического металлического направляющего устройства 
(проволоки) с очень медленно уменьшающимся к верши-
не диаметром (задача решена в адиабатическом прибли-
жении при локальной замене волны на конусе волной на 
бесконечном цилиндре). В [7] распределение поля на вер-
шине закругленного острия не рассматривается, приво-
дятся только оценки. Несмотря на то что точного теоре-
тического электродинамического решения задачи фоку-
сировки поверхностных плазмонов на закругленном 
острие до сих пор не получено, тем не менее можно 
утверждать, что сходящаяся к вершине поверхностная 
плазмонная волна очень эффективно переходит в полу-
ченное квазистатическое решение у вершины. Об этом го-
ворит и рекордно высокая интенсивность электрического 
поля у вершины, наблюдаемая в экспериментах [22].

В представленной выше теории не учитывалось погло-
щение в металле. Если учесть его, то диэлектрическая 
проницаемость металла будет комплексной: em = 1 – w2

p × 
(w2 + iwG  )–1, где G – коэффициент, учитывающий погло-
щение. Тогда уравнение (8) необходимо решать в ком-
плексной области и его корень будет комплексным. Кро
ме того, все специальные функции, входящие в (8), (11), 
необходимо аналитически продолжить на комплексную 
плоскость независимой переменной. Это легко сделать 
при вычислениях, т. к. указанные функции представлены 
в виде рядов, сходящихся на комплексной плоскости в 
круге сходимости с радиусом сходимости ряда на дей-
ствительной оси. Можно также использовать известные 
интегральные представления для специальных функций, 
входящих в (8), (11). Результаты предварительных вычис-
лений для серебряного острия при оптимальной частоте 
показали, что размер фокальной области менее чем на 
10 % отличается от такового в случае без потерь. Резуль
таты расчетов для высоких частот с учетом потерь в ме-
талле будут опубликованы в ближайшее время. Заметим, 
что, хотя потери слабо сказываются на размере области 
фокусировки, они будут влиять на амплитуду волны в 
максимуме из-за потерь энергии поверхностной плазмон-
ной волны, возникающих при её схождении к острию.

4. Заключение

Рассмотрена нанофокусировка плазмонной волны на 
вершине металлического микроострия, поверхность ко-
торого вблизи вершины аппроксимируется параболои-

дом вращения. Показано, что для формирования в окрест-
ности вершины острия фокального пятна с размером, 
примерно равным радиусу кривизны, и без заметных 
осцилляций фокусируемого поля требуется ограничить 
сверху частоту фокусируемых плазмонов. Определено 
значение этой граничной частоты. Очевидно, что полу-
ченные результаты могут найти применение при разра-
ботке устройств нанооптики, в которых используется на-
нофокусировка поверхностных плазмонов.
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