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1. Введение

В последние десятилетия значительное внимание уде-
ляется таким явлениям квантовой оптики, основанным на 
квантовой когерентности и интерференции, как электро-
магнитно-индуцированная прозрачность (ЭИП) [1, 2], 
генерация без инверсии [3], четырехволновое смешение 
[4, 5], формирование оптических солитонов [6 ,7] и ряд 
других [8 – 15]. Управление групповой скоростью света 
приводит к его сверхмедленному распространению либо 
к распространению со сверхсветовой скоростью в различ-
ных системах. Отметим, что в последнем случае группо-
вая скорость оптического импульса в среде с дисперсией 
превышает скорость света в вакууме. Ранее было показа-
но, что распространение света со сверхсветовой скоро-
стью происходит вследствие интерференции различных 
частотных составляющих светового импульса. Следова-
тельно, когерентность таких компонент играет важную 
роль в этом процессе. С другой стороны, обычно для 
управления групповой скоростью света использовалась 
атомная когерентность, возникающая при воздействии 
когерентного лазерного поля. Было показано, что в ком-
бинационно-активной среде с аномальной дисперсией 
свет может распространяться со сверхсветовой скоростью 
при воздействии на эту среду бихроматического управля-
ющего пучка в режиме электромагнитно-индуцированной 
прозрачности [16]. В другой модели, предложенной 
Агарвалом с соавторами [17], отмечено, что групповой 
скоростью можно управлять, изменяя интенсивность ла-
зерного поля. 

Похожие явления, основанные на квантовой интерфе-
ренции и когерентности в полупроводниковых кванто-
вых ямах (ПКЯ) и квантовых точках (ПКТ), также широ-
ко изучались в последние годы [18 – 27]. Среди них – уси-

ление без инверсии [18], ЭИП [19], оптическая бистабиль-
ность/мультистабильность [20 – 22], керровская нелиней-
ность [23], четырехволновое смешение [24] и другие 
[25 – 27]. Причиной этого главным образом является то, 
что эффекты в ПКЯ и ПКТ имеют много интересных при-
менений в оптоэлектронике и твердотельной квантовой 
информатике. Другими словами, устройства, основанные 
на межподзонных переходах в ПКЯ, обладают рядом 
преимуществ по сравнению с атомными системами: элек-
трическими дипольными моментами из-за малой эффек-
тивной массы электрона, большой гибкостью при дизай-
не устройств, обусловленной выбором материалов и раз-
меров структуры, высокими нелинейными оптическими 
коэффициентами. Энергии переходов и дипольные мо-
менты, как и свойства симметрии, также могут быть скон-
струированы [25]. 

В настоящей статье мы предлагаем новую модель для 
исследования оптических свойств четырехуровневой сфе-
рической InGaN-ПКТ с барьерной оболочкой из GaN, 
которая конструируется численно посредством самосо-
гласованного решения уравнений Шредингера и Пуас-
сона. Управляя размерами квантовой точки и внешним 
напряжением, можно создать четырехуровневую кванто-
вую точку с уровнями энергии, подходящими для взаимо-
действия с терагерцевым сигнальным излучением. В при-
сутствии такого сигнала среда становится фазозависи-
мой, поэтому мы используем тот факт, что управление 
относительной фазой между приложенными полями мо-
жет изменять поглощение и дисперсионные свойства сре-
ды. В этом случае групповую скорость светового импуль-
са можно изменять от субсветовых до сверхсверхсвето-
вых значений. 

2. Модель и уравнения

Посредством самосогласованного решения уравне-
ний Шредингера – Пуассона для носителя в зоне проводи-
мости InGaN/GaN-квантовой точки была получена четы-
рехуровневая квантовая система [27]. Параметры задачи, 
такие как радиус ПКТ и внешнее напряжение, изменяют-
ся с целью реализации многоуровневого нанокристалла. 
Мы рассматриваем ПКТ сферической формы; стартуем 
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со следующего уравнения Шредингера и используем ме-
тод разделения переменных:

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

sin
sin

m r r
r

r r2
1 1

*

2

2
2

2
'

q q
q

q+` cj m;

 
¶
¶ ( )

sinr
V r1

2 2 2

2

q j
+ +G . (1)

Здесь V(r) – полная потенциальная энергии (включая по-
тенциал, индуцированный зарядом и полученный по-
средством решения уравнения Пуассона, внешнее напря-
жение и разрыв зоны проводимости для электронов), ко-
торая зависят от сферических координат r, q, j; m*

i – эф-
фективная масса электрона (индекс i обозначает барьер 
(i = 1) или точку (i = 2)). Основываясь на сферической 
симметрии, можно предположить, что V(r) имеет сфериче-
скую симметрию.

Итак, общий потенциал зависит только от радиуса r. 
Полная волновая функция U может быть разделена на две 
функции:

U(R) = Y(r)Y(q, j). (2) 

Если мы подставим U в уравнение Шредингера (1) и вве-
дем константу разделения l = l(l + 1), то получим два сле-
дующих уравнения: 
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Рассматривая далее радиальную дифференциальную 
часть уравнений Шредингера и Пуассона, запишем ради-
альную часть уравнения Шредингера в следующем виде: 
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Здесь l и Y(r) – квантовое число углового момента и мед-
ленно меняющаяся огибающая соответственно. Для по-
вышения эффективности детектирования ПКТ легирует-
ся, и наличие носителей заряда модифицирует потенциал 
перекрытия (V(r)). Таким образом, энергетические уров-
ни и волновые функции могут быть точно определены 
посредством решения уравнений Шредингера и Пуассона.

Уравнение Пуассона записывается в виде
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 После некоторых упрощений для радиальной части урав-
нения Пуассона получим
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где Nd, Na – распределения ионизованных доноров и ак-
цепторов соответственно; n(r), p(r) – распределения элек-
тронов и дырок соответственно; ie*, F (r) и e – диэлектри-
ческая проницаемость среды, электростатический потен-
циал и заряд электрона соответственно. Поскольку мы 
рассматриваем межподуровневые переходы в зону про-
водимости, можно предположить, что Na = p(r) = 0. Вы-
берем типичные значения Nd равными 1021 и 1024 м–3 вну-
три и снаружи точки соответственно. 

Как упоминалось выше, полный потенциал модифи-
цируется следующим образом: 

 Vi (r) = Eci – eFi(r), (8)

где Eci – разрыв зоны проводимости, обусловленный сос-
тавом материала. Приложенное внешнее электрическое 
поле Vext дает вклад в полный потенциал, что также мо-
жет быть учтено в полуклассическом виде:

Vi (r) = Eci – eFi – eVext. (9)

Необходимо рассчитать F в уравнении Пуассона. Для 
этого следует вычислить n(r) с использованием разрешен-
ных волновых функций Y и уровня Ферми EF: 
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где kВ – постоянная Больцмана. Суммирование по j отсы-
лает нас ко всем разрешенным волновым функциям. 

В последнем уравнении уровень Ферми неизвестен, и 
его может рассчитать из условия равновесия следующим 
образом: 
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Самосогласованное решение уравнений (5), (7), (10) 
определяет собственные состояния. Далее цикл расчетов 
повторяется путем подстановки F в полный потенциал и 
расчета новых собственных состояний и соответствую-
щих им собственных значений. Энергия Ферми в двух по-
следовательных шагах может быть выбрана в качестве 
индикатора сходимости этого цикла. 

Для того чтобы определить существенные элементы 
электрического дипольного момента между уровнями ПКТ, 
мы должны рассчитать дипольные матричные элементы 
перехода 

dij = áFi|r|Fjñ. (12)

Нормированные волновые функции с соответствующими 
значениями собственной энергии показаны на рис.1 (рис.10 
из 27]). Ниже (табл.3 из [27]) приведены также параметры 
для расчета волновых функций и собственных энергий в 
InGaN/GaN-КТ.

Радиус квантовой точки (Å)  . . . . . . . . . . . . . . . .35 

Барьер квантовой точки (Å)  . . . . . . . . . . . . . . . .30 

Приложенное внешнее напряжение (В)  .  .  .  .  .  .  .  .  .  0.5 

Длина квантовой точки (Å) . . . . . . . . . . . . . . . . .65 

Число полученных энергетических уровней  . . . . . . . 4
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Таким образом, нами получена четырехуровневая 
среда каскадного типа, связанная посредством двух ла-
зерных полей и управляющего терагерцевого поля (рис.2). 
В соответствии с собственными значениями длины волн 
переходов |1ñ « |4ñ, |4ñ « |2ñ, |3ñ « |2ñ и |4ñ « |3ñ равны 0.95, 
1.995, 2.097 и 41.2 мкм соответственно. Слабое настраива-
емое пробное поле с частотой np и частотой Раби Wp = 
Ep Ã41/'  связывает основное состояние |1ñ с возбужден-
ным состоянием |4ñ. Два управляющих поля с частотами 
n1, n2 и частотами Раби W1 = E1 Ã42 /'  и W2 = E2 Ã32 /'  свя-
зывают уровни |4ñ с |2ñ и |2ñ с |3ñ, тогда как терагерцевое 
поле с частотой n3 и частотой Раби W3 = E2 Ã43 /'  связыва-
ет уровни |3ñ и |4ñ, где Ãkl = Ãkl el – межподзонный диполь-
ный момент для электронного перехода между уровнями 
|kñ и |lñ. Полные скорости распада с уровней |3ñ и |4ñ на 
основной уровень |1ñ обозначены g1 = G1 + g1

dph и g2 = G2 + 
g2

dph, где gi
dph – скорость дефазировочного распада кван-

товой когерентности перехода |iñ « | jñ соответственно. 
Уравнения движения для матрицы плотности системы 

во вращающейся системе отсчета в приближении враща-
ющейся волны могут быть представлены в виде
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Здесь D = w41 – np – частотная отстройка пробного поля; 
w41 – разность частот уровней |4ñ и |1ñ; np – частота проб-
ного поля. Рассмотрим условие резонанса, когда частот-
ные отстройки других лазерных полей полагаются рав-
ными нулю, т. е. D1 = D2 = D3 = 0. Заметим, что три прило-
женных поля образуют замкнутую петлю, так что фаза 
может быть введена в любое из них. Другими словами, 
если бы все поля были фазозависимыми, важное значение 
имела бы только коллективная фаза и никакой индивиду-
альный фазозависимый член не играл бы никакой роли. 
Коллективная фаза определена здесь как f = j3 + j2 – j1. 
Следовательно, без потери общности W1 и W2 могут 
считаться вещественными, тогда как W3 имеет фазу, т. е. 
W3 = | W3 |e –if.

Продолжим обсуждать численные результаты, чтобы 
найти стационарное поведение поглощения и дисперсии 
пробного поля, а также групповой скорости в том случае, 
когда включено управляющее поле. Предполагается, что 
система исходно находится в основном состоянии, так 
что r11(0) = 1, rij (0) = 0 (i, j = 1, 2, 3, 4). Кроме того, мы 
предполагаем, что интенсивность пробного поля значи-
тельно слабее, чем интенсивности управляющих полей, 
так что все атомы остаются в основном состоянии. Таким 
образом, систему уравнений (13) можно записать в виде

R MR C=- +o , (14)

где R и С – векторы-столбцы, а М – матрица: 

R T
41 31 21r r r= ^ h , (15)

iC
2

0 0p

T
W= c m ,  (16)

Рис.1. Волновые функции четырехуровневого нанокристалла (ра-
диус квантовой точки 35 Å, толщина оболочки (барьера) 30 Å).

Рис.2. Схема четырехуровневой наноструктуры на основе кванто-
вых точек InGaN/GaN, взаимодействующей с терагерцевым сигна-
лом и двумя управляющими полями. 
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Формальное решение такого уравнения имеет следую-
щий вид:
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Используем уравнение (18) для того, чтобы получить ре-
шение для r41:
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Заметим теперь, что восприимчивость может быть запи-
сана как 

| | iN
Y

2 4 2
0

41
2

2
2 2

2

'
c e

m gW D D
=

- + , (21)

где N – плотность атомов в среде. Разделив действитель-
ную и мнимую части, c = c' + ic'', получим
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g D W D- - , (23)

где Z = YY'. Крайне важно отметить, что фаза входит в вы-
ражение для восприимчивости только через A и Y. При-
чем фазовая зависимость Y тоже выражается через A. 
Таким образом, этот фазовый множитель вполне мог бы 
появиться из-за действия любого из трех управляющих 
полей. Более того, если бы все поля имели фазовую зави-
симость, была бы важна только коллективная фаза и не 
появлялось бы никаких индивидуальных фазозависимых 
членов. Из уравнений (22) и (23) мы можем найти, что в 

Рис.3. Зависимости линейной восприимчивости пробного сигнала (здесь и на остальных рисунках 1 – поглощение, 2 – дисперсия) и груп-
повой скорости от расстройки пробного поля в отсутствие терагерцевого сигнала при W1 = W2 = 10, W3 = 0 и g1 = g2 = 2g в случае f = 0 (а) 
и f = p (б).
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такой системе в условиях резонанса для пробного поля 
параметр W2 важен для расчета величин поглощения, дис-
персии и групповой скорости. Если W2 = 0, поглощение и 
дисперсия исчезнут. Таким образом, существование W2 яв-
ляется необходимым условием для управления поведени-

ем групповой скорости в оптическом диапазоне, тогда 
как существование W3 (терагерцевого сигнала) является 
необходимым условием для того, чтобы сделать систему 
фазозависимой. Следовательно, при W3 = 0 фазовая зави-
симость среды исчезнет. 

Рис.4. Зависимости линейной восприимчивости пробного сигнала и групповой скорости от расстройки пробного поля в присутствии те-
рагерцевого сигнала при W1 = W2 = W3 = 5, g1 = g2 = 2g в случае f = 0 (а), f = p/2 (б) и f = p (в).
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3. Результаты и их обсуждение

В рамках нашей модели можно определить группо-
вую скорость света в соответствии с [28]:

( / )d
d

d dk n n
c

gr /u w
w w=

+
, (24)

где n = 1 + 2pc; тогда 

1 2 ( ) 2Re Re
d
dc

gr
p pu c w w

w
c

= + + . (25)

Из уравнения (25) находим, что когда Re c(w) равна нулю, 
а дисперсия положительна и сильно зависит от частоты,

 1 2 Re
d
dc

gr
pu w

w
c

- = . (26)

Это означает, что появляется возможность непрерывной 
перестройки групповой скорости от досветовой до сверх-
световой при изменении фазы только одного из управля-
ющих полей, тогда как остальные параметры могут оста-
ваться постоянными. На рис.3 приведена зависимость 
восприимчивости и отношения скоростей света в вакууме 

Рис.5. Изменение восприимчивости (а) и групповой скорости (б) как функции f при W1 = W2 = W3 = 5 и g1 = g2 = 2g. 

Рис.6. Подстройка интенсивностью изменения восприимчивости в зависимости от W1 (а, б) и W3 (в, г). Значения остальных параметров те 
же, что и на рис.5.
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и в среде для слабого пробного светового поля в отсут-
ствие терагерцевого поля от отстройки пробного поля от 
резонанса при разных относительных фазах управляю-
щих полей. Видно, что в отсутствие терагерцевого сиг-
нального поля среда не является фазозависимой. Поэтому 
знак наклона дисперсии при изменении относительной 
фазы не меняется. 

В присутствии терагерцевого сигнального поля (рис.4) 
такая зависимость появляется и наблюдается изменение 
знака производной дисперсии от фазы, приводящее к «пе-
реключению» групповой скорости пробного импульса от 
сверхсветовой к субсветовой. Зависимости восприимчи-
вости и отношения скоростей света в вакууме и в среде 
для слабого пробного светового импульса от относитель-
ной фазы управляющих полей показаны на рис.5. Можно 
видеть, что при изменении относительной фазы поглоще-
ние, дисперсия и групповая скорость пробного импульса 
непрерывно изменяются. Следовательно, при изменении 
относительной фазы приложенных полей свет может рас-
пространяться как со сверхсветовой, так и с субсветовой 
скоростью. При этом сверхсветовое распространение све-
та сопровождается уменьшением поглощения, т. е. по мере 
прохождения через среду импульс существенно не ослаб-
ляется. 

На рис.6 показаны зависимости поглощающих и дис-
персионных свойств для слабого пробного света от W1 и  
W3 при f = 0 и p. Видно, что могут быть обеспечены ши-
рокий диапазон перестройки этих свойств и переход от 
досветовой к сверхсветовой групповой скорости.

4. Заключение 

Нами рассмотрено влияние фазы и амплитуды управ-
ляющих полей на поглощение, дисперсию и распростра-
нение в среде пробного поля, приложенного к нанострук-
туре на основе ПКТ InGaN/GaN. Расчет наноструктуры 
произведен численно самосогласованным решением урав-
нений Шредингера и Пуассона. Путем управления разме-
ром квантовой точки и внешним напряжением получена 
четырехуровневая квантовая точка с соответствующими 
энергетическими уровнями, которые могут быть пригод-
ны для управления полем терагерцевого сигнала сверх-
световым и субсветовым распространением света. По-

казано, что в присутствии поля терагерцевого сигнала 
среда становится фазозависимой и, следовательно, может 
быть реализован широкий диапазон перестройки группо-
вой скорости пробного поля за счет изменения фазы тера-
герцевого поля. В результате непрерывного изменения 
фазы групповая скорость также может быть «переключе-
на» от субсветовых к сверхсветовым значениям. 
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