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1. Введение

Исследование кольцевых газовых лазеров (КГЛ) с маг-
нитооптическим управлением частотной невзаимностью  
встречных волн важно для практических приложений в 
лазерной гироскопии. Научное значение этих исследова-
ний обусловлено возможностью получения детальной ин-
формации о невзаимных эффектах, возникающих при вза-
имодействии полей встречных волн с лазерной средой 
[1, 2]. В КГЛ для выхода из зоны нечувствительности (ста-
тическая зона захвата частот встречных волн) создается 
знакопеременная частотная подставка [3, 4]. Для лазеров 
с магнитооптическим управлением невзаимностью на ос-
нове эффектов Зеемана и Фарадея [1, 2] форма подставки, 
как правило, выбирается близкой к прямоугольной.

Проведенные ранее исследования (см., напр., [5 – 7]) 
показали, что в КГЛ со знакопеременной частотной под-
ставкой вместо одной статической зоны захвата (синхро-
низации частот встречных волн) возникает множество 
динамических зон. Они оказываются наиболее широки-
ми, когда измеряемая в КГЛ частотная невзаимность, 
определяемая скоростью вращения, приближается к ам-
плитуде знакопеременной частотной подставки [2, 4, 5]. 
При этом же условии возникают наибольшие отклонения 
частотной характеристики КГЛ от идеальной, которые до 
настоящего времени не исследовались. Теоретическому и 

экс периментальному исследованиям этих отклонений для 
КГЛ с магнитооптическим управлением частотной невза-
имностью и посвящена настоящая работа.

2. Теоретический анализ

Основываясь на результатах проведенных ранее ис-
следований [3, 8, 9], при устранении конкуренции встречных 
волн и выполнении условий, обеспечивающих устойчи-
вую двунаправленную генерацию в КГЛ, частотную ха-
рактеристику и динамические зоны захвата можно при-
ближенно исследовать на основе дифференциального урав-
нения для разности фаз F встречных волн:

.
F  = W + W B(t) + WLsinF, (1)

где W = K
.

J  – частотная невзаимность резонатора, пропор-
циональная угловой скорости вращения КГЛ 

.
J ; K – мас-

штабный коэффициент; WB(t) – знакопеременная частот-
ная подставка.

Как показано в работах [8, 9], коэффициент WL, входя-
щий в уравнение (1), зависит как от амплитуды частотной 
подставки, так и от измеряемой частотной невзаимности 
W. Это можно пояснить следующим образом. Множитель   
WL учитывает влияние комплексных коэффициентов свя-
зи  встречных волн через обратное рассеяние m1,2 на ско-
рость изменения разности фаз волн F. Коэффициенты 
m1,2, входящие в исходную систему уравнений для ампли-
туд и фаз полей встречных волн, влияют на F как непо-
средственно, так и косвенным образом, через модуляцию 
интенсивностей волн I1,2. При учете дополнительной фа-
зовой модуляции, связанной с модуляцией интенсивно-
стей I1,2, возникает зависимость множителя WL от ампли-
туды частотной подставки и W. В отсутствие частотной 
подставки множитель WL равен полуширине статической 
зоны захвата.
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В настоящей работе исследованы частотные характе-
ристики КГЛ с подставками двух видов: с прямоугольной 
знакопеременной подставкой и с комбинированной под-
ставкой, состоящей из быстрого и медленного меандров. 

2.1. Прямоугольная частотная подставка

Выражение для прямоугольной частотной подставки 
запишем в следующем виде:
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где Wp, Tp – амплитуда и период подставки.
В КГЛ с периодической знакопеременной подставкой 

возникает параметрическая синхронизация частот бие-
ний Fo , приводящая к возникновению динамических зон 
захвата. Внутри этих зон частоты биений постоянны и 
определяются формулой

Fo  = 2pn/Tp, (3)

где n = 0, 1, 2, 3, ... – порядковый номер зоны.
Ширины динамических зон Gn в случае прямоуголь-

ной подставки определяются следующими приближен-
ными выражениями (см., напр., [5]):
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где g = Tp W W-p L
2 2 /2p.

Из (4) при n = 0 следует формула для ширины нулевой 
зоны захвата, полученная в [3]. Формула (4) является при-
ближенной, и наибольшие отклонения от точных значе-
ний имеют место при ширинах зон Gn, близких к макси-
муму (при |g – n| » 1), когда измеряемая частотная невза-
имность W = KJo  близка к амплитуде частотной подстав-
ки Wp.

В настоящей работе частотная характеристика КГЛ 
(зависимость частоты биений встречных волн ¦b от изме-
ряемой частотной невзаимности W/2p) рассчитывалась на 
основе численного решения дифференциального уравне-
ния (1) методом Эйлера.

При наличии частотной подставки частота биений со-
держит знакопеременную часть, промодулированную с 
частотой 1/Tp. Для устранения этих пульсаций вычисля-
лась средняя частота биений. При заданных значениях 
параметров, входящих в (1), путем численного решения 
этого уравнения вычислялось изменение разности фаз 
встречных волн F за время, равное целому числу np пери-
одов подставки Tp. Среднее значение частоты биений

¦b = Fo /2p = 2( ) /( )dt t n Tp p
t

t n Tp p

0

0

pF
+

oy . (5)

В приведенных ниже расчетах среднее значение ¦b вы-
числялось при np = 20. На рис.1 показана нормированная 
частотная характеристика ¦bTp КГЛ со знакопеременной 
прямоугольной частотной подставкой, рассчитанная при  
WL/2p = 300 Гц, амплитуде подставки Wp/2p = 56888 Гц и 
периоде подставки Tp = 0.004 с (кривая 1). Эта характери-
стика показана в узкой области значений W, близких к 
амплитуде подставки. Как видно из рис.1, на частотной 
характеристике присутствуют широкие динамические зоны 

захвата, следующие друг за другом с интервалом 250 Гц 
(с частотой переключения магнитного поля 1/Tp). Для 
наиболее широких динамических зон n = 227, 228 и 229.

2.2. Комбинированная частотная подставка

При численном решении уравнения (1) была исследо-
вана также частотная характеристика КГЛ в случае ком-
бинированной частотной подставки. Комбинированная 
знакопеременная частотная подставка, создаваемая на 
основе эффекта Зеемана, состоит из основной и дополни-
тельной компонент. Основная компонента представ ляет 
собой знакопеременную прямоугольную подставку с ам-
плитудой Wp/2p = 56888 Гц и периодом Tp = 0.004 с. 
Дополнительная знакопеременная подставка (медленный 
меандр) имеет значительно меньшую амплитуду (Wp1/2p = 
112 Гц) и существенно больший период переключения 
(Tp1 = 4 с).

В случае комбинированной частотной подставки рас-
четы требуют больших затрат машинного времени. В на-
стоящей работе предложен подход, позволяющий много-
кратно уменьшить время расчета. Так как период медлен-
ного меандра значительно больше (в 1000 раз) периода 
основной компоненты, будем приближенно считать, что 
частотная характеристика зеемановского лазерного ги-
роскопа (ЗЛГ) состоит из двух частей. Первая часть (¦b1)  
соответствует одному полупериоду медленного меандра, 
т. е. частотная подставка состоит из быстрого меандра и 
постоянной частотной подставки, равной амплитуде мед-
ленного меандра (112 Гц). Вторая часть (¦b2) соответству-
ет другому полупериоду медленного меандра, и в этом 
случае частотная подставка состоит из быстрого меандра 
и постоянной частотной подставки (–112 Гц).

Используя рассчитанные значения ¦b1 и ¦b2, среднее 
значение частоты биений ¦b в КГЛ с комбинированной 
частотной подставкой представим следующем в виде:

¦b = (¦b1 + ¦b2)/2. (6)

На рис.1 показана рассчитанная по формуле (6) нор-
мированная частотная характеристика КГЛ с комбини-
рованной частотной подставкой (кривая 2). Сравнивая 
кривые 1 и 2, соответствующие прямоугольной и комби-
нированной подставкам, отметим следующее различие 

Рис.1. Нормированная частотная характеристика (зависимость ¦bTp 
от измеряемой частотной невзаимности W/2p) для прямоугольной 
(1) и комбинированной (2) частотных подставок.
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между ними. В случае прямоугольной подставки норми-
рованная частота биений, в соответствии с теорией (см. 
формулу (3)), внутри динамических зон захвата принима-
ет целые значения (для зоны с индексом n это значение 
оказывается равным n). В случае комбинированной под-
ставки значения нормированной частоты ¦bTp внутри со-
ответствующих зон захвата оказываются полуцелыми, 
динамические зоны захвата – более узкими.

2.3. Ширины динамических зон захвата

На рис.2 для КГЛ с прямоугольной частотной под-
ставкой приведены ширины динамических зон захвата Gn 
в зависимости от номера зоны n, рассчитанные на основе 
численного решения уравнения (1) и по формуле (4).

Видно, что приближенная аналитическая зависимость, 
определяющая ширины динамических зон (формула (4)), 
достаточно хорошо согласуется с результатами, получен-
ными на основе численного решения уравнения (1). Этот 
вывод справедлив даже для наиболее широких динамиче-
ских зон, которые наблюдаются при W = KJo , близкой к 
амплитуде частотной подставки Wp.

При разных амплитудах прямоугольной знакопере-
менной подставки имеет место как монотонное убывание 
ширин зон захвата Gn с изменением индекса зоны n при  
удалении от наиболее широкой зоны Gmax (рис.2,а), так и 
их немонотонное убывание (рис.2,б).

3. Сравнение с экспериментом

Экспериментальные исследования частотной характе-
ристики и ширин динамических зон захвата проводились 
на ЗЛГ [2]. В кольцевом He – Ne-лазере с неплоским резо-
натором, на активную среду которого наложено про-
дольное магнитное поле, генерация осуществлялась в ре-
жиме одной продольной моды на переходе неона 3s2 – 2p4 
с длиной волны 633 нм. Благодаря циркулярной анизо-
тропии неплоского кольцевого резонатора встречные 
волны имели круговые поляризации.

3.1. Частотная характеристика

При обработке сигнала биений встречных волн ис-
ключалась знакопеременная часть, промодулированная с 
частотами 1/Тp и 1/Тp1, и измерялась лишь средняя часто-
та биений встречных волн ¦b, возникающая из-за враще-
ния. Нормированная частотная характеристика ЗЛГ (за-
висимость ¦bТp от скорости вращения Jo  = W /K), измерен-
ная на ЗЛГ с комбинированной частотной подставкой, 
показана на рис.3 точками.

Участок частотной характеристики на рис.3 соответ-
ствует области скоростей вращения, в которой измеряе-
мая частотная невзаимность W = KJo  близка к амплитуде 
основной компоненты подставки. На частотной характе-
ристике присутствуют широкие динамические зоны за-
хвата, следующие друг за другом с интервалом 250 Гц 
(с частотой переключения магнитного поля 1/Тp).

Для сравнения эксперимента с теорией частотная ха-
рактеристика была исследована также на основе числен-
ного решения уравнения (1). На рис.3 сплошной кривой 
показана частотная характеристика ЗЛГ в случае комби-
нированной подставки, параметры которой равны соот-
ветствующим значениям комбинированной подставки в 
эксперименте. Единственным неизвестным параметром в 
уравнении (1) является WL. Значения этого параметра и 
его зависимость от измеряемой частотной невзаимности   
W  можно, в принципе, рассчитать теоретически, рассма-
тривая систему уравнений для амплитуд и фаз встречных 
волн в зеемановском кольцевом лазере и формулы для па-
раметра WL, полученные в [9]. Однако такой расчет ока-

Рис.2. Зависимости ширин динамических зон захвата Gn от номера 
зоны n при WL/2p = 300 Гц и Wp/2p = 56888 Гц (а) и 56750 Гц (б). 
Черными кружками показаны значения Gn, рассчитанные на осно-
ве численного решения уравнения (1), белыми – по формуле (4).

Рис.3. Экспериментально измеренная (точки) и рассчитанная на 
основе уравнения (1) (сплошная кривая) нормированные частот-
ные характеристики ЗЛГ; Wp/2p = 56888 Гц, Tp = 0.004 c, Wp1/2p = 
112 Гц, Tp1 = 4 с.
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зался очень громоздким и в настоящей работе не прово-
дился, а значения параметра WL при численных расчетах 
варьировались. Наилучшее соответствие эксперимен-
таль но измеренной и расчетной зависимостей (рис.3) по-
лучено при WL/2p = 300 Гц. Видно, что эти частотные ха-
рактеристики достаточно близки между собой. Это каса-
ется ширин динамических зон и их положения на частот-
ной характеристике.

3.2. Динамические зоны захвата

Были проведены также специальные эксперименталь-
ные исследования с целью изучения зависимости ширин 
динамических зон захвата Gn от их номера n при заданной 
амплитуде частотной подставки Wp. Исследования вы-
полнялись на стенде, имитирующем вращение датчика. 
В этих экспериментах частотная невзаимность W в ЗЛГ 
создавалась не вращением, а постоянным током, подава-
емым в одну из двух катушек невзаимного устройства. 
Прямо угольная знакопеременная подставка Wp(t) созда-
валась переменным током, который подавался во вторую 
катушку.

При фиксированной амплитуде подставки имеется 
большое число динамических зон с разными индексами n. 
В экспериментах измерялись лишь ширины зон Gn /2p, ко-
торые находятся в некоторой окрестности значений ча-
стотной невзаимности W, близких по величине к амплиту-
де частотной подставки Wp. Именно в этой области суще-
ствуют наиболее широкие динамические зоны. Измеренная 
на имитационном стенде зависимость ширины динамиче-
ских зон захвата Gn /2p от их номера n показана на рис.4. 
Номер зоны n определялся по измеряемой (средней за пе-
риод подставки Тp) частоте биений встречных волн ¦b = 
W/2p внутри этой зоны:

n = ¦bТp. (5)

Для сравнения с экспериментом ширины динамиче-
ских зон захвата Gn /2p были рассчитаны по формуле (4). 
При расчетах амплитуда частотной подставки полага-
лась равной экспериментально измеренному значению  
Wp /2p = 7500 Гц, период подставки Тp = 0.004 с. Коэф-
фициент WL являлся единственным параметром, который 
варьировался при расчетах для подгонки. Наилучшее соот-

ветствие экспериментальных результатов с рассчитанной 
зависимостью Gn /2p (n) было получено при WL/2p = 42 Гц.

Сравнение теоретической и экспериментальной зави-
симостей показывает, что между ними для некоторых ди-
намических зон захвата наблюдается хорошее количест-
венное согласие. Однако имеется и расхождение: в чис-
ленных расчетах зоны с четными номерами, n = 26, 28, 32, 
34, отсутствуют (имеют нулевую ширину), тогда как ши-
рины экспериментально наблюдаемых зон с этими номе-
рами оказываются не равными нулю.

При измерениях на имитационном стенде амплитуды 
частотных подставок примерно в семь раз меньше, чем в 
обычном режиме работы ЗЛГ (см. рис.3). Как уже упоми-
налось выше, значение параметра WL зависит от амплиту-
ды подставки. В связи с этим величина параметра WL ока-
зывается разной: в обычном режиме, когда амплитуда 
знакопеременной частотной подставки Wp /2p = 56888 Гц, 
имеем WL /2p = 300 Гц, а при эксперименте на имитацион-
ном стенде этот параметр в 6.7 раза меньше.

4. Заключение

Проведенные в настоящей работе исследования пока-
зали, что частотную характеристику КГЛ со знакопере-
менной подставкой на основе эффекта Зеемана можно с 
хорошей точностью анализировать, используя для раз-
ности фаз встречных волн только уравнение (1). При та-
ком описании необходимо учитывать, что множитель WL, 
определяющий влияние коэффициентов связи встречных 
волн m1,2, зависит как от амплитуды знакопеременной ча-
стотной подставки Wp, так и от измеряемой частотной не-
взаимности W.

Установлено, что для прямоугольной частотной под-
ставки ширины динамических зон захвата в области боль-
ших скоростей вращения, когда измеряемая частотная 
невзаимность близка к амплитуде частотной подставки, 
достаточно хорошо описываются приближенной фор-
мулой (4), хотя на границе зоны нелинейности наблюда-
ются некоторые расхождения.

Частотные характеристики КГЛ исследованы для двух 
видов знакопеременной магнитооптической подставки: 
для прямоугольной подставки (меандр) и комбинирован-
ной подставки, состоящей из быстрого и медленного ме-
андров. Установлено, что при значениях измеряемой ча-
стотной невзаимности W, сравнимых с амплитудой под-
ставки, динамические зоны захвата оказываются более 
узкими в случае комбинированной подставки.

Проведенные в настоящей работе исследования могут 
быть использованы для коррекции частотной характери-
стики КГЛ в области измеряемых скоростей вращения, 
близких к амплитуде частотной подставки.
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