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1. Введение

Генерация	 фемтосекундных	 импульсов	 изменяемой	
формы	обеспечивает	возможность	управления	сложными	
квантовыми	 системами	 [1,	2].	 Для	 определения	 общих	
условий	оптимального	управления	квантово-механичес-
кими	 системами	 сформулировано	 обобщение	 принципа	
максимума	Понтрягина	[3].	Однако	малые	размеры	нано-
структур	по	сравнению	с	длиной	волны	лазерного	излу-
чения	затрудняют	пространственную	селективность	и	не-
зависимость	 управления	 отдельными	 нанообъектами	 в	
таких	системах	с	помощью	лазерного	излучения.	В	рабо-
тах	[4,	5]	теоретически	показано,	что	ограничение	локали-
зации	воздействия	лазерного	излучения	дифракционным	
пределом	может	быть	преодолено	за	счет	эффектов	ближ-
него	 поля	 различных	 наноизлучателей.	 При	 этом	 уста-
новлено,	что	пространственное	распределение	ближнего	
электромагнитного	поля	может	существенно	зависеть	от	
линейного	чирпа	(линейной	частотной	модуляции)	облу-
чающего	лазерного	импульса.	

Сочетание	адаптивного	управления	[1,	2]	и	принципов	
нанооптики	 [6]	позволяет	осуществить	субволновую	ди-
намическую	 локализацию	 поля	 на	 наноразмерных	 мас-
штабах.	 Если	 использовать	 в	 качестве	 направляющей	
структуры	 конический	 проводник,	 то	 распространение	
поверхностного	плазмон-поляритона	по	проводнику	при-
водит	к	уменьшению	длины	волны	по	мере	приближения	
к	вершине	конуса.	Показано	[7],	что	в	результате	происхо-
дит	фокусировка	поля	в	очень	малой	пространственной	
области,	 а	 напряженность	 электрического	 поля	 суще-
ственно	возрастает.	Это	явление	используется	в	оптиче-

ской	 микроскопии	 ближнего	 поля	 для	 исследования	
объектов	с	нанометровым	разрешением,	поскольку	обес-
печивает	кон	тролируемую	«доставку»	к	ним	поля.	Нело-
кальные	эффекты,	обусловленные	пространственной	дис-
персией,	вы	зывают	незначительное	ослабление	усиления	
поля	[8,	9].	Численными	методами	исследовано	снижение	
степени	 максимальной	 фокусировки	 за	 счет	 конечной	
кривизны	 острия	 [10]	 и	 определен	 оптимальный	 для	
сверхфокусировки	угол	раствора	конуса.	

Теоретические	работы	[11,	12]	показали	возможность	
генерации	в	нанопроволоках	волновых	пакетов	плазмо-
нов	 (плазмон-поляритонов),	 которые	распространяются	
вдоль	 нанопроводника	 и	 представляют	 собой	 суперпо-
зицию	 плазмонных	 мод	 в	 мультирезонансной	 системе.	
Интересной	особенностью	экспериментально	наблюдае-
мой	 динамики	 таких	 пакетов	 является	 концентрация	
энергии	у	дальнего	или	ближнего	конца	нанопроводника	
либо	 в	 его	 центральной	 части	 в	 зависимости	 от	 знака	
чирпа	 либо	 в	 его	 отсутствие	 соответственно.	Суть	 про-
цесса	 состоит	 в	 том,	 что	фазовая	 скорость	 низших	мод	
больше,	чем	у	высших,	и	между	ними	возникает	конструк-
тивная	интерференция	на	некотором	расстоянии	от	обла-
сти	возбуждения.	Усиление	поля	на	конце	серебряной	на-
нопроволоки	наблюдалось	также	экспериментально	[13,	14].

Уникальной	особенностью	нанофокусировки	плазмо-
нов	 является	 возможность	 управлять	 процессом	 интер-
ференции	за	счет	настройки	спектральных	фаз	[15,	16].	Од	-
новременное	использование	пространственного	сжатия	и	
фемтосекундного	управления	оптическим	возбуждением	
поверхностных	 плазмонов	 в	 металлических	 конических	
наноиглах	 позволяет	 достичь	 пространственной	 лока-
лизации	поля	около	10	нм	при	длительности	пакета	в	не-
сколько	фемтосекунд	[17].	Таким	образом,	была	продемон-
ст	рирована	 возможность	 пространственно-времен	ного	
управления	оптическим	полем	на	нанометровых	масшта-
бах	и	при	фемтосекундных	длительностях.	Эксперимен-
тально	распространение	фемтосекундного	лазерного	им-
пульса	в	коническом	золотом	нанозонде	наблюдалось	в	
работе	[18].

В	то	же	время	детали	процесса	нанофокусировки	УКИ	
пока	еще	не	вполне	ясны.	Интерес	представляет	как	про-
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странственная	 фокусировка	 поля	 вблизи	 острия,	 так	 и	
концентрация	поля	во	времени.	Целью	настоящей	рабо-
ты	являются	численное	моделирование	усиления	чирпи-
рованных	УКИ	металлическими	коническими	структура-
ми,	 а	 также	анализ	влияния	угла	раствора	конуса	и	на-
чального	 чирпа	 импульса	 на	 коэффициент	 усиления.	
Расчеты	проводились	на	основе	результатов	работы	 [7],	
полученных	для	монохроматического	поля.	С	использо-
ванием	обратного	преобразования	Фурье	проведен	ана-
лиз	 распространения	 импульсов	 вдоль	 металлического	
конуса	с	характерными	углами	раствора	0.01	–	0.1	рад,	ха-
рактерной	длиной	порядка	нескольких	сотен	нанометров	
при	при	характерных	размерах	основания	конуса	менее	
100	нм.

2. Распределение поля  
при монохроматическом возбуждении

Исследование	зависимости	усиления	поля	вблизи	вер-
шины	конуса	от	поляризации	возбуждающего	поля	для	
магнитно-поперечной	 и	 линейно	 поляризованной	 волн,	
которые	 фокусируются	 на	 основание	 конуса,	 показало	
что	 эффективное	усиление	поля	характерно	именно	для	
симметричной	TM	(m	=	0)	волны	[19].	Такой	тип	поляри-
зации	может	быть	получен,	например,	путем	прямой	фо-
кусировки	лазерного	излучения	с	радиальной	поляриза-
цией	на	основание	конуса	 [20].	В	связи	с	этим	далее	мы	
ограничимся	рассмотрением	волнового	пакета		TM0-волн.	

Основное	 отличие	 данной	 задачи	 от	 классической	
задачи	теории	дифракции	[21]	состоит	в	том,	что	тради-
ционное	 предположение	 о	 поверхностном	 характере	
скин-эффекта	здесь	может	не	выполняться	и	необходимо	
использовать	реальные	экспериментальные	частотные	за-
висимости	 комплексных	 диэлектрических	 проницаемо-
стей	металлов	[22]	или	их	удобные	аналитические	аппрок-
симации	 [23,	24].	 Аналитическое	 решение	 задачи	 о	 рас-
пространении	 и	 сверхфокусировке	 гармонического	 по-
верхностного	 плазмона	 в	 узком	 металлическом	 конусе,	
которое	используется	при	анализе	нашей	задачи,	дано	в	
работе	[7].	В	ней	рассмотрен	наиболее	интересующий	нас	
магнитный	 тип	 поперечных	 волн,	 для	 которых	 только	
вихревая	компонента	Hj ¹	0.	Геометрия	задачи	показана	
на	рис.1.

Для	 дальнейшего	 анализа	 изложим	 сначала,	 близко	
следуя	 [7],	решение	задачи	о	распространении	монохро-
матических	волн.	Для	компоненты	Hj	уравнение	распро-
странения	превращается	в	скалярное	уравнение.	В	сфери-
ческих	координатах	его	можно	записать	в	виде	волново-
го	уравнения	[25]
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где	 e(w)	 –	 диэлектрическая	 проницаемость	 среды	 (маг-
нитная	проницаемость	m	=	1);	w	–	частота	волны;	c	–	ско-
рость	света,	Для	разделения	переменных	представим	ре-
шение	(1)	в	виде

Hj(r,	q,	t)	=	R(r)Y (q)exp(–iwt).	 (2)

Тогда	для	функций	Y (q)	и	R(r)	получаем	следующие	урав-
нения:

0
sin
cos

sind
d

d
d 1

2

2
2

2q q
q

q
h

q
Y Y Y+ - + =c m ,	 (3)

0
d
d

d
d

r
R

r r
R

r c
R2

2

2

2

2

2

2h
e w

+ - + =e o ,	 (4)

в	которых	постоянная	разделения	переменных	h	опреде-
ляется	из	граничных	условий	на	поверхности	конуса.	Для	
малых	углов	раствора	конуса	a	параметр	q	<<	1	рад	как	
внутри,	так	и	снаружи	конуса,	вблизи	его	поверхности.	С	
учетом	этого	уравнение	(3)	без	существенной	потери	точ-
ности	можно	заменить	уравнением
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которое	после	замены	переменных	x = hq	принимает	вид
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Решение	уравнения	(6)	при	x ³	0	выражается	через	моди-
фицированную	функцию	Бесселя	I1(x)	и	функцию	Макдо-
наль	да	K1(x)	[26]:

Y (x)	=	D1I1(x)	+	D2K1(x).	 (7)

При	этом	функция	I1(x)	регулярна	в	нуле,	а	функция	K1(x)	
экспоненциально	затухает	при	больших	значениях	x.	По-
этому	решение	 уравнения	 (3)	 для	 двух	 разных	областей	
углов	имеет	вид

Y (q)	=	D1I1(hq),			q £ a,		 (8)

Y (q)	=	D2K1(hq),			q ³ a.	 (9)

Отметим,	 что	 малость	 угла	 раствора	 конуса	 позволяет	
аналитически	 получить	 и	 исследовать	 решение.	Подоб-
ным	образом	оказывается	возможным	решить	и	задачу	о	
коническом	резонаторе	 [27].	Уравнение	 для	радиальной	
функции	(4)	по	виду	аналогично	уравнению	для	радиаль-
ной	функции	в	квантово-механической	задаче	о	движении	

Рис.1.	 Геометрия	 конической	 структуры,	 в	 которой	 происходит	
сверхфокусировка;	e1	и	e2	–	диэлектрические	постоянные	снаружи	
и	внутри	конуса	соответственно.
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в	центрально-симметричном	поле	поляризационного	по-
тенциала	[28].	Введем	обозначение	W = ew2/c2	и	сделаем	
замену	R(r)	 =	 c(r)/r.	 Для	 новой	 функции	 c(r)	 вместо	 (4)	
имеем	уравнение

0''
r

W2

2

c
h

c+ + =c m .

Если	теперь	сделать	подстановку	
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где	k W= ,	то	получим	уравнение	

r2Z'' + rZ' + (	r2 + n2)	=	0,			n2 = h2	–	1/4.	 (10)

При	h2 >	1/4	уравнение	(10)	есть	дифференциальное	урав-
нение	 для	 функций	 Бесселя	 с	 чисто	 мнимым	 индексом	
[29],	 решения	 которого	 достаточно	 изучены.	Уравнение	
имеет	два	независимых	решения	–	Sfn(x)	и	Cfn(x),	которые	
выражаются	в	виде	абсолютно	сходящихся	рядов	при	лю-
бых	значениях	x	и	n:
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При	значениях	аргумента	x ®	0	мы	имеем	асимптотиче-
ские	представления	Sfn(x)	µ	sin(nlnx),	Cfn(x)	µ	cos(nlnx).	

С	учетом	этого	вблизи	вершины	конуса	при	h2/r2 >> 
|e|w2/c2	справедливо	асимптотическое	выражение	
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где	расстояние	r0	от	сечения	до	вершины	конуса	опреде-
ляет	фазу	волны.	На	основании	уравнений	Максвелла	по-
лучаем
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Тогда	пространственные	зависимости	электрических	со-
ставляющих	монохроматического	поля	имеют	вид	
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при	q ³ a.	 Здесь	 I0	 и	K0	 –	модифицированная	функция	
Бесселя	и	функция	Макдональда	нулевого	порядка	соот-
ветственно.	Эти	решения	предсказывают	сингулярный	рост	
поля	волны	вблизи	вершины	конуса,	ограниченный	рас-
стоянием	 от	 верхнего	 основания	 усеченного	 конуса	 до	
его	геометрической	вершины.

3. Фокусировка плазмон-поляритонного УКИ 

Для	решения	задачи	пространственно-временной	фо-
кусировки	мы	примем,	что	в	случае	падающего	лазерного	
УКИ,	возбуждающего	в	конической	структуре	волну	маг-
нитного	типа,	в	центре	сечения	на	удалении	h	от	вершины	
зависимость	от	времени	электрического	поля	имеет	вид	
f (t)	=	C(t)exp[–	iw0t – iy(t)],	где	y(t)	=	w0 bt2,	т.	е.	эффектив-
ная	частота	имеет	линейный	чирп	b: weff(t)	=	w0(1	+	bt).	
Для	гауссова	импульса	C(t)	=	f0exp(–	at2),	а	соответствую-
щая	интенсивность	I(t)	=	 f (t)	f *(t)	=	 f0

2exp(–	2at2).	Фурье-
преобразование	такого	импульса	[30]	есть
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Эволюция	импульса	в	линейном	режиме	полностью	опре-
деляется	обратным	преобразованием	Фурье:
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Для	вычисления	интеграла	Фурье	(21)	нужно	знать	за-
висимость	параметра	h = h' +	ih''	от	частоты	w.	Эта	дис-
персионная	зависимость	определяется	из	условия	непре-
рывности	тангенциальных	компонент	поля	на	поверхно-
сти	 конуса.	Соответствующее	 дисперсионное	 уравнение	
имеет	вид
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где	e2 = e2'		+	ie2''.	Задавая	Er (h,	t)	=	f (t),	находим	A(w)	и	спек-
тральные	 компоненты	Er (r,	w),	Eq (r,	w)	 внутри	 конуса,	 а	
из	условия	согласования	решений	на	границе	конуса	опре-
деляем	величину	B(w)	и	спектральные	компоненты	поля	
вне	конуса.	Параметры	A	и	B	измеряются	в	В·м–1/2.

Значения	 действительных	 и	 мнимых	 частей	 показа-
теля	преломления	взяты	из	[31],	на	их	основе	были	вычис-
лены	 действительная	 и	 мнимая	 части	 диэлектрической	
проницаемости	металлов.	Далее	было	численно	решено	
уравнение	 (22)	 для	 каждой	 спектральной	 компоненты.	
Результаты	расчетов	зависимостей	действительной	и	мни-
мой	частей	параметра	распространения	h	от	длины	вол-
ны	l	приведены	на	рис.2	для	серебряных,	золотых	и	мед-
ных	наноигл	в	вакууме.	На	основе	результатов	расчетов	
параметра	распространения	h'	можно	оценить	эффектив-
ный	показатель	преломления	в	среде,	а	также	фазовую	и	
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групповую	скорости	пакета.	На	рис.3	приведена	зависи-
мость	эффективного	показателя	преломления	neff = n'eff	+	
in''eff	в	серебряном	конусе	с	углом	раствора	a	=	0.01	рад	
от	расстояния	z	до	вершины	конуса.	Наглядно	видно	его	
увеличение	по	мере	приближения	к	вершине.	

На	рис.4	показаны	зависимости	от	z	фазовой	и	груп-
повой	скоростей	для	того	же	конуса.	На	расстоянии	500	м	
от	 вершины	 на	 центральной	 длине	 волны	 l0	 =	 1550	 нм	
групповая	скорость	равна	0.18c,	а	при	дальнейшем	при-
ближении	к	вершине	конуса	волна	практически	останав-
ливается.

Для	каждой	спектральной	компоненты	было	вычисле-
но	изменение	потока	энергии	по	мере	ее	распространения	
к	вершине	конуса.	Поток	энергии	вычислялся	по	формуле

[ ( , , ) ( , , )F E r E r*
r r

S
w q w q= y

 ( , , ) ( , , )] ( )dE r E r S*
pw q w q u w+ q q ,	 (23)

где	S	–	плоскость	сечения	конуса,	перпендикулярная	его	
образующей;	up(w)	–	фазовая	скорость	спектральной	ком-
поненты.	 На	 рис.5	 показано	 ослабление	 потока	 спек-
тральных	компонент	после	их	распространения	с	рассто-
яния	1000	нм	до	расстояния	100	нм	от	вершины	серебря-
ного	конуса.	Несмотря	на	то	что	поток	энергии	каждой	
спектральной	 компоненты	 значительно	 ослабевает	 по	
мере	ее	распространения	вдоль	конуса	из-за	поглощения	
в	металле,	электромагнитное	поле	спектральных	компо-
нент	 растет	 по	 мере	 приближения	 к	 вершине	 конуса	

Рис.2.	 Зависимости	действительной	(1)	и	мнимой	(2)	частей	посто-
янной	распространения	h	от	длины	волны	излучения	l	для	серебря-
ной	(а),	золотой	(б)	и	медной	(в)	наноигл	с	углом	раствора	0.01	рад.

Рис.3.	 Зависимости	действительной	(1)	и	мнимой	(2)	частей	эффек-
тивного	показателя	преломления	от	расстояния	до	вершины	кону-
са	на	центральной	длине	волны	l0	=	1550	нм.

Рис.4.	 Зависимости	фазовой	(up;	1)	и	групповой	(ug;	2)	скоростей	от	
расстояния	до	вершины	конуса	z	на	длине	волны	l0	=	1550	нм.

Рис.5.	 Зависимость	 ослабления	 потока	 энергии	 от	 длины	 волны	
излучения.



«Квантовая	электроника»,	46,	№	1	(2016)	 Е.С.Мануйлович,	В.А.Астапенко,	П.А.Головинский54

вследствие	увеличения	при	этом	пространственной	лока-
лизации	поля.	

На	рис.6	–	8	показаны	результаты	расчета	поля	на	по-
верхности	наноигл	из	серебра,	золота	и	меди	для	лазерно-
го	импульса	длительностью	32	фс	с	центральной	длиной	
волны	излучения	1550	нм	без	чирпа	и	при	положительном	
(отрицательном)	 чирпе.	 Угол	 раствора	 конуса	 для	 всех	
расчетов	составляет	0.01	рад.	Импульс	распространяется	
с	расстояния	1000	нм	до	расстояния	100	нм	от	вершины	
металлического	конуса.

Для	рис.6,а,	б	и	в	коэффициент	усиления	в	серебряном	
конусе	 составляет	11.62,	 11.44	и	13.69,	 а	изменение	дли-
тельности	импульса	равно	0.2,	5.3	и	–	6.4	фс	соответствен-
но.	Для	рис.7,а,	б	и	в	коэффициент	усиления	в	золотом	ко-
нусе	составляет	7.28,	7.02	и	10.15,	а	изменение	длительно-
сти	импульса	равно	0.2,	6.1	и	–	6.4	фс	соответственно.	Для	

рис.8,а,	б	и	в	коэффициент	усиления	в	медном	конусе	со-
ставляет	6.23,	6.05	и	7.57,	а	изменение	длительности	им-
пульса	равно	0,	4.9	и	–	4.6	фс	соответственно.	

Для	серебряного	конуса	рассчитан	коэффициент	уси-
ления	при	тех	же	параметрах,	что	и	раньше,	в	зависимо-
сти	от	угла	раствора	конуса	для	импульса	излучения	без	
начального	чирпа,	с	центральной	длиной	волны	1550	нм	
и	начальной	длительностью	32	фс.	Результаты	расчетов	
представлены	на	рис.9.	Видно,	что	при	увеличении	угла	
раствора	конуса	эффект	фокусировки	усиливается.	Фак-
тически	при	a »	14°	усиление	уже	близко	к	максимально-
му.	Отметим,	что	дальнейшее	увеличение	угла	в	действи-
тельности	не	гарантирует	роста	сфокусированного	поля,	
поскольку	происходит	перекачка	поля	в	другие	моды	из-
за	нарушения	одномодовости	распространения	[32].

Для	серебряного	конуса	рассчитаны	также	коэффици-
ент	усиления	и	степень	сжатия	импульса	в	зависимости	от	
величины	его	начального	чирпа.	Расчет	проводился,	на-
чиная	с	расстояния	1000	нм	до	расстояния	150	нм	от	вер-
шины	конуса	 с	 углом	раствора	a	=	 0.1	рад.	Результаты	
расчета	приведены	на	рис.10	для	начальной	длительности	

Рис.6.	 Результаты	расчета	электрического	поля	E	импульса	до	(1)	
и	после	(2)	его	распространения	в	серебряном	конусе	для	началь-
ных	чирпов	импульса	b	=	0	(а),	–	0.013	(б)	и	0.013	фс–1	(в).

Рис.7.	 То	же,	что	и	на	рис.6,	но	при	распространении	импульса	в	
золотом	конусе.
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импульса	t0	=	32	фс	и	центральной	длины	волны	излуче-
ния	 l0	 =	 1550	 нм.	Из	 рис.10	 следует,	 что	 изменение	 на-
чального	 чирпа	 импульса	 позволяет	 добиться	 усиления	
эффекта	фокусировки	по	коэффициенту	усиления	на	10	%	
и	сжатия	импульса	на	ту	же	величину.	Полученные	нами	
результаты	 согласуются	 с	 общей	 картиной	 пространст-
венно-временной	 сверхфокусировки,	 которая	 наблюда-
лась	в	эксперименте	[17].	

4. Заключение

Аналитические	 формулы	 для	 поля	 вблизи	 вершины	
металлического	 конуса	 позволили	 провести	 расчет	 рас-
пространения	плазмонных	УКИ	в	наноиглах	из	трех	ме-
таллов:	 серебра,	 золота	 и	 меди.	 Вычислена	 постоянная	
распространения	в	зависимости	от	частоты.	Определена	
фазовая	и	групповая	скорости	распространения	в	зависи-
мости	от	расстояния	до	 вершины	конуса.	По	мере	при-
ближения	к	вершине	конуса	скорость	импульса	уменьша-
ется,	а	поле	электромагнитной	волны	усиливается.	В	ме-
таллическом	конусе	наблюдается	сверхфокусировка	им-
пульсов	плазмонов,	а	коэффициент	усиления	зависит	от	
материала	конуса.	При	прохождении	импульсом	расстоя-
ния	850	нм	в	конической	структуре	длиной	1000	нм	при	
угле	раствора	a	=	0.01	рад	наблюдается	усиление	элект-
рического	поля	нечирпированного	импульса	длительно-
стью	32	фс	в	11.6	раза	для	серебряного	конуса,	в	7.3	раза	
для	 золотого	 конуса	 и	 в	 6.2	 раза	 для	 медного	 конуса.	
Дальнейшего	усиления	эффекта	фокусировки	можно	до-
биться	при	большем	угле	раствора	конуса.

Эффект	фокусировки	усиливается	в	случае	импульсов	
с	отрицательным	начальным	чирпом.	Это	позволяет	ис-

Рис.8.	 То	же,	что	и	на	рис.6,	но	при	распространении	импульса	в	
медном	конусе.

Рис.9.	 Зависимость	коэффициента	усиления	импульса	E/E0	от	угла	
раствора	серебряного	конуса.

Рис.10.	 Зависимости	коэффициента	усиления	E/E0	(а)	и	длительно-
сти	импульса	t/t0	(б)	от	начального	чирпа	b.
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пользовать	 частотную	модуляцию	 для	 получения	 опти-
мальной	 сверхфокусировки	 фемтосекундного	 плазмон-
ного	импульса.
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