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1. Введение

Использование двухчастотного лазерного поля при 
исследовании надпороговой ионизации (НПИ) атомных 
систем открыло возможность изучения ряда интересных 
для практических приложений эффектов, с помощью ко-
торых можно получить информацию о динамике валент-
ного электрона атома на аттосекундном временном мас-
штабе [1, 2], а также управлять интерференционными яв-
лениями в процессе НПИ [2 – 5]. Простейшая конфигура-
ция двухчастотного поля – два импульса с частотами w и  
2w, линейно поляризованные в одном и том же направле-
нии, оказывается также весьма эффективной при генера-
ции терагерцевого излучения [6 – 8], а в недавней работе 
[9] была продемонстрирована возможность извлечения 
из спектров НПИ в таком двухчастотном поле спектро-
скопической информации о структуре атомной мишени.

Качественно процесс НПИ описывается в рамках ква-
зиклассической трехшаговой модели [10 – 12], которая 
предполагает туннельную ионизацию оптически актив-
ного электрона атома, его последующее распространение 
в лазерном поле и перерассеяние на ионе родительского 
атома с учетом дополнительного набора энергии от ла-
зерного поля. Анализ амплитуды НПИ в квазиклассиче-
ском приближении показывает, что она может быть пред-
ставлена в виде суммы парциальных амплитуд, связан-
ных с классическими траекториями электрона в лазерном 
поле [12]. Такой подход оказался весьма продуктивным и 
в настоящее время широко используется как для интер-
претации экспериментальных данных, так и для развития 

оригинальных квазиклассических методов расчета спек-
тров НПИ. Один из таких методов предложен в недавней 
работе [5] и основан на использовании метода Монте-
Карло и на классическом представлении о динамике элек-
трона в лазерном поле. В частности, в [5] с помощью ме-
тода Монте-Карло и численного решения нестационар-
ного уравнения Шредингера исследовалась асимметрия 
спектров НПИ в двухчастотном поле. Несмотря на доста-
точно подробный анализ спектров НПИ в двухчастотном 
лазерном поле, выполненный в работе [5], ряд эффектов 
не рассматривался, например подавление вклада корот-
ких классических траекторий при изменении относитель-
ной фазы поля.

В настоящей работе мы обсуждаем возможность 
управления процессом НПИ атомов двухчастотным ла-
зерным полем со сравнимыми по интенсивности коллине-
арными линейно поляризованными компонентами. Воз
можность такого управления обусловлена сильной зави-
симостью положения точки обрыва высокоэнергетиче-
ского плато в спектрах НПИ от относительной фазы ком-
понент поля в определенном интервале значений фазы. 
Этот эффект наблюдается численно как результат реше-
ния нестационарного уравнения Шредингера и каче-
ственно объясняется с использованием анализа классиче-
ских траекторий оптического электрона в двухкомпо-
нентном поле в рамках аналитической теории НПИ 
[13, 14].

2. Спектры НПИ в двухчастотном лазерном 
поле

В численных расчетах спектры НПИ (или импульсное 
распределение фотоэлектронов) вычисляются с помощью 
волновой функции, получаемой из решения нестационар-
ного уравнения Шредингера в момент окончания дей-
ствия лазерного импульса (см., напр., [14]): 

[ ( )] ( , )dtP r r r( ) *
p

2
? ty y =-y ,

где ( )r( )
py -  – волновая функция из непрерывного спектра 

в атомном потенциале U(r) с асимптотикой сходящихся 
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сферических волн и асимптотическим импульсом p; y(r, t) 
– волновая функция электрона в лазерном поле и атом-
ном потенциале U(r); t – длительность импульса. Как по-
казывает анализ, для расчета импульсного распределения 
высокоэнергетических электронов волновая функция не-
прерывного спектра ( )r( )

py -  может быть заменена пло-
ской волной. Поэтому, ограничивая рассмотрение толь-
ко высокоэнергетической частью спектра НПИ, будем 
вычислять импульсное распределение фотоэлектронов с 
помощью соотношения*

( , )( ) ( )exp dtiP p pr r r
2

? ty =-y .	 (1)

Волновая функция электрона в момент времени t = t 
определялась путем численного интегрирования нестаци-
онарного уравнения Шредингера: 

¶
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– напряженность электрического поля двухчастотного 
лазерного импульса; f (t) – огибающая импульса; ex – еди-
ничный вектор поляризации лазерного поля; F – ампли-
туда основной компоненты поля на несущей частоте w;  
b – oтносительная амплитуда компоненты второй гармо-
ники поля; j – относительная фаза компонент поля. Для 
уменьшения эффектов, связанных с огибающей лазерно-
го импульса, в расчетах используется трапецеидальная 
огибающая с двумя периодами (T = 2p/w) поля основной 
компоненты, приходящимися на линейное по времени 
включение и выключение импульса, и шестью периода-
ми, приходящимися на область постоянного значения 
огибающей: 
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Атомный потенциал U(r) моделируется сглаженным ку-
лоновским потенциалом [15]: 

( ) ( / ) ( / ) /tanhU r r a r a rsech2a=- - ,	 (3)

где a = 0.3; a = 2.17. Выбор таких параметров a и a обе-
спечивает совпадение энергии основного состояния элек-
трона в потенциале (3) с энергией основного состояния 
водорода EH = –13.6 эВ.

Нестационарное уравнение Шредингера решается 
псевдоспектральным (сплит-шаговым) методом с исполь-
зованием преобразования Ганкеля и быстрого преоб
разования Фурье по пространственным переменным 
[16 – 18]. Для достижения сходимости численного алго-
ритма расчета волновой функции число узлов сетки 
вдоль оси поляризации поля (ось x) Nx было задано рав-
ным 16384, а число узлов вдоль ортогонального направ-
ления Nr – равным 480 . Шаги по времени t и по коорди-
нате x были выбраны следующими: Dt = 0.015, Dx = 0.225, 
узлы сетки по координате r (  r – расстояние до оси x) рас-
положены неэквидистантно, граница сетки соответствует   
rmax = 74.

На рис.1,а представлены полученные численно энер-
гетические распределения фотоэлектронов (спектров 
НПИ), вылетающих в направлении вектора поляризации 
лазерного излучения при ионизации атома водорода 
двухкомпонентным полем, для различных значений от-
носительной фазы j. Результаты приведены для сравни-
мых интенсивностей компонент поля ( b = 0.9), интенсив-
ности основной компоненты I = cF 2/(8p) = 3 × 10–3 
(~1 × 1014 Вт/см2), ее длины волны l = 2 мкм и частоты w = 
0.0228 (~0.62 эВ). Видно, что для широкой области энер-
гий E выход фотоэлектронов остается в среднем постоян-
ной величиной, образуя так называемое высокоэнергети-
ческое плато перерассеяния в спектрах НПИ. Положение 
области обрыва этого плато (за которым выход НПИ 
резко снижается) описывается преимущественно гладкой * Здесь и далее используются атомные единицы.

Рис.1.  Зависимости выхода высокоэнергетических электронов при НПИ атома водорода двухчастотным лазерным полем от энергии фо-
тоэлектрона E = p2/2 и относительной фазы j компонент лазерного поля, полученные путем численного решения нестационарного урав-
нения Шредингера (а) и в рамках аналитического подхода [13, 14] (б). Интерференционные эффекты, вызванные деструктивной/конструк-
тивной интерференцией короткой и длинной траекторий, хорошо видны на рис.1,б, однако не просматриваются на рис.1,а из-за недоста-
точно малого шага по фазе j в численных расчетах, необходимого для проявления этих эффектов.
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гармонической зависимостью от фазы j за исключением 
интервала j » 2.4 – 3 рад, для которого наблюдается про-
вал в спектре фотоэлектронов. Для указанного интервала 
фазового сдвига второй гармоники поля максимальная 
энергия фотоэлектронов в области плато существенно 
снижается. Численный анализ показывает, что при несо-
измеримых интенсивностях частотных компонент лазер-
ного поля провал в спектре выхода НПИ исчезает и гар-
моническая зависимость положения точки обрыва плато 
от j имеет место для всей области значений j.

3. Интерпретация численных результатов

Для качественного объяснения резкого подавления 
выхода высокоэнергетических электронов при варьиро-
вании относительной фазы двухчастотного поля мы ис-
пользуем аналитический подход к описанию высокоэнер-
гетической части спектра НПИ [13,  14]. Вкратце, в этом 
подходе амплитуда НПИ высокоэнергетических электро-
нов AR(  p) может быть представлена в виде суммы парци-
альных амплитуд Aj: 

( ) iA Ap j
R

j

w= / .	 (4)

Каждая из амплитуд Aj ассоциирована с парой времен 
,t t( ) ( )

i f
j j , имеющих смысл начального (индекс i) и конечно-

го (индекс f ) моментов времени при движении электрона 
по j-й замкнутой классической траектории под действием 
лазерного поля. Эти времена могут быть получены из 
анализа уравнений на перевальные точки при прибли-
женном вычислении интеграла для амплитуды AR(  p) ме-
тодом перевала и определяются системой уравнений 
[11, 13, 14]

( ) ( )dA t
t t

A1 0( )
( ) ( )i
f

j
j j

t

t

i
( )

( )

i

f

j

j

t t-
-

=y ,	 (5а)

( )
( ) ( )

F t c t t

A t A t
2 1 0( )

( ) ( )

( ) ( )

f
f i

f ij
j j

j j

+
-

-
= ,	 (5б)

где ( ) ( )F t te Fx= ; ( ) ( )A t tAex= ; A(t) – векторный потен-
циал лазерного поля (F(t) = – c–1 ( )tAo ). Уравнения (5а) и 
(5б) допускают простую классическую интерпретацию. 
Уравнение (5а) показывает, что в момент ионизации, t = 
ti

(  j )
, электрон покидает атомную систему с нулевой скоро-

стью и движется в лазерном поле вдоль замкнутой траек-
тории вплоть до момента времени tf

(  j )
. В момент возвра-

та, t = tf
(  j )

,  электрон рассеивается назад на атомном осто-
ве, а уравнение (5б) представляет собой условие максиму-
ма энергии электрона после такого рассеяния.

Классические траектории, ассоциированные с парой 
времен ti

(  j )
, tf

(  j )
, могут быть классифицированы как одно-

возвратные и многовозвратные в соответствии с числом 
возвращений электрона к атомному остову в промежутке 
времени t t t( ) ( )

f ij
j jD = -  между моментами ионизации и 

перерассеяния. Одновозвратные траектории – это траек-
тории, при движении по которым электрон за время Dtj 
один раз возвращается к атомному остову и перерассеи-
вается на нем. При движении по многовозвратным траек-
ториям электрон возвращается к атомному остову не-
сколько раз, прежде чем перерассеяться. Поскольку вре-
мена ti

(  j )
, tf

(  j )
  зависят от относительной фазы j, измене-

ние последней позволяет контролировать моменты иони-
зации и перерассеяния. Как правило, основной вклад 
в  формирование высокоэнергетической части спектра 
НПИ дает одновозвратная траектория с минимальным 
временем возврата Dtj < 2p/w, т. к. как именно для таких 
траекторий кинетическая энергия, набираемая электро-
ном в результате движения по замкнутой траектории, к 
моменту перерассеяния максимальна. Энергия, набирае-
мая электроном при движении вдоль замкнутой траекто-
рии, приближенно определяется квадратом разности век-
торных потенциалов в моменты времени t = ti

(  j )
 и t = tf

(  j )
 

[13, 14]: 
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i f
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. -7 A ,	
(6)

где второе слагаемое, пропорциональное энергии связан-
ного состояния E0, дает малую квантовую поправку к 
классическому результату. Можно показать [12, 14], что 
E ( )max

j  принимает наибольшие значения для тех траекто-
рий, начало и окончание движения по которым находят-
ся в окрестности экстремумов напряженности и вектор-
ного потенциала лазерного поля соответственно. Следует 
также отметить, что многовозвратные траектории дают 
существенный вклад в среднюю часть высокоэнергетиче-
ского плато и не влияют на область спектра НПИ вблизи 
верхней границы плато [14].

Парциальная амплитуда Aj, определяющая амплиту-
ду (4), представляется в виде произведения трех сомножи-
телей, описывающих трехшаговый сценарий процесса 
НПИ [10]: 

xp(i )SeA a a a( ) ( ) ( )
j

j
W
j j

s j= t .	 (7)

Фактор at
(  j )

 описывает процесс туннелирования электро-
на из атома на первом этапе сценария. Движение электро-
на в лазерном поле по замкнутой траектории на втором 
этапе определяется фактором aW

(  j )
, а последующее пере-

рассеяние на атомном остове описывается амплитудой 
as

(  j )
 упругого рассеяния электрона на ионе родительского 

атома. Величина Sj определяет классическое действие 
электрона, соответствующее движению по замкнутой 
траектории с временами начала и окончания движения  
ti

(  j )
 и tf

(  j )
 соответственно. Следуя аналитической модели, 

предложенной в работах [13, 14], фактор at
(  j )

 определяет
ся вероятностью Gst туннельной ионизации в постоян
ном электрическом поле с эффективной напряженностью 

| ( ) |F F t ( )ij
j

=u  [19]: 

( )a F( )
t

j
js? Gt u ,	 (8)

а пропагационный фактор aW
(  j )

 выражается через функ-
цию Эйри Ai(x): 

[ ( )]ia E EA( ) ( )
maxW

j
j j

j? a - ,	

( )E c tp A
2
1 1 ( )

j f
j

2

= +: D ,	 (9)
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где p – импульс фотоэлектрона, а параметр aj выражает
ся через напряженности электрического поля в моменты 
времени ti

(  j )
 и tf

(  j )
 [13, 14]. Амплитуда упругого рассеяния 

as
(  j )

 в (7) описывает упругое рассеяние электрона (пере-
рассеяние) на атомном остове с начальным (pi) и конеч-
ным (  pf) импульсами | |p e P( )

x ji
j

=  и p P( )
jf

j
= , где Pj = p + 

( )c tA ( )
f
j1- .

Явное выражение (7) для парциальной амплитуды 
НПИ указывает на возможные пути подавления или уси-
ления отдельных парциальных амплитуд. Действительно, 
изменение временной зависимости поля, например путем 
варьирования относительной фазы в случае двухчастот-
ного поля, обуславливает существенное изменение (из-за 
экспоненциальной зависимости Gst от напряженности ла-
зерного поля) фактора at

(  j )
. Увеличение (уменьшение) 

фактора at
(  j ) 

приводит к превалированию (подавлению) 
отдельного слагаемого в сумме (4). Как будет показано 
ниже, в случае двухчастотного поля изменение фазы вы-
зывает подавление целой группы парциальных амплитуд.

Рассмотрим временную зависимость двухчастотного 
лазерного поля со сравнимыми интенсивностями компо-
нент, показанную на рис.2. За период основной компо-
ненты T = 2p/w лазерное поле имеет четыре экстремума, 
соответствующие двум локальным максимумам и мини-
мумам. В одном из двух минимумов, расположенном в 
окрестности полупериода, напряженность поля по абсо-
лютной величине максимальна и, следовательно, иониза-
ционные факторы парциальных амплитуд, соответствую-
щие классическим траекториям с ti

(  j ) » 
(n + 1/2)T (n  = 

0, 1, 2, ...), будут наибольшими. Однако такие траектории 
имеют многовозвратный характер (см. нижний график на 
рис.2) и дают вклад в среднюю часть высокоэнергетиче-
ского плато. Значение же электрического поля в окрест-

ности второго минимума близко к нулю, и парциальные 
амплитуды, соответствующие классическим траекториям 
с ti

(  j ) » nT, будут подавлены из-за существенного умень-
шения вероятности туннельной ионизации, определяю-
щей фактор at

(  j )
. Из рис.2 видно, что возможно даже по-

давление вклада одновозвратной траектории, которая за-
дает границу высокоэнергетического плато. Таким обра-
зом, при подавлении вклада короткой траектории грани-
ца высокоэнергетического плато определяется многовоз-
вратной траекторией, что приводит к уменьшению энер-
гии, определяющей область обрыва этого плато.

Анализируя ионизационный фактор at
(  j )

 как функцию 
относительной фазы поля для различных номеров j клас-
сических траекторий, мы обнаружили, что в интервале 

( . , . )рад рад2 4 2 6!j  подавляется одновозвратная траек-
тория (  j = 1) с минимальным временем Dt1 движения элек-
трона вдоль замкнутой траектории и наибольшей энерги-
ей E ( )

cut
1  электрона после перерассеяния (для j = 2.4 рад 

мы имеем wDt1 = 4.49, .E u15 32( )
cut p
1

= , [ /( )]u F 4p
2 2w=  × 

{ /[ ( )]}1 3 4 12 2b b- + ). В этом случае длина плато в спектре 
НПИ определяется траекторией (j = 2) c бóльшим време-
нем Dt2 > Dt1 и меньшей энергией E E<( ) ( )

cut cut
2 1 . При дальней-

шем увеличении j подавляются следующие (в порядке 
убывания энергии E ( )

cut
j ) парциальные амплитуды НПИ Aj 

(и соответственно ( )Fst jG u ). Так, при j = 2.8 рад подавлен-
ными оказываются четыре многовозвратные траектории, 
в результате чего длину плато определяет траектория с 
wDt5 = 29.81 и .E u12 11(5)

cut p= .
За пределами интервала фаз 2.35 – 2.85 рад форма вы-

сокоэнергетического плато, а также положение области 
его обрыва с достаточно высокой точностью могут быть 
оценены в рамках приближения одновозвратных траек-
торий (как в случае монохроматического поля и коротко-
го лазерного импульса). Таким образом, вариацией отно-
сительной фазы и амплитуды компоненты второй гармо-
ники двухчастотного поля (что в результате приводит к 
уменьшению эффективного значения лазерного поля на 
первом этапе (туннелировании) трехшагового сценария 
НПИ) можно добиться подавления вкладов отдельных 
парциальных амплитуд ионизации, определяющих выход 
высокоэнергетических фотоэлектронов.

Следует отметить, что несмотря на хорошее качест
венное согласие спектров НПИ, полученных из решения 
нестацонарного уравнения Шредингера и вычисленных 
на основе аналитической теории [13, 14], наблюдается за-
метное количественное различие этих двух результатов (см., 
напр., выход фотоэлектронов на рис.1 для ( .2 4!j  рад, 
2.6  рад). Возникновение этого различия обусловлено 
ограничениями, накладываемыми на параметры лазер-
ного поля при построении аналитической теории [13, 14]. 
Действительно, одним из ключевых предположений тео-
рии [13, 14] является малость параметра Келдыша gj в мо-
менты ионизации ti

(  j )
: /E F2j j0g w= u  << 1. Очевидно, 

что это допущение позволяет выразить ионизационный 
фактор at

(  j )
 через вероятность туннелирования в эффек-

тивном постоянном электрическом поле (см. соотошение 
(8)). Однако в области подавления одновозвратных тра-
екторий параметр Келдыша становится порядка единицы 
(из-за малости абсолютного значения напряженности 
поля) и значение ионизационного фактора, даваемое ана-
литической теорией, существенно занижено по сравне-
нию с реальным. Это связано с тем, что уменьшение ско-
рости ионизации с уменьшением амплитуды электриче-
ского поля (т. е. с увеличением параметра Келдыша) в 

Рис.2.  Временные зависимости напряженности (штриховая кри-
вая) и векторного потенциала (сплошная кривая) двухчастотного 
поля с b = 0.9 и j = 2.8 рад (верхний рисунок), а также законы дви-
жения электрона при движении по одно- и многовозвратным зам-
кнутым классическим траекториям.
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туннельном пределе происходит значительно быстрее 
(экспоненциально), чем в многофотонном случае (когда 
параметр Келдыша становится больше или порядка еди-
ницы и скорость ионизации уменьшается с уменьшением 
амплитуды электрического поля по степенному закону). 
Заниженное значение ионизационного фактора в анали-
тической теории и обуславливает более резкий провал в 
спектре выхода фотоэлектронов на рис.1,б по сравнению 
с численными результатами, приведенными на рис.1,а, для 
фаз ( .2 4!j  рад, 2.6 рад).

4. Заключение 

В настоящей работе проанализированы спектры НПИ 
атомов в интенсивном двухчастотном лазерном поле с 
коллинеарными линейно поляризованными компонента-
ми. На основе численного решения нестационарного 
уравнения Шредингера было обнаружено, что для срав-
нимых интенсивностей частотных компонент лазерного 
импульса (с центральными частотами w и 2w) граница 
высокоэнергетического плато в спектрах НПИ суще-
ственно модифицируется при изменении относительной 
фазы j компонент поля. Такая модификация выражается 
в заметном провале в спектре высокоэнергетических фо-
тоэлектронов в узкой области значений j, что приводит к 
резкому уменьшению длины плато.

Для анализа и интерпретации указанных выше чис-
ленных результатов была использована аналитическая 
теория НПИ [13, 14], модифицированная для случая двух-
частотного поля. В рамках этого аналитического подхо-
да амплитуда НПИ представляется в виде когерентной 
суммы парциальных амплитуд, каждая из которых ассо-
циирована с замкнутой «экстремальной» траекторией, 
обеспечивающей максимум энергии фотоэлектрона по-
сле перерассеяния на атомном остове. Разделяя «экстре-
мальные» траектории на одно- и многовозвратные и ис-
следуя их свойства, мы представили физически прозрач-
ную квазиклассическую интерпретацию полученного 
численно провала в спектре высокоэнергетических фото-
электронов: парциальные амплитуды ионизации, ассоци-
ированные с наиболее короткими траекториями, соответ-
ствующими максимальной классически допустимой энер-
гии электрона в момент перерассеяния, подавляются при 
определенных значениях относительной фазы j и сравни-
мых интенсивностях компонент поля. Это подавление 

связано с подавлением канала туннельной ионизации 
из-за уменьшения эффективного поля в момент иониза-
ции, определяющего ионизационный фактор в рамках 
трехшагового сценария формирования высокоэнергети-
ческого плато в спектрах НПИ. Наконец, представлен-
ный в настоящей работе механизм подавления вклада от-
дельных траекторий в спектры НПИ дает принципиаль-
ную возможность управления процессом НПИ атомов 
путем варьирования параметров двухчастотного лазер-
ного поля: отношения амплитуд и относительной фазы 
его компонент.
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