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1. Введение

В настоящее время большой интерес вызывает воз-
буждение остаточной плотности тока (ОПТ) в плазме, 
образующейся при ионизации газов интенсивными фем-
тосекундными лазерными импульсами. ОПТ вызывает 
поляризацию плазмы и возбуждение колебаний, частоты 
которых при достаточной плотности плазмы лежат в те-
рагерцевом диапазоне, что может приводить к генерации 
широкополосных импульсов терагерцевого излучения с 
достаточно высокой пиковой мощностью [1 – 12].

Рассматриваются несколько схем эффективного воз-
буждения ОПТ, основанных на ионизации газа. При ис-
пользовании лазерных импульсов, содержащих много пе-
риодов поля, ОПТ возбуждается при добавлении неболь-
шого по амплитуде поля на удвоенной или половинной 
частоте [1 – 5, 10]. В этом случае максимальная (по сдвигу 
фаз между компонентами поля) ОПТ является линей-
ной или квадратичной функцией амплитуды добавочно-
го поля в широком диапазоне интенсивностей его компо-
нент. Кроме того, ОПТ может также эффективно возбуж-
даться при использовании предельно коротких (порядка 
периода поля) лазерных импульсов [2, 7, 8, 13 – 15] или про
странственно асимметричной ионизуемой среды [16]. 

Для нахождения ОПТ, возбуждаемой при ионизации 
газа бихроматическим лазерным импульсом, ранее ис-
пользовались аналитические [10, 17, 18] и численные [8, 19, 
20] расчеты, основанные на полуклассических и кванто
во-механических подходах. Полуклассический подход опи-
рается на решение уравнения гидродинамики для плотно-
сти электронного тока и уравнения для концентрации 

свободных электронов, в котором используется квазиста-
тическая вероятность туннельной ионизации в единицу 
времени [7]. Квантово-механический подход основан на 
решении трехмерного нестационарного уравнения Шре
дингера для электронной волновой функции [13]. Диапа
зон применения полуклассического подхода ограничен 
параметрами лазерного импульса, соответствующими 
туннельному режиму ионизации, при которых параметр 
Келдыша /( )I U2p pg =  [21] много меньше единицы (здесь 
Ip – потенциал ионизации атома, Up – пондеромоторная 
энергия электрона в лазерном поле) [13 – 15]. При g ³ 1 от-
рыв электрона от иона происходит за времена поряд-
ка  и  больше периода поля, и для адекватного расчета 
ОПТ необходимо использовать квантово-механический 
подход.

Предыдущие работы, в которых проводились кван
тово-механические численные расчеты ОПТ, возбуждае-
мой при ионизации газа бихроматическим лазерным им-
пульсом, были нацелены на отыскание оптимального 
сдвига фаз между несущими полей лазерного импульса 
[19, 20]. Кроме того, на основе приближенного решения 
нестационарного уравнения Шредингера находилось 
оптимальное соотношение между амплитудами гармо-
ник без учета истощения основного состояния атомов 
[18]. Тем не менее такое истощение оказывает существен-
ное влияние на величину ОПТ уже при умеренно малых 
значениях интенсивности, соответствующих порогу ио-
низации.

Целью настоящей работы является исследование за-
висимости эффективности возбуждения ОПТ от интен-
сивности основного поля бихроматического лазерного 
импульса при фиксированном отношении интенсивно-
стей основного и добавочного полей. Для расчетов ис-
пользуется точное численное решение трехмерного не-
стационарного уравнения Шредингера, учитывающее ис-
тощение основного состояния атомов, а также полуклас-
сический подход. На основе сравнения полученных ре-
зультатов с приближенным полуаналитическим решени-
ем нестационарного уравнения Шредингера, основанно-
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го на методе мнимого времени [22], дается интерпретация 
различий результатов квантово-механических и полу-
классических расчетов при параметре Келдыша g ³ 1.

2. Постановка задачи

Пусть электрическое поле E ионизующего бихро
матического лазерного импульса линейно поляризовано 
вдоль оси z. Для равенства нулю интеграла по времени от 
электрического поля будем задавать E(t) через векторный 
потенциал 

( )
d
d , ( ) ( )t c t

t cE a tE A A z1
0

0
w=- =- t ,

( ) .( ) ( ) ( )sin sina t tf t t2 20 0w a w j= + +8 B 	

(1)

Здесь zt  – единичный орт, направленный вдоль оси z; 
E0 – максимальная амплитуда основного поля; a – малое 
отношение амплитуд основного и добавочного полей; 
w0 – частота основного поля; j – сдвиг фаз между несущи-
ми добавочного и основного полей; f (t) – огибающая им-
пульса; c – скорость света в вакууме. Будем предполагать, 
что огибающая лазерного импульса имеет гауссову 
форму, 

/exp lnf t t2 2 p
2 2t= -^ ^h h, 	 (2)

и длительность импульса tp много больше периода поля.
Для того чтобы пренебречь столкновениями электро-

нов с соседними атомами, будем считать концентрацию 
газа достаточно малой. Также не будем учитывать поля-
ризационный отклик плазмы, полагая, что максимальная 
концентрация плазмы много меньше критической кон-
центрации и плазменная частота много меньше обратной 
длительности лазерного импульса. Для простоты будем 
использовать атомные единицы, в которых |e| = ћ = m = 1, 
где ћ – приведенная постоянная Планка; e и m – заряд и 
масса электрона.

Квантово-механический подход к расчету ОПТ осно-
ван на решении нестационарного уравнения Шредингера 
для волновой функции электрона y:

¶
¶
i ( )t U r zE2

1
z

2d y
y
= - + +` j .	 (3)

Здесь Ez – проекция напряженности электрического поля 
на ось z; U(r) – потенциал взаимодействия с родительским 
ионом. Далее для простоты будем считать, что газ состо-
ит из атомов водорода. В этом случае потенциал иона 
есть кулоновский потенциал, U(r) = – 1/r. ОПТ, направ-
ленная вдоль оси z, находится как 

| |j N pRCD g f fz t
y y=-

"3
t ,	 (4)

где Ng – концентрация атомов газа; ¶ ¶i( / )p zz =-t  – опера-
тор импульса вдоль оси z; yf – волновая функция свобод-
ных электронов. Нестационарное уравнение Шредингера 
решается псевдоспектральным методом с использовани-
ем преобразования Ганкеля и быстрого преобразования 
Фурье по пространственным переменным согласно мето-
ду, описанному в работах [15, 23, 24].

Полуклассический подход основан на классическом 
уравнении для плотности электронного тока j(t), направ-
ленной вдоль оси z,

¶
¶
t
j

NEz= ,	 (5)

где концентрация свободных электронов N(t) находится 
из уравнения 

¶
¶N ( ) (| |)
t

N N w Eg z= - .	 (6)

Здесь w – вероятность ионизации в единицу времени, ко-
торая определяется из решения стационарного уравнения 
Шредингера для атома в постоянном электрическом поле 
и является функцией мгновенного значения напряженно-
сти электрического поля. В настоящей работе считается, 
что функция w(E) задается формулой, соответствующей 
процессу туннельной ионизации атома водорода [25]: 

w(E) = (4/E)exp(–2/(3E)).	 (7)

Отметим, что область применимости этой формулы огра-
ничена достаточно малыми интенсивностями лазерных 
импульсов, соответствующими режиму туннелирования, 
в котором верхняя граница потенциального барьера на-
ходится выше энергии основного состояния атома. Когда 
это условие не выполнено (в режиме надбарьерной иони-
зации), более адекватным является использование скор-
ректированной туннельной формулы [26]. Использование 
формулы (7) связано с более удобным сопоставлением ре-
зультатов полуклассического подхода и описанного ниже 
полуаналитического метода решения нестационарного 
уравнения Шредингера. При использовании этого мето-
да усредненная по периоду поля вероятность ионизации в 
единицу времени при малом параметре Келдыша в точ-
ности согласуется с усредненной по времени формулой (7) 
[22, 27]. 

Остаточная плотность тока jRCD находится как реше-
ние уравнения (5) при t → ¥,

dj NE tRCD z=
3

3

-
y .	 (8)

Далее будем нормировать ОПТ на максимально возмож-
ную осцилляторную плотность тока в поле основной гар-
моники josc = E0Ng /w0. Полученная таким образом норми-
рованная плотность тока 

jnorm = jRCD  /josc	 (9)

не зависит от Ng, и ее квадрат характеризует эффектив-
ность преобразования энергии лазерного импульса в 
энергию низкочастотного терагерцевого излучения [7].

3. Расчет остаточной плотности тока  
на основе метода мнимого времени

Высокая точность результатов, получаемых на основе 
численного решения нестационарного уравнения Шре
дингера, требует больших затрат компьютерного време-
ни. Кроме того, полученные таким образом результаты 
часто не имеют ясной физической интерпретации. По
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этому большой интерес представляет разработка анали-
тических или полуаналитических методов нахождения 
ОПТ, основанных на приближенном решении нестацио-
нарного уравнения Шредингера. В данном разделе опи-
сан использованный для этой цели метод мнимого време-
ни [22, 27].

Предположим, что длительность импульса настолько 
велика, что концентрация свободных электронов увели-
чивается на протяжении большого числа периодов элек-
трического поля. Это позволяет представить ОПТ в виде 
интеграла:

¶
¶
dtj t
j

RCD =
3

3

-
y ,	 (10)

где ¶ /¶tj – производная от низкочастотной (усредненной 
по периоду поля) плотности тока jr . Величина

¶
¶

( ) ( , )
t

p d
j

N t p W t pn z
3

=- y ,	 (11)

где ( , )W tp  – усредненное по периоду поля импульсное 
распределение вероятности ионизации в единицу време-
ни; ( )N tn  – усредненная концентрация нейтральных ато-
мов. Эта величина в начальный момент времени равна 
концентрации газа Ng и удовлетворяет приближенному 
уравнению 

¶
¶ ( ) ( , )d
t
N N t W t ppn

n
3

=- y .	 (12)

Поскольку характерное время изменения ( , )W tp  много 
больше периода поля, для расчета ( , )W tp  можно считать, 
что электрическое поле имеет постоянную огибающую 
[17] и что истощение основного состояния атома за пери-
од поля лазерного импульса пренебрежимо мало. Послед
нее предположение справедливо даже при очень большой 
пиковой интенсивности, поскольку в этом случае истоще-
ние основного состояния атома происходит, главным об-
разом, на переднем фронте лазерного импульса при зна-
чениях мгновенной интенсивности, близких к порогу 
пробоя. В рамках приближения сильного поля [21], в ко-
тором пренебрегается взаимодействием фотоэлектронов 
с родительским ионом, ( , )W tp  представляется в виде сум-
мы вероятностей n-фотонных процессов: 

( , ) ( )W t L E np p
2 *n n
0 2

0p
w d w

D
= -

3

=
c m/ .	 (13)

Здесь * /n I 1p 0w= +K  – минимально возможное число по-
глощенных фотонов (скобки обозначают целую часть); 
I I Up p p= +K ; Up = Up0(1 + a2/4) – пондеромоторная 
энергия электрона в бихроматическом лазерном поле; 

/( )U E 4p f0
2

0
2w=  – пондеромоторная энергия электрона в 

поле основной гармоники; Ef (t) = E0  f (t) – амплитуда 
электрического поля лазерного импульса; /p I2 p

2DE = + K  – 
энергия, затраченная на ионизацию и ускорение элек
трона.

Функция L(  p) в формуле (13) описывает огибающую 
импульсного распределения вероятности ионизации в 
единицу времени. В предположении, что энергия фотона 
много меньше энергии ионизации (т.е. n0 = Ip/w0 >>  1), 
функция L(  p) записывается как 

/ ( , ) (i ( , ))expL I S t S tp p p2p / /
s

s
s

1 4 1 2
=

-m^ ^h h 6 @/ .	 (14)

Здесь 

( , )
( ( ) / )

dS t
t c

I tp
p A

2 p
t 2

0
=

+
+

l
l; Ey 	 (15)

– часть действия свободного электрона, не зависящая от 
координат; ts – стационарные точки S(  p, t); s – индекс, 
нумерующий стационарные точки. Величины ts удовлет-
воряют уравнению 

0¶ ¶( , ) /S t tp ts = 	 (16)

и имеют положительную мнимую часть и реальную часть, 
лежащую в интервале [0, 2p/w0).

Приближение сильного поля не учитывает взаимодей-
ствия электрона с родительским ионом на стадии движе-
ния электрона в континууме. Это приводит к значитель-
ным отличиям величины и характера функции распреде-
ления фотоэлектронов по импульсам от результатов чис-
ленного решения трехмерного уравнения Шредингера. 
Учет взаимодействия фотоэлектронов с родительским 
ионом можно провести на основе метода мнимого време-
ни, используемого для коррекции действия и траекторий 
электронов в лазерном поле [28, 29]. Для этого выразим 
действие S через комплексные траектории электронов: 

( , ) d ( )S t c I tp
p

Er p r
2 ps
s

s
t

t

s s t
t

0

2
max

max

S
s

= + - - -c my ,	 (17)

где c0 – константа, не зависящая от s; tmax – момент време-
ни после прохождения импульса. Траектории rs соответ-
ствуют движению электронов под действием внешнего 
электрического поля лазерного импульса и удовлетворя-
ют уравнениям Ньютона 

¶
¶

¶
¶

, ( )
r

p
p

Et t ts
s

s
= =- 	 (18)

с начальными условиями 

( ) , ( )r pt t I0 2 ps s s s
2= =- ,	 (19)

которые определяют наиболее вероятные траектории, 
минимизирующие действие S. Учет взаимодействия элек-
трона с родительским ионом приводит к дополнительно-
му слагаемому

( )
dS r t
t

C
t

t

s

max

s

= y 	 (20)

в действии и к коррекции уравнения для траектории дви-
жения электрона: 

¶
¶

( )
p

E rt t
r
1s

s
s3=- - .	 (21)

Учет взаимодействия электрона с родительским ионом 
приводит к появлению дополнительного условия (кото-
рое автоматически выполняется для комплексных траек-
торий, не учитывающих кулоновское взаимодействие):

ps(tmax) = p.	 (22)
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Решение уравнений (18) с начальными условиями (19) 
при t ® ts соответствует ( )r I t t2 ps s

2 2. - . Это приводит к 
тому, что поправка к действию (20) имеет логарифмиче-
скую расходимость. Регуляризация действия основана на 
следующей идее [27]. Когда электрон расположен вблизи 
ядра, его движение определяется, в основном, взаимодей-
ствием с родительским ионом, а не с лазерным полем. В 
этом случае действие электрона определяется асимптоти-
кой атомной волновой функции на больших расстояниях 
от ядра. После процедуры регуляризации поправка к дей-
ствию принимает вид 

i i
( )

i dlnS v I t t
r t t t

v t2 1
C p max s

s st

tmax

s

=- - + +
-

^ ch m6 @ y ,	 (23)

где /v I1 2 p=  – эффективное главное квантовое число. 
В результате с учетом поправок, связанных с взаимодей-
ствием электронов с родительским ионом,

/ ( ) i ( , ) i ( , )p p pexpL I S t S t S t2p / /
Cs

s
s s

1 4 1 2
= +

-m^ ^h h 6 6@ @/ .	 (24)

Для поиска комплексных траекторий, удовлетворяю-
щих (21) с условиями (19), (22), применяется итерацион-
ный подход [28]. На первом шаге берется пробный на-
чальный импульс ps0 и рассчитываются траектория элек-
трона и его конечный импульс ps'. На втором шаге проб-
ный начальный импульс корректируется на основе срав-
нения полученного конечного импульса ps' с требуемым 
значением импульса p. Процедура повторяется до дости-
жения высокой сходимости расчетов траекторий элек-
тронов.

4. Результаты расчетов

Величина ОПТ существенно зависит от таких параме-
тров бихроматического лазерного импульса, как сдвиг 
фаз j между составляющими импульса, их интенсивности 
и длина волны основного поля l0 = 2pс/w0. Разработанная 
в статье модель, основанная на методе мнимого времени, 
позволяет найти зависимости ОПТ от этих параметров. 
Полученные результаты показывают, что зависимость 
ОПТ от сдвига фаз j близка к синусоидальной, т. е. обра-
щается в ноль при некоторой неоптимальном фазе, и мак-
симальна при оптимальной фазе jopt. ОПТ, отвечающая 
оптимальной фазе, линейно зависит от амплитуды доба-
вочного поля в соответствии с результатами полукласси-
ческих расчетов [2, 30].

Обратимся теперь к исследованию зависимостей ОПТ 
от интенсивности основного поля /( )I cE 80 0

2 p= . На рис.1 
показаны зависимости максимальной нормированной 
плотности тока jmax = |  jnorm(jopt)|, отвечающей оптималь-
ному сдвигу фаз jopt, от I0 при фиксированном отноше-
нии амплитуд добавочного и основного полей a = 0.2. 

Из рис.1 видно, что при увеличении интенсивности  
jmax резко возрастает, достигает максимума при интен-
сивности ~ 2 ́  1014 Вт/см2 и плавно спадает при бóльших 
интенсивностях по закону I /

0
1 2\ - . Максимальная норми-

рованная ОПТ jmax, соответствующая оптимальной ин-
тенсивности, слабо зависит от длины волны лазерного 
излучения и равна ~ 0.2 как в квантово-механических, 
так и в полуклассических расчетах. В области больших 
интенсивностей, отвечающих режиму туннельной иони-
зации ( g <<  1), результаты полуклассических и квантово-
механических расчетов хорошо согласуются друг с дру-

гом. В то же время при g ³ 1 полуклассический подход 
сильно занижает величину jmax.

Для объяснения различия в результатах полукласси-
ческих и квантово-механических расчетов при g ³ 1 обра-
тимся к полуаналитическому решению нестационарного 
уравнения Шредингера на основе метода мнимого време-
ни. На рис.1 сплошной кривой показана функция jmax(I0), 
найденная на основе данного метода. Видно, что эта кри-
вая количественно совпадает с результатом прямого чис-
ленного расчета во всем рассмотренном диапазоне значе-
ний параметра Келдыша g. В режиме многофотонной ио-
низации ( g >> 1) зависимость jmax(I0) близка к степенной с 
показателем степени, увеличивающимся при увеличении 
длины волны лазерного импульса. 

Степенная зависимость jmax(I0) в режиме многофотон-
ной ионизации связана с соответствующей степенной за-
висимостью вероятности ионизации в единицу времени 
от интенсивности лазерного импульса. Это следует из 
рис.2, на котором сплошной и пунктирной кривыми по-
казаны зависимости усредненной по периоду поля веро-
ятности ионизации в единицу времени w , полученной на 
основе метода мнимого времени, от интенсивности I 
основного поля бихроматического лазерного импульса в 

Рис.1.  Зависимости максимальной нормированной остаточной 
плотности тока jmax = |  jnorm(jopt)|, отвечающей оптимальному сдви-
гу фаз jopt, от пиковой интенсивности I0 основной гармоники для 
длины волны основного поля l0 = 800 нм (a) и 1200 нм (б) при дли-
тельности лазерного импульса tp = 50 фс и отношении амплитуд 
добавочного и основного полей a = 0.2. Штриховые кривые – ре-
зультаты полуклассического подхода, сплошные кривые – расче-
ты, основанные на методе мнимого времени, точки – численное ре-
шение нестационарного уравнения Шредингера.
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предположении, что огибающая импульса постоянна. В 
расчетах задается отношение амплитуд добавочного и 
основного полей a = 0.2, длина волны основного поля 
l0 = 800 или 1200 нм. Сдвиг фаз j задается таким обра
зом, чтобы максимизировать абсолютное значение низ-
кочастотной плотности тока. Видно, что кривые w (I) 
для разных длин волн совпадают друг с другом в области 
туннельной ионизации и отличаются при g ³ 1. В этой об-
ласти кривые w(I) близки к степенным функциям с пока
зателем степени, увеличивающимся с ростом длины вол-
ны. Также на рис.2 штриховой кривой показана усред-
ненная туннельная формула (7). Она совпадает с 
квантово-механическими расчетами лишь в узкой обла-
сти, соответствующей малым значениям параметра Кел
дыша. В области g ³ 1 туннельная формула существенно 
занижает вероятность ионизации, в результате чего низко
частотная плотность тока, найденная на основе полу-
классического подхода, занижена по сравнению с резуль-
татами квантово-механического расчета. Это видно из 
рис.3, на котором показаны зависимости максимальной 
по сдвигу фаз j производной от низкочастотной плотно
сти тока ¶ ¶/j t  по времени от интенсивности I, рассчи-
танные на основе метода мнимого времени и полукласси-
ческого подхода при тех же параметрах лазерного им-
пульса, что и на рис.2.

Остановимся теперь кратко на зависимости опти-
мального сдвига фаз, соответствующего максимуму ОПТ, 
от интенсивности лазерного импульса. Ранее эти зави
симости были исследованы численно в работах [19,  20]. 
Было показано, что оптимальный сдвиг фаз jopt, полу-
ченный на основе полуклассического подхода, прибли-
зительно равен p/2 независимо от интенсивности основ-
ной гармоники. В то же время величина jopt, найденная 
на основе численного решения нестационарного уравне-
ния Шредингера, увеличивается при уменьшении ампли-
туды лазерного импульса и стремится к постоянным 
значениям, близким к p и p/2 при малых и больших ин
тенсивностях соответственно. Это также подтверждает 

рис.4, на котором показаны полученные зависимости 
jopt(I0) при длине волны основного поля l0 = 1200 нм. 
Приближенное решение нестационарного уравнения 
Шредингера на основе метода мнимого времени дает хо-
рошее качественное согласие с результатами прямого 
численного моделирования. Детальный анализ уравне-
ний движения электронов в бихроматическом лазерном 
поле показывает, что при учете взаимодействия электро-
нов с родительским ионом происходит сильное искаже-
ние траекторий, возвращающихся к иону. Это приводит к 
изменению оптимального сдвига фаз при изменении ин-
тенсивности I0 основного поля вблизи значений, соответ-
ствующих g ~ 1. При больших значениях интенсивности, 
соответствующих g <<  1, искажение траекторий прене-

Рис.2.  Зависимости усредненной по периоду поля вероятности w  
ионизации в единицу времени от интенсивности I основного поля 
лазерного импульса при a = 0.2. Штриховая кривая – усредненная 
туннельная формула (7), пунктир – расчет на основе метода мни-
мого времени для l0 = 800 нм, сплошная кривая – то же для l0 = 
1200 нм.

Рис.3.  Зависимости максимальной производной от низкочастот-
ной плотности тока ¶ ¶/j t , нормированной на осцилляторную 
плотность тока josc, от интенсивности I основного поля лазерного 
импульса при a = 0.2. Штриховая кривая – расчет на основе полу-
классического подхода, пунктир – расчет на основе метода мнимо-
го времени для l0 = 800  нм, сплошная кривая – то же для l0 = 
1200 нм.

Рис.4.  Зависимости оптимального сдвига фаз jopt между несущими 
полей лазерного импульса от пиковой интенсивности основного 
поля I0 при l0 = 1200 нм, tp = 50 фс и a = 0.2. Штриховая кривая – 
результат, полученный на основе полуклассического подхода, 
сплошная кривая – расчет на основе метода мнимого времени, точ-
ки – численное решение нестационарного уравнения Шредингера.
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брежимо мало и оптимальный сдвиг фаз постоянен и бли-
зок к значению, получаемому на основе полуклассиче-
ского подхода.

5. Заключение 

На основе численного и полуаналитического решений 
нестационарного уравнения Шредингера исследовано 
возбуждение остаточной плотности тока при ионизации 
газа бихроматическим лазерным импульсом. Найдены 
зависимости оптимального сдвига фаз и соответствую-
щей ему максимальной ОПТ от интенсивности основного 
поля. Показано, что метод мнимого времени с учетом 
взаимодействия свободных электронов с родительским 
ионом позволяет с большой точностью рассчитывать 
ОПТ в широком диапазоне значений интенсивностей и 
длин волн, соответствующих как туннельному, так и мно-
гофотонному режимам ионизации. Расчеты концентра-
ции свободных электронов и ОПТ на основе метода мни-
мого времени могут быть использованы для интерпрета-
ции результатов численных расчетов и при нахождении 
оптимальных параметров лазерных импульсов с целью 
реализации ионизационных механизмов генерации тера-
герцевого излучения.

Численное моделирование на основе решения неста-
ционарного уравнения Шредингера выполнено при под-
держке Правительства РФ (соглашение № 14.В25.31.0008) 
и Рффи (гранты № 14-02-00847, 16-32-60200). Разработка 
полуаналитической модели, основанной на методе мни-
мого времени, поддержана Российским научным фондом 
(грант № 15-12-10033).
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