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1. Введение

Известно, что вблизи материальных тел скорость 
спонтанного распада атомов и молекул и соответственно 
радиационная ширина линии излучения могут как увели-
чиваться, так и уменьшаться (эффект Перселла) [1]. Из
менение ширины линии, как правило, обусловлено элек-
трическими дипольными переходами [2]. Однако атомы и 
молекулы могут являться источниками магнитного ди-
польного, электрического квадрупольного и других ти-
пов мультипольных излучений, и вероятности этих пере-
ходов также существенно изменяются в присутствии на-
ночастиц [3 – 9]. В общем случае вероятность спонтанного 
излучения сильно уменьшается при увеличении порядка 
мультипольности. Например, отношение интенсивностей 
квадрупольного и дипольного излучений в вакууме со-
ставляет (a0 /l)2 ~ 10–6 – 10–8, где a0 – линейный размер из-
лучающей системы зарядов, а l – длина волны излучения 
[10]. Поскольку это отношение – малая величина, иссле-
дование квадрупольных переходов (запрещенных E2-
переходов) сильно затруднено [11 – 13]. Тем не менее ква-
друпольные переходы являются важным инструментом в 
спектроскопии сверхвысокого разрешения (см., напр., [14]).

Более того, если атом расположен вблизи тела, созда-
ющего большую неоднородность электрического поля, 
то ширина линии запрещенных E2-переходов в атоме мо-
жет увеличиться из-за большого градиента поля [15, 16]. 
Отметим, что в лазерных пучках также можно создать 
условия для усиления эффектов взаимодействия с квадру-
полем [17 – 19]. На основе этих эффектов сейчас разраба-
тываются подходы с использованием наноструктуриро-

ванных материалов, позволяющие существенно улуч-
шить спектроскопию квадрупольных переходов [20, 21].

К настоящему времени теоретически рассмотрено из-
менение ширины линии запрещенных E2-переходов в 
атоме, расположенном вблизи сферической частицы из 
диэлектрика (металла) [3 – 5, 9], вблизи идеально проводя-
щего цилиндра [6], вблизи плоской границы раздела сред 
вакуум – диэлектрик (металл) и в плоском зазоре между 
двумя диэлектрическими (металлическими) средами [7], 
вблизи структуры в виде металлических нанополосок на 
диэлектрической подложке [22], а также вблизи двумер-
ной бесконечной периодической решетки из металличе-
ских наносфер [23].

Гораздо более интересную геометрию имеет димер 
наночастиц, поскольку он является наноантенной, с по-
мощью которой можно эффективно управлять как излу-
чением, так и детектированием поля. Впервые эта геоме-
трия была рассмотрена в [24] на примере двух наностерж-
ней конечной длины и квадратного сечения. Для данной 
геометрии не существует аналитического решения, и поэ-
тому авторы [24] ограничились численным исследовани-
ем некоторых частных случаев. Это, конечно, не позволя-
ет установить основные физические закономерности и их 
зависимости от параметров задачи. Для установления 
основных физических закономерностей крайне важно 
иметь аналитическое решение для наноантенн, состоя-
щих из наночастиц более простой формы. 

Целью настоящей работы является построение анали-
тического описания влияния димера одинаковых сфери-
ческих частиц на радиационную ширину линии запре-
щенных E2-переходов в атоме в рамках классической 
электродинамики. Все аналитические результаты в рабо-
те будут получены для произвольных размеров частиц и 
расстояний между ними, произвольного состава веще-
ства частиц и произвольных квадрупольных моментов 
атома. 

Статья имеет следующую структуру. В разд.2 рассмо-
трено электромагнитное поле электрического квадру-
польного источника (атома) в присутствии димера сфе-
рических частиц. В разд.3 получено выражение для шири-
ны линии запрещенных E2-переходов в атоме, располо-
женном вблизи димера. В разд.4 приведены графические 
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иллюстрации полученных результатов и их обсуждение, а 
в разд.5 (Заключение) – основные результаты работы. 

2. Электромагнитное поле электрического 
квадрупольного источника (атома) 
в присутствии димера сферических частиц

Для расчета ширины линии запрещенного E2-пере
хода прежде всего надо найти поле излучения, которое 
возникает при таком переходе. С этой целью запрещен-
ный переход будет моделироваться электрическим ква-
друпольным источником. Для нахождения поля излуче-
ния, возникающего вблизи димера сферических частиц, 
мы воспользуемся методом Т-матрицы. Этот метод часто 
применяется для описания рассеяния электромагнитных 
волн кластерами сферических частиц. Он является точ-
ным и базируется на теории Ми для каждой частицы и те-
ореме сложения для векторных сферических гармоник 
[25 – 30]. Первоначально метод был разработан Ватер
маном [31] и в дальнейшем был значительно улучшен 
в работах [32 – 36]. Библиография, посвященная методу 
T-матрицы, имеется в [37].

В случае димера сферических частиц метод T-матрицы 
сводится к введению двух локальных систем координат, 
связанных с каждой из частиц. Для определенности будем 
считать, что начала локальных декартовых систем коор-
динат расположены в центрах частиц; системы имеют па-
раллельные и одинаково направленные оси и общую ось 
z (рис.1). Координаты и все другие величины, относящие-
ся к s-й (s = 1, 2) частице, будем выделять дополнитель-
ным индексом 1 или 2. В дальнейшем рассмотрим димер 
одинаковых сферических частиц с радиусами a, изготов-
ленных из материала, определяемого диэлектрической и 
магнитной проницаемостями e и m соответственно. Димер 
расположен в среде с единичными значениями диэлек-
трической и магнитной проницаемостей. Случай димера 
из различных сферических частиц может быть рассмо-
трен аналогично.

Для решения задачи об излучении электрического 
квадрупольного источника вблизи димера надо записать 
общие выражения для полей вне частиц с учетом квадру-
поля, а также общие выражения для полей внутри частиц 
и затем c помощью граничных условий на поверхности 
частиц найти неизвестные коэффициенты разложений.

Пользуясь представлением поля квадрупольного ис-
точника в сферических координатах [9], запишем для на-

пряженностей электрического и магнитного полей источ-
ника в локальных сферических координатах, связанных с 
s-й частицей, следующие выражения (множитель exp(–iwt), 
характеризующий зависимость полей от времени, здесь и 
далее опущен):
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ложения [9] соответственно, записанные в s-й локальной 
системе координат; sr и sr0 –  радиусы-векторы точек на-
блюдения и расположения квадруполя соответственно; 
k0  = w/c – волновое число; w – частота; c – скорость света 
(в вакууме). Выражения для коэффициентов из (1) можно 
записать следующим образом [9]:
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Dab – компоненты матричного элемента  квадрупольного 
момента при E2-переходе; dal  – декартова компонента 
оператора градиента dl по координатам точки, задавае-
мой радиусом-вектором ;rs l  aL

s lt  и aK
s lt  – декартовы ком-

поненты операторов  )(i r # d=-L ss l l lt  и  # d )i L=- (Ks sl l lt t  
соответственно; 0 £ r < 3s l , 0 £ G pqs l  и 0 £ 2< pjs l  – сфе-
рические координаты точки, задаваемой радиусом-векто
ром rs l; Pn

m(x) – присоединенная функция Лежандрa [38]; 
yn(x) и zn(x) – функции Риккати – Бесселя [38], связанные с 
функциями Бесселя и Ханкеля соотношениями yn(x) = 
(px/2)1/2Jn+1/2(x) и zn(x) = (px/2)1/2 ( )H x/

( )
n 1 2
1
+ . Отметим, что 

при записи (2), а также везде далее учтено, что компонен-
ты тензора электрического квадрупольного момента, а 
также компоненты оператора градиента не меняются при 
переходе из одной локальной декартовой системы коор-
динат в другую, поскольку оси рассматриваемых локаль-
ных систем параллельны и одинаково направлены (рис.1). 
Детали нахождения выражений (2) имеются в [9]. 

Напряженности электрического и магнитного полей, 
индуцированных вне димера, т. е. напряженности отра-
женных полей, можно представить в виде суммы парци-

Рис.1.  Геометрия задачи об электрическом квадрупольном источ-
нике (атоме), расположенном вблизи димера одинаковых сфериче-
ских частиц.
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альных напряженностей полей, отраженных от каждой из 
частиц и записанных в локальных координатах [39]:
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ных условий. Напряженности полного поля вне частиц 
определяются, таким образом, суммой выражений (1) и (4).

Выражения для напряженностей электрического и маг
нитного полей, индуцированных внутри s-й частицы ди-
мера, т. е. для напряженностей прошедших полей, можно 
записать в виде
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где k k fn= 0 ; /Z n f=  – импеданс; M ps
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векторные сферические гармоники [9], записанные в s-й 
локальной системе координат; A ( )

mn
2s  и B ( )

mn
2s  найдем с по

мощью граничных условий.
Для определения неизвестных коэффициентов в раз-

ложениях (5) и (6) надо воспользоваться граничными 
условиями непрерывности тангенциальных компонент 
напряженностей электрического и магнитного полей на 
поверхностях сфер [40]. При этом необходимо использо-
вать теорему сложения векторных сферических гармоник 
(см., напр., [41]), которая позволяет векторные гармони-
ки, описывающие поля вне димера и записанные в одних 
локальных координатах (например, для s = 2), предста-
вить в виде разложений по гармоникам, записанным в 
других локальных координатах (s = 1). Подставляя дан-
ные разложения в (5), получаем выражения для напря-
женностей E1

2  и H1
2  (s = 2) в виде рядов по векторным 

сферическим гармоникам в координатах первой сферы 
(s = 1). Найденные таким образом выражения складыва-
ются с выражениями для напряженностей E1

1  и H1
1 (s = 1) 

(см. (4)) и уже могут быть использованы для согласова-
ния полей на поверхности первой частицы. Аналогичные 
действия проводятся при использовании граничных усло-
вий на поверхности второй частицы.

Поскольку рассматриваемый атом находится вне сфе-
рических частиц, то для нахождения радиационной ши-
рины линии, которая выражается через поток энергии на 
бесконечности, явные выражения для коэффициентов, 
входящих в выражения для полей внутри сфер, далее нам 
не понадобятся. Для коэффициентов C ( )s

mn
1  и D ( )

mn
1s , кото-

рые описывают отраженное поле можно получить следу-
ющие уравнения:
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где нижний предел суммирования по q следует полагать 
равным 1, если m = 0, и равным |m| , если m ¹ 0; функции 
Vmnq и Wmnq  даны в [41]; коэффициенты рассеяния an и bn 

имеют вид
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a – радиус частицы; штрих у функции обозначает ее про-
изводную. Если частицы димера расположены на боль-
шом расстояние одна от другой, в (7) можно положить 
Vmnq » 0 и Wmnq » 0 [41], что приводит к соотношениям
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которые выражают решение для поля, рассеянного на s-й 
сферической частице [9] и записанного в s-й локальной 
системе координат. Это подтверждает корректность ура
внений (7).

Как видно из (7), структура полученных уравнений та-
кова, что индекс n в них меняется, в то время как индекс m 
может быть зафиксирован. При численном решении (7) 
используются укороченные уравнения с n £ nmax. При 
этом чем больше nmax, тем точнее получатся результаты 
для коэффициентов C ( )

mn
1s  и D ( )

mn
1s , что обусловлено их стре

млением к нулю при n ® ¥ [42]. Следует также принимать 
во внимание взаимную конфигурацию сферических ча-
стиц: чем ближе они расположены друг к другу, тем 
большее nmax требуется для достижения заданной точно-
сти [42]. 

3. Ширина линии E2-переходов в атоме, 
расположенном вблизи димера 
сферических частиц

Относительную радиационную ширину линии запре-
щенных E2-переходов в атоме, расположенном вблизи 
димера сферических частиц, в рамках классической элек-
тродинамики можно вычислить как отношение полной 
мощности излучения Pr системы, состоящей из квадру-
польного источника и димера, к мощности излучения ис-
точника в отсутствие димера P0. Мощность P0 определя-
ется известным выражением [43]:

| |P ck D
360

, , ,x y z

0
6

2
= ab

a b =

0 / .	 (10)

Для нахождения Pr используется формула [40]
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( ), ( )RedP c S E E H H n
8

* *
r 0 1 0 1p= + +

S

6 @" ,y ,	 (11)

где интегрирование проводится по замкнутой поверхно-
сти S, охватывающей атом и димер; n – внешняя нормаль 
к этой поверхности. В качестве поверхности S удобно 
взять сферу бесконечно большого радиуса с центром в 
какой-либо из локальных систем координат. Например, 
проводя вычисления в локальных координатах, связан-
ных с первой частицей (s = 1), и нормируя на мощность 
излучения в свободном пространстве, найдем для относи-
тельной ширины линии E2-перехода в атоме gr следую-
щее выражение:

!
!

P
P

k P
c

n
n n

n m
n m

2 2 1
1r r

m n

n

n0 0 0
2
0 1

g
g

= =
+
+

-
+

3

=-=

]
]
]g

g
g//

	 ´  C C D D( ) ( ) ( ) ( )
mn mn mn mn
0 1 2 0 1 2
+ + +11 1 1u u6 @,	 (12)

где g0 = 4P0 /('~ ) – ширина линии E2-перехода в атоме в 
отсутствие димера [7];

C C W D( )

| |
mn mnq mq mnqmn mq

q m

1 2 1 11 1 1
+ +=

3

=

V C 2u uu] ] ]g g g6 @/ ;

2D D D W C( )

| |
mn mnq mq mnqmn mq

q m

1 1 2 11 1 1
+ +=

3

=

Vu uu] ] ]g g g6 @/ ;	

(13)

нижний предел суммирования по q следует полагать рав-
ным 1, если m = 0, и равным |m|, если m ¹ 0; функции Vmnqu  
и Wmnq

u  даны в [40].
Следует отметить, что выражение (12) соответствует 

случаю двухуровневого атома. При этом Dab = (Dab)fi 
должно рассматриваться как электрический квадруполь-
ный момент исследуемого перехода i ® f с частотой wfi » 
w [7]. Для учета возможности перехода в несколько состо-
яний надо просуммировать соответствующие парциаль-
ные ширины линий по конечным состояниям.

Нужно также отметить, что использование классиче-
ской и квантовой теорий для расчетов скоростей спон-
танного распада электрического квадрупольного источ-
ника вблизи материального тела, строго говоря, приво-
дит к разным результатам. В работе [7] была показана эк-
вивалентность классического и квантового подходов 
лишь при описании полной скорости спонтанного распа-
да квадруполя вблизи материального тела в случае сла-
бого взаимодействия, когда спонтанный распад может 
быть описан скоростью распада и одной частотой пере-
хода. Если же взаимодействие между атомом и телом яв-
ляется сильным, возникают сложные эффекты, для описа-
ния которых требуется привлечь квантовую электроди-
намику [44, 45]. Кроме того, нет точной эквивалентности 
квантового и классического подходов при расчетах без-
радиационной скорости спонтанного распада атома 
вблизи поглощающего тела. Ситуация осложняется еще и 
тем, что в рамках квантовой теории для этого надо ис-
пользовать нестандартную схему квантования [46 – 49].

В настоящей работе рассматривается лишь радиаци-
онная скорость спонтанного распада (т. е. радиационная 
ширина линии), т. к. именно эта величина измеряется в 
экспериментах. Безрадиационный канал спонтанного 
распада, т. е. канал, связанный с джоулевыми потерями 

в  веществе сфер, будет рассмотрен в отдельной публи
кации.

4. Анализ полученных результатов 
и графические иллюстрации

Ширина линии E2-перехода в атоме вблизи димера 
сферических частиц зависит от многих параметров и ее 
полное описание является весьма сложным. Ниже для на-
глядности будут приведены графические иллюстрации 
некоторых характерных режимов взаимодействия атома 
с димерами различного состава. При этом в настоящей 
работе мы ограничимся рассмотрением только наиболее 
интересного случая расположения атома в зазоре между 
частицами на общей оси z, проходящей через центры ча-
стиц (рис.1), т. к. в этом случае локальные поля макси-
мальны. В данной геометрии выражения для коэффици-
ентов , ,A B Cs

mn
s

mn
s

mn
( ) ( ) ( )0 0 0  и D ( )s

mn
0  существенно упрощаются 

[9], поэтому отличными от нуля являются лишь коэффи-
циенты C ( )s

mn
1  и D (1)s

mn  с m = 0, ±1, ±2.
Далее рассмотрим несколько частных случаев атома с 

заданным квадрупольным моментом. Следует отметить, 
что в эксперименте трудно создать ситуацию со строго 
заданной ориентацией квадрупольного момента. Однако 
рассмотрение атомов с усредненной ориентацией квадру-
польного момента приводит к заметному ослаблению 
всех эффектов. Поэтому в дальнейшем будут рассмотре-
ны атомы с фиксированными ориентациями моментов. 
При этом мы ограничимся случаями расположенного на 
оси z атома с радиально ориентированным квадруполь-
ным моментом с Dxx = Dyy  и Dxy = Dxz = Dyz = 0 [4], а так-
же атома с тангенциально ориентированным квадру-
польным моментом с Dxx = Dzz (или Dyy = Dzz) и Dxy = Dxz 
= Dyz = 0 [4]. Другие случаи с другими значениями квадру-
польных моментов, в том числе с усредненными, могут 
быть рассмотрены с помощью найденных в работе общих 
выражений. 

На рис.2 показаны зависимости относительной шири-
ны линии запрещенного E2-перехода в атоме, располо-
женном в зазоре димера диэлектрических сфер вблизи по-
верхности первой сферы и вблизи поверхности одной ди-
электрической сферы, от k0a.

Из рис.2 видно, что при k0a ® 0 ширина линии E2-
перехода в атоме возрастает. Асимптотическое выра
жение для ширины линии в случае атома, расположенно-
го на поверхности одной диэлектрической наносферы 
(k0a << 1), может быть найдено и имеет для радиально 
(rad) и тангенциально (tan) ориентированных квадру-
польных моментов атома следующий вид [4]: 

( )
,

( )k a k a

180
2
1 45

2
1

tan

r

rad

r

0
2

2

2

2

. .
c
c

f
f

c
c

f
f

+
-

+
-

0 0 0

c c c cm m m m .	 (14)

Как следует из (14), при k0a ® 0 ширины линий для ато-
мов с радиально и тангенциально ориентированными 
квадрупольными моментами неограниченно возрастают. 
Асимптотические выражения для атомов с другими ори-
ентациями квадрупольного момента имеются в [9]. Из 
рис.2 видно, что при близком расположении сфер димера 
зависимость (14) изменяется: при k0a ® 0 скорость возра
стания gr/g0 в случае атома в зазоре между двумя наносфе-
рами увеличивается по сравнению со случаем атома вбли-
зи одной наносферы.
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При увеличении k0a зависимость относительной ши-
рины линии запрещенного E2-перехода в атоме, располо-
женном в зазоре димера диэлектрических сфер, становит-
ся все более сложной. Из рис.2 видно, что возникает 
осциллирующая зависимость ширины линии от k0a с 
большим числом максимумов, соответствующих тем или 
иным модам шепчущей галереи, которые возбуждаются 
атомом в димере. При этом близкое расположение вто-
рой сферы приводит к смещению и расщеплению макси-
мумов, соответствующих одной частице, вследствие воз-
буждения большего числа мод в димере. 

Из рис.2 следует, что существенное различие ширин 
линий запрещенных E2-переходов в атоме вблизи одной 
сферы и в зазоре димера двух сфер наблюдается в случае 
наносфер (k0a << 1). Это различие еще больше увеличива-
ется для наносфер из металла (e< 0, m > 0), поскольку в за-
зоре между близко расположенными металлическими на-
ночастицами локальное поле возрастает.

На рис.3 показана относительная ширина линии за-
прещенного E2-перехода в атоме с радиально ориентиро-
ванным электрическим квадрупольным моментом, рас-
положенном в зазоре димера двух металлических нано
сфер и вблизи поверхности одной металлической нанос-
феры, как функция диэлектрической проницаемости.

Из рис.3,а видно, что ширины линий для нанодимера 
и одной наносферы различны. Относительная радиаци-

онная ширина линии E2-перехода в атоме, расположен-
ном в зазоре между наносферами, может принимать су-
щественно большие значения, чем в атоме вблизи одной 
наносферы. В случае димера на зависимости относитель-
ной ширины линии от диэлектрической проницаемости 
возникает большее число максимумов вследствие боль-
шего числа плазмонных мод, возбуждаемых в нанодиме-
ре, чем возбуждаемых в одной наночастице. При этом с 
уменьшением расстояния между наносферами число воз-
буждаемых мод растет. Для атома с радиально ориенти-
рованным квадрупольным моментом, расположенного в 
зазоре димера вблизи поверхности одной из наносфер 
(рис.3,а), возбуждаются L- и M-моды [50, 51], а для атома, 
находящегося в центре зазора (рис.3,б), возбуждаются T- 
и M-моды [50, 51].

Отметим, что поверхностный заряд в случае L- и 
M-мод сконцентрирован вблизи зазора между наноча-
стицами [50, 52], поэтому такие моды эффективно возбуж-
даются локальным источником (атомом). Из рис.3,а сле-

Рис.2.  Относительная радиационная ширина линии запрещенного 
E2-перехода в атоме, имеющем радиальную (а) и тангенциальную 
(б) ориентации электрического квадрупольного момента и распо-
ложенном вблизи первой сферы димера (1r0 = a и 2r0 = l – a ) на оси 
z, как функция  k0a при заданном l /(2a). Диэлектрическая и магнит-
ная проницаемости частиц димера e = 6 и m = 1. Случай одной сфе-
ры соответствует l /(2a) = ¥.

Рис.3.  Относительная радиационная ширина линии запрещенного 
E2-перехода в атоме, имеющем радиально ориентированный элек-
трический квадрупольный момент и расположенном на оси z в за-
зоре димера вблизи первой наносферы (1r0 = a и 2r0 = l – a) (а) и в 
центре зазора между наносферами (1r0 = 2r0 = l/2) (б), как функция 
действительной части диэлектрической проницаемости наносфер 
e = e' + i0.01 для m = 1, k0a = 0.1 и при заданном l /(2a). Случай одной 
наносферы с атомом, расположенным вблизи поверхности, соот-
ветствует  l /(2a) = ¥. Буквы L, T и M обозначают максимумы, со-
ответствующие возбуждению L-, T- и M-мод в димере наносфер 
[50, 51].
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дует, что при сближении наносфер относительная шири-
на линии E2-перехода в атоме для L- и M-мод возрастает. 
При разнесении наносфер M-моды исчезают быстрее, 
чем L-моды, т. к. они возникают лишь при l /(2a) < 1.2 
[50, 51]. Отметим, что по своим свойствам M-моды явля-
ются «темными» модами.

Третий тип мод в димере – Т-моды. Они имеют рас-
пределение заряда преимущественно вне области зазора 
между наночастицами [50, 52] и поэтому наиболее эффек-
тивно возбуждаются плоской электромагнитной волной. 
Из рис.3,б видно, что при сближении наносфер относи-
тельная ширина линии для T-мод уменьшается.

Следовательно, электрический квадрупольный источ-
ник может возбудить все типы плазмонных мод, возника-
ющих в димере металлических наночастиц. Большое чис-
ло плазмонных мод позволяет управлять спонтанным 
распадом атома, расположенного в зазоре димера, если 
изменять расстояние между наночастицами.

5. Заключение

Таким образом, в рамках классической электродина-
мики нами получены и исследованы аналитические выра-
жения для радиационной ширины линии запрещенных 
E2-переходов в атоме, находящемся вблизи димера оди-
наковых сферических частиц произвольных материаль-
ного состава, размеров и взаимного расположения. Ис
следованы особенности излучения атомов с различными 
значениями квадрупольного момента для димеров из ди-
электрика и металла.

Показано, что в случае атома, находящегося в зазоре 
димера металлических сферических наночастиц, радиа-
ционная ширина линии запрещенных E2-переходов мо-
жет принимать существенно большие значения, чем в слу-
чае квадрупольного источника вблизи одной металличе-
ской наночастицы. При этом также показано, что такой 
атом может возбуждать все типы плазмонных мод, кото-
рые существуют в димере металлических наночастиц.

Полученные результаты могут быть использованы 
для расчета ширины линии запрещенных E2-переходов в 
атомах, расположенных вблизи димера сферических ча-
стиц, и для интерпретации экспериментальных данных 
по взаимодействию наночастиц с атомами и молекулами, 
в том числе при проектировании нанолазеров и спазеров.

Авторы выражают благодарность РФФИ (гранты 
№ 14-02-00290 и 15-52-52006) за финансовую поддерж-
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дарность Фонду перспективных исследований (грант 
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ку настоящей работы.
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