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1. Введение

Нанофокусировка световой энергии на вершине ми-
кроострия – важнейшее явление, лежащее в основе пер-
спективных нанотехнологических приложений. Одним из 
проявлений нанофокусировки является необычайно рез-
кое возрастание интенсивности поверхностной плазмон
но-поляритонной волны, симметрично возбуждаемой у 
основания металлического конического микроострия, при 
ее симметричном схождении к нановершине [1 – 3]. Это 
явление объясняется тем, что на геометрически идеальном 
металлическом острие может существовать осесимметрич-
ная электромагнитная стоячая волна с сингулярностью 
электрического поля на вершине [4, 5]. Как показывают 
эксперименты [6, 7], эта волна может эффективно возбуж-
даться сходящейся к вершине поверхностной плазмонно-
поляритонной TM волной с той же осевой симметрией 
поля. Наличие сингулярности электрического поля хоро-
шо объясняется в квазистатическом приближении, кото-
рое выполняется в окрестности нановершины металли
ческого микроострия.

Реальная вершина микроострия не идеальна и имеет 
закругление. В работах [8, 9] для нахождения распределе-
ния электрического поля на закругленной вершине оди-
ночного микроострия поверхность вершины аппроксими-
ровалась параболоидом вращения и задача была решена в 
параболоидальной системе координат. Было показано, 
что характерный размер фокального распределения на 
вершине убывает пропорционально радиусу ее закругле-
ния, что и объясняет нанофокусировку.

В настоящей работе исследуется вопрос о том, как бу-
дет изменяться фокальное распределение поля, если вер-
шина острия будет находиться вблизи плоской поверх

ности материала (например при сканировании поверхно-
сти острием). 

Следует отметить, что увеличение электромагнитно-
го  оптического поля на острых кромках и остриях уже 
рассматривалось в связи с другими задачами [10 – 12]. 
Кроме того, попытки решения задачи нахождения поля 
на вершине острия вблизи плоской структуры уже пред-
принимались [13]. Однако для упрощения в [13] рассма-
тривалась задача, в которой острие имеет форму гипер-
болоида вращения, расположенного над полупростран-
ством, граница которого соответствовала координатной 
поверхности сферической системы координат. В  такой 
постановке задачи при фиксированной геометрии острия 
(при фиксированных значениях фокусного расстояния 
гиперболоида и радиуса вершины) невозможно независи-
мо изменять расстояние до плоской границы (это рассто-
яние однозначно определяется геометрией острия).

Использованный в настоящей работе метод, как будет 
показано ниже, свободен от указанного недостатка.

2. Распределение электрического поля на 
нановершине металлического микроострия, 
расположенного вблизи плоской границы, 
в квазистатическом приближении. 
Постановка задачи

Рассмотрим металлическое острие с наноразмерным 
радиусом закругления вершины R. Пусть поверхность ост
рия вблизи вершины описывается параболоидом враще-
ния z = R/2 – (x2 + y2)/(2R) (осесимметричным относитель-
но оси z) (рис.1). Пусть также вблизи острия находится 
перпендикулярная плоскость, определяемая уравнением 
z = zp, где zp ³ R/2. Комплексные диэлектрические прони-
цаемости металла острия, внешней однородной среды и 
полубесконечной среды при z ³ zp обозначим em, ed и ep 
соответственно.

При решении задачи будем использовать комплекс-
ное представление полей с временной зависимостью вида 
exp(–iwt), где w – циклическая частота. Задачу вблизи 
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вершины можно решать в квазистатической формули-
ровке [8], при которой потенциал электрического поля F 
удовлетворяет уравнению Лапласа DF = 0, а нормальные 
и тангенциальные составляющие электрического поля на 
поверхности острия и на плоскости должны соответство-
вать известным граничным условиям, а именно:

edEdn = emEmn и Edt = Emt	 (1а)

на поверхности острия и

epEpn = edEdn и Ept = Edt	 (1б)

на плоскости.
Будем искать осесимметричное решение уравнения 

Лапласа, имеющее максимум поля на вершине острия 
и  соответствующее фокусировке на нем поверхностной 
плазмонной TM волны.

Кроме того, для автоматического удовлетворения гра-
ничных условий на плоскости (1б) будем использовать 
метод зеркальных изображений. Суть его в применении 
к  рассматриваемой задаче состоит в следующем: пусть 
потенциал зарядов, находящихся на параболоидальном 
металлическом острие в пространстве с диэлектриче-
ской проницаемостью ed, описывается функцией F tip(r) = 
F tip(x, y, z), где радиус-вектор r = (x, y, z) проведен из на-
чала координат в точку определения потенциала. В этом 
случае выражение для потенциала индуцированных за
рядов на плоской границе диэлектриков в пространстве 
с  диэлектрической проницаемостью ed можно записать 
в виде [14]

( ) ( )r rref
p d

p d
tip refe e

e e
F F=

+

-
,

где rref = (x, y, 2z0 – z). Тогда в области, заполненной ди
электриком с проницаемостью ed, полный потенциал

( ) ( ) ( )r r rd tip refF F F= +

	 ( , , ) ( , ,2 )x y z x y z ztip
p d

p d
tip 0e e

e e
F F= -

+

-
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Потенциал всех зарядов острия и индуцированных на 
плоской границе зарядов (из уравнений Максвелла сле

дует, что внутри однородного диэлектрика нет поляриза-
ционных зарядов, они могут быть только на границе) в 
полупространстве, заполненном диэлектриком с прони-
цаемостью ep, можно представить в виде
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Правильность формул (2), (3) следует из теоремы един-
ственности и из автоматического выполнения условий 
(1б) на границе полупространства.

Найдем теперь общее выражение для потенциала заря-
дов острия  F tip(r), удовлетворяющее уравнению Лапласа 
в однородном диэлектрическом пространстве (без плос
кости) снаружи и внутри острия, причем на границе долж-
ны выполняться условия (1а). Введем параболоидальные 
координаты [15] (или систему параболических координат 
вращения) a, b, y, которые связаны с прямоугольными 
декартовыми координатами x, y, z соотношениями

x = cab cos y,  y = cab sin y,  z = 
2
1 c( b2 – a2),	 (4)

где c – масштабный постоянный множитель. В рассма-
триваемой системе координат (рис.1) уравнение Лапла
са  для электрического потенциала F внутри и снаружи 
острия при аксиальной симметрии (F не зависит от y) 
можно записать следующим образом [15]:

¶
¶

¶
¶ ¶ ¶ 0

c
1 1 1

2 2 2 2

2

2

2

a b a b
DF F F F F

=
+

+ + + =
¶b b¶aa^ eh o .	(5)

Общее решение (5) известно [15] и определяется выра-
жением

( ) ( ) ( ) ( )B J p B Y p C I p C K p1 0 2 0 1 0 2 0a a b bF = + +6 6@ @/ ,	 (6)

где p, B1, B2, C1, C2 – константы; J0, Y0 – функции Бесселя 
первого и второго рода нулевого порядка; I0, K0 – моди-
фицированные функции Бесселя первого и второго рода 
нулевого порядка. Суммирование проводится по реше
ниям с различными значениями констант.

Пусть граница параболоидального острия определяет-
ся уравнением b = b0. Из (4) следует, что граница острия 
b = b0 в декартовых координатах x, y, z описывается урав-
нением z = c 0

2b /2 – (x2 + y2)/(2c 0
2b ). Несложно показать, что 

радиус кривизны вершины острия R = c 0
2b .

В дальнейшем будем использовать осесимметричные 
решения уравнения Лапласа. Поэтому для выполнения 
граничных условий на всей поверхности вращения острия 
будет достаточно удовлетворить их на линии пересечения 
граничной поверхности острия с любой плоскостью сим-
метрии, проходящей через ось z. В качестве такой плоско-
сти выберем плоскость xz. Легко показать, что в нашем 
случае достаточно выполнения граничных условий толь-
ко на границе пересечения полуплоскости y = 0 при x ³ 0  
и поверхности параболоидального острия.

Имея в виду общность дальнейшего изложения, пе
рейдем на плоскости xz к безразмерным координатам 
xu  = x/R, zu  = z/R и au  = a/b0, bu  = b/b0. Безразмерные па
раболоидальные ( , )a bu u  и декартовы ( , )x zu u  координаты на 
плоскости xzu u  связаны между собой соотношениями 

au  = x z z
/2 2 1 2

+ -u u u^ h  и x x z z
/2 2 1 2

b = + -
-u u u u u^ h  

Рис.1.  Геометрия задачи.
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при положительных xu  [8]. В этих координатах граница 
острия будет определяться выражением zu  = 1/2 – xu 2/2, а 
уравнение Лапласа (5) в безразмерных координатах будет 
иметь вид

¶
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¶
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Если из решения уравнения Лапласа будет найден осе-
симметричный потенциал, т. е. если он будет функцией 
только au  и bu , то выражения для тангенциальных и нор-
мальных размерных компонент поля с двух сторон гра
ницы диэлектрика и металла можно записать в виде
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Нормируем потенциал на его значение U в максимуме 
поля на вершине острия, тогда можно перейти от размер-
ного к безразмерному потенциалу Fu  = F /U и от размер-
ных составляющих полей к их безразмерным величинам:
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В нормированных декартовых координатах в плос
кости xzu u  компоненты нормированного электрического 
поля Exu u  = –¶Fu /¶xu , Ezu u  = –¶Fu /¶zu . В дальнейшем нам бу-
дет удобно рассматривать потенциал tipFu  и его градиент 
как функции ,a bu u , а refFu  и его градиент – как функции xu  
и zu  в плоскости xzu u .

Итак, исходя из общего решения (6), будем искать ре-
шение граничной задачи для электрического поля в окре
стности острия, предполагая, что выражения для потен-
циалов tipFu  снаружи ( b ³ b0) и внутри ( b £ b0) металли
ческого острия имеют соответственно вид

J q K qtipd j
j

N

1
0 0a bF =

=

A j j
u u u^ ^h h/ ,

B J q I qtipm
j

N

j
1

0 0a bF =
=

j j
u u u^ ^h h/ ,	

(7)

где Aj, Bj и qj – константы. Величины qj выбирались в виде  
qj = mj /L, где mj – первые N корней уравнения Бесселя 
J0( mj) = 0, а L – некоторое безразмерное расстояние от 
вершины, на котором должны удовлетворяться граничные 
условия на поверхности острия. В пределе N ® ¥ система 
функций J0(qj au) с указанными qj на отрезке 0 £ au  £ L 
образует полную систему функций [16].

Отметим, что выбор функциональных зависимостей 
(7) из общего решения (6) обусловлен естественными тре-

бованиями к сфокусированному вблизи вершины полю 
(которые и выделяют зависимости однозначным образом):

1) снаружи острия потенциал поля должен уменьшать-
ся при удалении от его поверхности, быть конечным и 
максимальным на вершине острия;

2) внутри металла острия потенциал должен быть ко-
нечным в начале координат. 

Кроме того, электрический потенциал должен быть 
непрерывным при переходе через границу.

Подставляя (7) в (2), получаем в плоскости xzu u  потен-
циал в диэлектрике
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где z0u  = z0 /R – нормированная координата плоской гра-
ницы. Аналогично в металле острия в плоскости xzu u  по-
тенциал можно представить в виде
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На границе острия (при zu = 1/2 – xu2/2) единичные век-
торы нормали и касательной описываются формулами
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Тогда граничные условия для нормальных и тангенци-
альных составляющих полей на поверхности острия мож-
но записать, используя Exu u  = –¶Fu /¶xu  и Ezu u  = –¶Fu /¶zu , соот
ветственно в виде
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Если подставить в (10), (11) выражения (8), (9), то по-
лучим линейные уравнения относительно Aj и Bj, кото-
рые можно представить в виде
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j, , 0A f q x B g q xd m
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Ради экономии места, не будем здесь выписывать вы-
ражения для функций fj (qj,xu), gj (qj,xu), hj (qj,xu) и tj (qj,xu) в 
явном виде, которые получаются при указанной триви-
альной подстановке.

Уравнения (12), (13) решались методом моментов [17]. 
С учетом того, что на поверхности острия (при zu  = 1/2 – 
xu 2/2) величины au  = xu  и bu  = 1, в качестве весовых функ-
ций на дуге границы при 0 £ xu  £ L были выбраны функ-
ции W i = J 0 (qi xu ), которые на отрезке 0 £ xu  £ L в пределе 
N ® ¥ образуют полную систему функций со скалярным 
произведением

, dW F WxF xi j i j

L

0
= u uy .

Тогда после умножения уравнений (12) и (13) скаляр-
но на функции Wi (i = 1, ..., N – 1) были получены 2N – 2 
линейных алгебраических уравнения с 2N неизвестными. 
Для нахождения однозначного решения добавлены еще 
два уравнения: приравнены к единице потенциалы снару-
жи и внутри острия на его вершине. В результате решения 
полученной системы 2N уравнений определялся потен
циал электрического поля во всем пространстве, норми-
рованный на единицу на вершине острия. 

Указанный выше выбор весовых функций позволяет 
удовлетворить в пределе N ® ¥ граничным условиям на 
поверхности острия при 0 £ xu  £ L. Величина L в расчетах 
выбиралась достаточно большой по сравнению с разме-
ром области, в которой проводились вычисления полей.

Наконец, следует еще раз обсудить логику получения 
выражений (8), (9) как единственного решения в окрест-
ности вершины острия и в зазоре между вершиной острия 
и плоскостью. Есть две причины возрастания электриче-
ского поля световой волны при приближении к вершине 
острия. Первая – это схождение световой волны, возбуж-
даемой в виде поверхностной плазмонной (симметрич-
ной относительно оси) ТМ моды [1], к вершине острия. 
Симметричное схождение поверхностной волны обуслав-
ливает формирование симметричного поля стоячей волны 
в окрестности вершины. Вторая причина – это возраста-
ние поля на вершине любого острия. В окрестности нано-
вершины применимо квазистационарное приближение, 
требующее чтобы электрический потенциал удовлетво-
рял уравнению Лапласа, общее решение которого дается 
формулой (6). Указанное возрастание поля и наличие его 
максимума на вершине однозначно выделяют из (6) един-
ственный вид решения для стоячей волны (7) с максиму-
мом поля на вершине. В случае одиночного острия реше-
ние дается единственным членом с фиксированным q. 
При наличии плоской границы полупространства полу-
чается ряд с различными значениями qj. Отметим, что, 
как показано в [18], ТЕ мода не может существовать на 
рассматриваемых в данной работе частотах. Там же при-
ведены доказательства применимости квазистационарно-
го приближения.

3. Исследование фокальных распределений 
электрического потенциала и электрического 
поля у вершины наноострия вблизи плоской 
поверхности материала

Численные расчеты были проведены для серебряно-
го острия вблизи плоской границы диэлектрического или 
металлического материала. Диэлектрическая проницае-
мость металла острия приближенно описывается форму-
лой Друде em = 1 – p

2w /(w2 + i wG ), где wp – плазменная ча-
стота металла, а G – коэффициент, учитывающий потери. 
Для серебра были выбраны параметры wp » 1.36 ́  1016 c–1 и 
G » 2 ́  1014 с–1 [19]. Удобно выражать em через нормиро-
ванную частоту wu  = w/wp и нормированный коэффициент 
поглощения g = G /wp по формуле em = 1 – 1/(wu 2 + iwu g). 
Для серебра g = 0.01471.

В настоящей работе исследовалось также распределе-
ние максимального значения электрического поля за пери-
од колебаний Ea по пространственным точкам плоскости 
xzu u. Метод вычислений заключался в следующем [20]. 
Сначала в рассматриваемой точке определялись комплекс-
ные компоненты Exu u  = –¶Fu /¶xu  и Ezu u  = –¶Fu /¶zu  комплекс-
ного вектора электрического поля. Затем находились дей-
ствительные составляющие компонент Re[Exu uexp(–iwt)] и 
Re[Ezu uexp(–iwt)] в некоторый момент времени t. И нако-
нец, вычислялось максимальное значение электрического 
поля за период

( ) ( )max Re exp Re expi iE E t E t
0 2

a
t

x z
2 2w w= - + -

G Gw p
u u
u u6 6@ @" ", , .

На рис.2,а и б показаны распределения модуля элек-
трического потенциала | |Fu  и максимального поля Ea для 
серебряного острия, расчитанные по описанному методу, 
на частоте wu  = 0.26053, соответствующей длине волны в 
свободном пространстве l = 532 нм, на которой проводи-
лись эксперименты в работе [1]. Острие находилось в сре-
де с ed = 1 на расстоянии Dzu = 0.5 (0.5R) от полупростран-
ства, заполненного диэлектриком с ep = 4. Распределения 
были нормированы на единицу в максимуме поля на вер-
шине острия. Распределение поля Ea (рис.2,б) в области 
вершины острия более детально показано на рис.2,в. Для 
сравнения на рис.2,г приведено распределение | |Fu  для 
одиночного острия без диэлектрического полупростран-
ства рядом.

Из сравнения рис.2,а и г видно, что наличие полупро-
странства с диэлектриком (граница z0u  = 1) усиливает фо-
кусировку поля в окрестности вершины. Таким образом, 
в экспериментах по сканированию поверхности микро
острием со сфокусированной поверхностной плазмонной 
волной на нановершине (для исследования рамановского 
рассеяния молекул на поверхности [1]) наличие полупро-
странства с диэлектриком усиливает нанофокусировку 
электрического поля в окрестности вершины острия и 
ближайшей от него точки на плоской границе.

На рис.3 приведены те же распределения, что и на рис.2, 
но на более высокой частоте (wu  = 0.62252). На рис.3,а по-
казано распределение модуля электрического потенциа-
ла | |Fu  для серебряного острия, расположенного на том 
же расстоянии Dzu = 0.5 от плоской границы полупро-
странства с ep = 4, на рис.3,б – распределение максималь-
ного поля Ea в области фокусировки, на рис.3,в – более 
детальное распределение Ea (рис.3,б) в области фокуса, на 
рис.3,г – распределение | |Fu  для одиночного острия.
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Из рис.3,г видно, что для одиночного острия первый 
узел потенциала с большой точностью соответствует точ-
ке с координатами xu  = 1, zu  = 0, для этого специально вы-
биралась частота wu  = 0.62252. На рис.3,а мы видим, что 
первый узел сместился ближе к фокусу, т. е. фокальное 
пятно при наличии диэлектрического полупространства 

оказалось меньше, а фокусировка стала чуть более острой. 
Очевидно, что это обусловлено более высокой диэлектри-
ческой проницаемостью полупространства (ep = 4 против 
ep = 1 для одиночного острия).

Также были проведены расчеты для серебряного ост
рия, расположеного над полупространством, заполнен-

Рис.2.  Фокальные распределения модуля электрического потенциала | |Fu  (а) и максимального поля Ea (б, в) для серебряного острия вбли-
зи плоской поверхности z0u  = 1 полупространства с ep = 4 на частоте wu  = 0.26053. Для сравнения показано распределение | |Fu  для одиноч-
ного острия (г).
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ным серебром, в той же геометрии на частоте wu  = 0.62252. 
На рис.4 показано распределение Ea в области фокуса. 
Видно, что нанофокусировка не исчезала при наличии ме-
таллической плоскости. Таким образом, метод исследо-
вания поверхности с помощью сфокусированной на нано-
вершине микроострия поверхностной плазмонной волны 
применим для исследования структур как на диэлектри-
ческой, так и на металлической поверхности.

4. Заключение

Разработан метод нахождения фокального распре
деления электромагнитного поля вблизи нановершины 
металлического микроострия. Результаты расчетов пока-
зали, что наличие плоской поверхности материала у вер-
шины острия несколько усиливает фокусировку. Установ
лено, что присутствие металлической поверхности вбли-

Рис.3.  То же, что и на рис.2, но для частоты wu  = 0.62252.
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зи острия не ухудшает его фокусирующих свойств; это 
позволяет исследовать рамановское (комбинационное) рас-
сеяние молекул, находящихся на плоской металлической 
поверхности в области фокусировки.
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