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1. Введение

Многие задачи волновой физики требуют анализа ре-
шений неинтегрируемых систем нелинейных дифферен-
циальных уравнений [1 – 8]. Его осуществлению способ-
ствует знание частных и приближенных аналитических 
решений этих систем. Адиабатическое приближение [9 – 12] 
весьма эффективно для построения аналитических реше-
ний широко распространенной в нелинейной оптике си-
стемы двух связанных нелинейных уравнений Шрединге
ра (НУШ), описывающих, в частности, взаимодействия 
двух кноидальных волн [13, 14], кноидальной волны со 
светлым [15] и темным [16] солитонами, а также кноидаль-
ной волны с рациональным солитоном [17], солитоном 
Кузнецова – Ма [18] и бризером Ахмедиева [19]. В работах 
[13 – 17] использовался упрощенный вариант построения 
решений в адиабатическом приближении, существенно 
упрощающий достаточно громоздкие аналитические фор-
мулы [18 – 20] и делающий их наглядными и удобными 
для практического применения на малых временах взаимо-
действия. Было установлено, что медленно меняющаяся 
компонента электрического поля распространяющейся 
волны вызывает амплитудную и частотную модуляцию 
быстро меняющейся компоненты, локализованную в об-
ласти изменения интенсивности первой.

В настоящей работе на примере взаимодействия двух 
кноидальных волн с существенно разными периодами 
проведено сравнение результатов применения адиабати-
ческого приближения [18 – 20] и его упрощенного вари
анта [13 – 17] и дана оценка временной границы области 
применимости последнего.

2. Адиабатическое взаимодействие  
эллиптически поляризованных компонент 
электрического поля

Реализуем адиабатическое приближение в задаче о 
распространении плоской эллиптически поляризованной 
электромагнитной волны через изотропную нелинейную 
гиротропную среду, которое описывается неинтегрируе-
мой системой НУШ [13 – 20]
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для медленно меняющихся амплитуд A±(z, t) ортогональ-
ных циркулярных компонент вектора напряженности элек-
трического поля. Здесь z – координата распространения; 
t – время в бегущей системе координат; параметр k2 = 
¶2k / ¶w2 ¹ 0 учитывает частотую дисперсию второго по-
рядка; k(w) – волновое число; w – несущая частота; s1 = 
4pw2 ( )

xyxy
3c /kc2 и s2 = 2pw2 ( )

xxyy
3c /kc2 заданы независимыми 

компонентами тензора локальной кубической нелиней-
ности ( ; , , )( )3c w w w w-t ; r0,1 = 2pw2g0,1/c2 определены через 
псевдоскалярные константы g0,1 линейной и нелинейной 
гирации.

Сравнение результатов применения адиабатического 
приближения и его упрощенного варианта удобно прове-
сти на примере результатов, полученных соответственно 
в работах [20] и [13], где найдены однотипные периодиче-
ские решения A±(z, t) = r±(t) exp(ik±z) системы (1) в клас-
се функций с разделяющимися переменными, амплитуды 
r±(t) которых удовлетворяют неинтегрируемой системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений
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где k± = k± "  r0. Пусть для определенности r+(t) изменяет-
ся медленно по сравнению с r–(t). Это дает возможность 
записать одно из периодических решений уравнения для 
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быстрой компоненты r–(t) в виде эллиптической функции 
Якоби [20]:

r–(t) = C–(t) dn[j–(t), m–], 	 (3)

где амплитуда C–(t) и мгновенная частота n–(t) = dj–(t)/dt – 
медленно меняющиеся с одинаковой скоростью функции; 
m– – свободный параметр. Подставляя (3) во второе урав-
нение системы (2) и пренебрегая производными dC–(t)/dt, 
d2C– /dt2 и d2j– /dt2 от медленно меняющихся функций, на-
ходим:
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В уравнении для медленной компоненты r+(t) адиабати-
ческое приближение позволяет усреднить быструю функ-
цию r–

2(t) по ее периоду T– = 2K( m–)/(dj– /dt). С учетом 
медленности функций C–(t) и dj–(t)/dt получаем

2 { ( ) [ ( , )]}dn dr T C t t t1
t

t

t T

1 1
2

1j m=-
-

- - -

+ -y

( ) ( )
( , )

d
d

dn dT
C t

t
t 2 ( )K2 1

2j
j m j=

j

j m

-

- -
-

- - -

+

-

--; E y
2

2( ) ( 2)( )
( ) [ ( ) ( )]
K

E r t2 2 2
2

1 1

1 2T

m m s r
m k s s

=
- +

+ +

- -

- - + .	 (6)

Здесь K( m–) и E( m–) – полные эллиптические интегралы 
первого и второго рода соответственно. После подста-
новки (6) в первое уравнение системы (2) оно становится 
независимым. Аналогично [20] получаем одно из его ре-
шений в виде

r+(t) = C+cn(n+t, m+),	 (7)

где
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cn(n+t, m+) – эллиптический косинус Якоби.
Выражение (7) определяет амплитудную и частотную 

модуляцию быстро меняющейся компоненты r–(t) (см. 
(3) – (5)).

В упрощенном варианте адиабатического приближе-
ния [13 – 17] компонента r+(t) на первом этапе считалась 
не медленно меняющейся, а полностью «замороженной». 
В этом случае вместо (3) имеем
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Подстановка (10) в (6), естественно, дает результат, 
совпадающий с (7) – (9). Таким образом, решения, полу-
ченные в ходе реализаций адиабатического приближения 
[20] и его упрощенного варианта [13], одинаково предска-
зывают модуляцию амплитуды и мгновенной частоты 
быстрой компоненты электрического поля, локализован-
ную в области изменения интенсивности медленно меня-
ющейся компоненты. Однако применение упрощенного 
алгоритма при больших временах взаимодействия волн 
может привести к появлению фазовых искажений (внеш-
не напоминающих хаотические изменения) из-за того, что 
фаза (5) при получении (10) находится приближенно:
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Оба алгоритма адиабатического приближения полностью 
эквивалентны на временах
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Именно при t < t0 в [13 – 17] наблюдалось регулярное по-
ведение быстрой компоненты электрического поля, а при 
t > t0 возникал режим нерегулярных изменений r–(t). 

Появление нарастающих со временем искажений при 
приближенном вычислении j–(t) иллюстрирует рис.1. При 
t £ t0 /8 зависимости r–(t), вычисленные в адиабатическом 
приближении (сплошные кривые) и при осуществлении 
его упрощенного варианта (штриховые кривые), практи-
чески совпадают, а в области t » t0 /2 их различие не пре-
вышает нескольких процентов. Отметим, что благодаря 

Рис.1.  Зависимости r–(t), вычисленные в адиабатическом прибли-
жении (сплошная кривая) и при реализации его упрощенного ва
рианта (штриховая кривая) для t £ t0 /8 (а) и вблизи t0 /2 (б) при 
t0 = 40, k2 = 1, s1 = –3, s2 = 1, r0 = 1, r1 = 0.2, Dk+ = 3.8, Dk– = 10, 
m+ = 0.6993, m– = 0.5.
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периодичности быстрой компоненты зависимость ее фазы 
(5) от параметров медленной компоненты в течение всего 
времени взаимодействия реализуется лишь в пределах по-
следнего периода изменения быстрой компоненты. Таким 
образом, на больших временах взаимодействия адиаба-
тическое приближение и его упрощенный вариант дают 
одинаковые результаты в самом начале каждого периода 
изменения быстрой компоненты. Фактически происхо-
дит сброс начала отсчета времени для каждого следую-
щего периода быстрой компоненты на нуль с пересчетом 
начальных условий для медленной компоненты.

Вычисленная в адиабатическом приближении для боль-
ших времен взаимодействия зависимость r–(r+) (актуаль-
ная для определения нелинейных связей в системе) имеет, 
в отличие от [13], регулярный вид (рис.2) и не выходит за 
изолинию потенциальной ямы, отвечающую начальным 
значениям r±(0).

3. Заключение

Адиабатическое приближение и его упрощенный ва-
риант дают одинаковые выражения для медленной ком-
поненты поля, предсказывают модуляцию амплитуды и 
мгновенной частоты быстрой компоненты, локализован-
ную в области изменения интенсивности медленной. Упро
щенный алгоритм позволяет получать правильные коли-
чественные результаты для фазы быстрой компоненты на 
временах t << t0, определяемой формулой (12), и каче-
ственные закономерности – до t £ t0. Основным преиму-
ществом упрощенного алгоритма является его нагляд-

ность и простота применения. При этом и строгий ва
риант адиабатического приближения достаточно легко 
реализуем по сравнению с методом многих масштабов 
[21 – 23], традиционно использующимся для решения ли-
нейных и нелинейных уравнений с известными медленно 
меняющимися параметрами. Если в уравнении для бы-
строй компоненты r–(t) (второе уравнение системы (2)) 
содержащий медленную компоненту множитель считать 
заданной функцией, то оно превратится в хорошо из-
вестное уравнение Дюффинга. Формулы (7) – (9) при этом 
окажутся его приближенным решением первого порядка, 
полученным в работе [24] методом многих (двух) мас
штабов.
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Рис.2.  Зависимость r– (r+) (жирная линия) и отвечающая началь-
ным значениям r±(0) изолиния потенциальной энергии (тонкая 
линия) при k2 = 1, s1 = –3, s2 = 1, r0 = 1, r1 = 0.2, Dk+ = 3.8, Dk– = 10, 
m+ = 0.6993, m– = 0.5.
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