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1. Введение

Основными методами ускорения электронов в плаз-
менной кильватерной волне являются ускорение в лазер-
ном кильватере (laser wake-field acceleration, LWFA) [1] и 
ускорение в плазменном кильватере (plasma wake-field 
acceleration, PWFA) [2]. Наиболее эффективный режим 
лазерно-плазменного ускорения – это так называемый ре-
жим плазменной полости [3]. В этом режиме интенсив-
ность лазера достаточно велика, что позволяет вытолк
нуть все электроны плазмы из первого полупериода плаз-
менной волны. При использовании метода PWFA также 
возможен режим плазменной полости, который достига-
ется в случае плотного релятивистского электронного 
сгустка [4]. В обоих методах кильватерная волна, свобод-
ная от электронов и называемая плазменной полостью, 
окружает драйвер (сгусток или лазерный импульс, воз-
буждающий волну), движущийся с околосветовой скоро-
стью сквозь плазму [5].

Ключевая особенность ускорения в режиме плазмен-
ной полости – генерация квазимоноэнергетичных элек-
тронных сгустков [6, 7], для которой необходимо подо-
брать правильную конфигурацию драйвера. Для дости-
жения этой цели основными направлениями теоретиче-
ского подхода являлась разработка аналитических моде-
лей [8] и вывод законов подобия [9, 10], которые широко 
протестированы при трехмерном моделировании мето-
дом «частиц в ячейках» (particle-in-cell, PIC) [11]. До не-

давнего времени исследовалась лишь однородная фоно-
вая плазма, но некоторые последние публикации посвя-
щены ускорению электронов в плазме с полым плазмен-
ным каналом [8, 12 – 15]. В них рассмотрены аналитиче-
ские модели для полей внутри и снаружи плазменной по-
лости в плазме с произвольным радиальным профилем 
концентраций частиц. К настоящему времени эти модели 
предсказывают следующие преимущества использования 
профилированной плазмы: 1) независимый контроль над 
фокусирующей и ускоряющей силами [12]; 2) возмож-
ность регулирования длины истощения лазерного им-
пульса и длины дефазировки, позволяющая улучшить 
прирост энергии электронов [13]; 3) добавление новых 
степеней свободы, которые помогают дополнительно ре-
гулировать измеряемые величины, такие как разброс по 
энергии частиц в электронном сгустке и доля захвачен-
ных частиц [13]; 4) компенсация дефокусировки реляти-
вистского лазерного импульса [6, 16, 17]; 5) возможность 
инжекции предускоренного электронного сгустка, для 
которого нет необходимости подбора параметров под 
сильное фокусирующее поле [8]; 6) возможность инжекти-
рования в плазменную полость электронного сгустка с 
таким профилем плотности, что он будет ускоряться в од-
нородном продольном электрическом поле, в то время 
как на него не будет действовать фокусирующая сила (это 
позволит поддерживать малый эмиттанс и разброс по 
энергии в случае, если сгусток не достигает стенок [15]).

В некоторых из этих работ, основанных на использо-
вании модели Лю [18], примененной к случаю плазменно-
го канала, получены первые аналитические модели для 
полей внутри плазменной полости в плазменном канале с 
произвольным поперечным профилем концентраций. 
Эти поля зависят от радиуса огибающей плазменной по-
лости rb (расстояния между электронным слоем и осью 
драйвера), который определяется достаточно сложным 
обыкновенным дифференциальным уравнением, завися-
щим от формы электронного слоя на границе полости. 
То, каким является профиль электронного слоя – прямо
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угольным [8, 18] или экспоненциальным [19], определяет 
окружающие полость поля, и это необходимо знать, в 
частности, при рассмотрении внешней инжекции элек-
тронных сгустков.

Во многих предшествующих работах (см., напр., [20, 
21]), посвященных случаю однородной плазмы, влияние 
электронного слоя не учитывалось, в то время как форма 
полости предполагалась идеально сферической. Первые 
модели режима плазменной полости получены с исполь-
зованием этого сильного приближения. В более деталь-
ной модели для поперечно-неоднородной плазмы Голо
ванова и др. [14] показано, при каких условиях выбор рас-
пределений плотностей тока и зарядов в электронном 
слое не влияет на форму плазменной полости. В работе 
[14] также обсуждены области параметров, при которых 
уравнение для огибающей плазменной полости предста-
вимо в простом виде, и показано, что эти области подоб-
ны для подобных параметров существенно различных 
профилей электронного слоя.

Из настоящей работы следует, что одна из областей 
параметров эквивалентна изначальному предположению 
о том, что электронный слой имеет нулевую толщину, а 
плотности тока и заряда в нем могут быть представлены 
как двумерные распределения поверхностных плотно-
стей. Сравнение с моделью с конечной толщиной элек-
тронного слоя показывает, что область параметров, для 
которых наше приближение справедливо, достаточно 
мала. Однако изменение масштаба продольной оси по-
зволяет осуществить переход к модели, соответствующей 
другому предельному случаю плазменной полости, когда 
электроны в граничном слое являются релятивистскими. 
Поскольку последняя модель часто находится в хорошем 
согласии с PIC-моделированием, использование нашей 
модели в сочетании с изменением масштаба координат 
позволяет получить наиболее простую модель плазмен-
ной полости в плазме с поперечной неоднородностью.

В предлагаемой модели электронный отклик на за-
данный драйвер, распространяющийся в плазме вдоль 
продольной оси z, рассматривается в квазистационарном 
приближении, использование которого обусловлено тем, 
что все интересующие нас процессы происходят за време-
на, много меньшие характерного времени эволюции 
драйвера. Как следствие, мы полагаем, что поля зависят 
только от x = ct – z [22]. В нашей модели координаты нор-
мированы на обратное плазменное волновое число kp

–1 = 
c/wp, скорости – на скорость света в вакууме c, заряды – 
на элементарный заряд e > 0, поля – на E0 = me cwp/e, а вре-
мя – на wp

–1. Здесь wp
2 = 4pe2n0/me – электронная плазмен-

ная частота, n0 – определенная концентрация, на которую 
нормированы как электронная концентрация ne(r), так и 
ионная плотность заряда rion(r). В частности, удобно 
предположить, что глубокий канал встроен в однород-
ную плазму. В этом случае в качестве n0 можно выбрать 
невозмущенную концентрацию однородной плазмы сна-
ружи канала.

В следующем разделе представлена модель плазмен-
ной полости с дельта-слоем в заранее сформированном 
плазменном канале, после чего полученные результаты 
сравниваются с результатами в работе [14].

2. Модель дельта-слоя в плазменном канале

При разработке модели дельта-слоя для плазменной 
полости, возбуждаемой сгустком частиц в глубоком плаз-

менном канале, следуя работе [8], разделим области с вы-
сокой концентрацией электронов (драйвер и ускоряемый 
сгусток) и области внутри полости, свободные от элек-
тронов (рис.1). В областях I (красный цвет) и III (черные 
точки) находятся драйвер и ускоряемый электронный 
сгусток соответственно. Поля в этих областях могут быть 
использованы для описания обратного воздействия гра-
ницы плазменной полости на электронные сгустки и их 
возможную самомодуляцию. Области II (бледно-крас
ный) и IV (синий) расположены снаружи драйвера и уско-
ряемого сгустка соответственно. В этих областях ток обо-
их сгустков влияет и на магнитное и на радиальное элек-
трическое поле. Следует отметить, что разработанная 
нами теория будет также справедлива и в случае лазерно-
го драйвера в областях, где отсутствует лазерный им-
пульс, поскольку форма плазменной полости в сильно не-
линейном режиме не зависит от типа драйвера.

Нормированная электронная плотность заряда (тока) 
в плазменной полости для релятивистских электронных 
сгустков, безразмерная продольная скорость которых 
примерно равна единице, записывается в виде 
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где xd,b – координаты передних фронтов драйвера и уско-
ряемого сгустка соответственно; ld,b  и Rd,b – их длины и 
радиусы.  Схема плазменной полости, которой соответ-
ствует распределение (1), показана на рис.1. Предпо
лагается цилиндрическая симметрия задачи. Если элек-
тронный сгусток, возбуждающий полость, имеет би-
гауссово распределение с характерными продольным и 

Рис.1.  Разбиение плазменной полости на пять областей: область, в 
которой электронные сгустки отсутствуют (0); область внутри 
электронного сгустка, возбуждающего полость (драйвера) (I); об-
ласть снаружи драйвера (II); область (точки) внутри ускоряемого 
электронного сгустка (III); область снаружи ускоряемого элек-
тронного сгустка (IV). Цветное изображение см. на сайте КЭ 
(http://www.quantum-electron.ru).
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поперечным размерами sx и sr соответственно, пределы 
соответствуют R 3d r. s  и l 3d . sx  . 

Ионы из-за своей большой массы остаются неподвиж-
ными в интересующих нас временных масштабах, в то 
время как их плотность rion(r) однородна по оси z. В пер-
пендикулярном к оси z направлении rion(r) зависит толь-
ко от радиальной координаты r (расстояния до оси). 
Распределения плотности тока Jz и плотности заряда r 
разделены на три области: внутренняя часть плазменной 
полости, граничный слой и область снаружи полости. 
Поскольку эти плотности и поля равны нулю снаружи 
полости, ограничимся случаем r G rb и запишем 

( , ) ( ) ( ) ( )S r J s r s r rion bz 0x r x d= - = + - .	 (2)

Этот источник внутри электронного слоя зависит только 
от x, а внутри плазменной полости (r < rb) S = S(r) = sion(r) 
= – rion(r).

Уравнение непрерывности в цилиндрической геомет
рии в квазистационарном приближении записывается как
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где c0 – произвольная постоянная. Здесь мы вводим ин
тегральный источник ( ) ( ) dS r s r r rI ion

r

0
= l l ly  и наблюдаем 

первое отличие от [8, 14], где было необходимо определе-
ние относительной толщины границы плазменной поло-
сти.

Если потенциалы кильватера выражены в терминах 
векторного потенциала A и кильватерного потенциала Y 
= j – Az, калибровка Лоренца ∂(rAr)/∂r = – r∂Y/∂x позво-
ляет получить нормированные уравнения Пуассона: 
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Из второго уравнения получим наиболее общий вид 
кильватерного потенциала: 
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Чтобы определить I и Y0 в каждой области плазменной 
полости, начнем с самой простой, а именно области ней-
тральной плазмы. В ней Y = 0 и r > rb, т. е. Y0 = –I. 
Поскольку I является радиальным интегралом по всем 
внутренним областям, то I = I1 + I2, где 
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Из уравнений (2) и (3) следует, что 
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Внутри плазменной полости 
r
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для r G rb и Y(x, r) = 0 для r > rb. Если сравнить выраже-
ние (10) для кильватерного потенциала с найденным в [8], 
то видно, что они практически идентичны, за исключени-
ем того, что функция b в [8], зависящая от толщины элек-
тронного слоя, в (10) отсутствует. Поскольку радиальная 
компонента векторного потенциала в нашей теории 
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также является производной от Y0, то вычисления сущест
венно упрощаются. Далее, 
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что приводит к следующему дифференциальному уравне-
нию для огибающей плазменной полости: 
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является интегралом от продольной плотности тока, соз-
данного электронными сгустками.

В более общей теории Голованова и др. [14] рассмо-
трено упрощенное дифференциальное уравнение для 
электронного слоя конечного размера с источником S(r > 
rb) = s0(x)g[(r – rb)/D]. Показано, что в общем случае суще-
ствуют два приближения, в рамках которых решение это-
го дифференциального уравнения не зависит от толщины 
D и профиля g электронного слоя. Области применимо-
сти этих приближений оказываются подобными для раз-
личных профилей. Можно показать, что при использова-
нии прямоугольного профиля электронного слоя g(x) = 
q(1 – x) , где q(x) – степ-функция Хевисайда, при малых D 
отличие точных значений (полученных численно) коэф-
фициентов A, B, C от их приближенных значений в рам-
ках приближения бесконечно тонкого слоя малы (рис.2).

В целом, авторы [14] выделяют два класса приближе-
ний тонкого слоя: приближение бесконечно тонкого слоя 
и релятивистское приближение. В первом случае D ® 0, 
так что справедливо соотношение D << | /( ( ) ( )) |r S r M 0b I b 1 , 
где 

3

( ) ( )dM x yg y y
x

1 = y .	 (16)
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Во втором случае выполняется соотношение D >> 
| /( ( ) ( )) |r S r M 0b I b 1 , которое физически соответствует тому, 
что электроны в слое на границе полости являются реля-
тивистскими (поэтому это приближение и называется ре-
лятивистским).

Если сравнить полученные в настоящей работе выра-
жения для коэффициентов (14) с полученными в работе 
[14], то видно, что наше предположение о двумерности 
электронного слоя соответствует первому приближению 
(приближению бесконечно тонкого слоя). Наше предпо-
ложение также эквивалентно выбору g(x) = d(x), для ко-
торого M1(0) = 0, и поэтому критерий D << | /( ( ) ( )) |r S r M 0b I b 1  
всегда выполнен.

Релятивистское приближение D >>  | /( ( ) ( )) |r S r M 0b I b 1 , 
D << rb, в котором коэффициенты A = –SI/2 и C = –SI/(2rb), 
не может быть получено в рамках нашего рассмотрения. 
Таким образом, область применимости приближения 
дельта-слоя ограничена областью параметров, показан-
ных темным цветом на pис.2. Однако, поскольку для лю-
бого заданного значения D можно найти достаточно 
большой размер плазменной полости rb, для которого ре-
лятивистское приближение будет выполнено, оно часто 
находится в хорошем соответствии с результатами PIC-
моделирования. Поэтому имеет смысл найти способ пре-
образовать уравнение (13) с коэффициентами (14) в урав-
нение в релятивистском приближении, для которого C = 
–SI/(2rb).

Такое преобразование возможно путем изменения 
масштаба продольной координаты / 2"x xu  и замены 
( ) ( )r rb b"x xu  и ( ) ( )2"x xL Lu u . Тогда b b( ) ( )r r2"x xl l u , 

b( ) ( )r r2"x xm m u , и уравнение (13) для электронного слоя 
принимает вид 
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u
u u; E ,	 (17)

что совпадает с результатом для релятивистского при-
ближения в случае | SI | >> 1.

3. Заключение

В работе показано, что предположение о наличии бес-
конечно тонкого двумерного электронного слоя на гра-
нице плазменной полости соответствует нерелятивист-
скому пределу модели с электронным слоем конечного 
размера. Поскольку большая часть результатов PIC-
моделирования соответствует релятивистскому прибли-
жению для электронного слоя конечного размера в [14], 
то наш подход допускает переход к более подходящей 
модели путем изменения масштаба оси x. Количественные 
отличия результатов, полученные с использованием на-
шей модели и модели с конечным размером слоя, показы-
вают, что область параметров, для которой наша модель 
справедлива, мала. В то же время она является самой про-
стой моделью плазменной полости в поперечно-неодно
родной плазме.

Настоящая работа в рамках разработки аналитиче-
ской модели частично поддержана РНФ (грант № 16-12-
10383 (И.Ю.К. и А.А.Г.), а также EU FP7 (проект EUCARD-2), 
Правительством РФ (проект № 14.B25.31.0008) и Про
граммой Президиума РАН «Экстремальное лазерное из-
лучение: физика и фундаментальные приложения».
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Рис.2.  Максимальное относительное отличие O коэффициентов А, 
B и С, вычисленных в приближении бесконечно тонкого слоя, от 
их точных значений, полученных численно, в пространстве пара-
метров rb и D для прямоугольного профиля электронного слоя и 
случая однородной плазмы. Сплошная линия соответствует уров-
ню 0.25.


