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1. Введение

Многие важные явления современной физики описы-
ваются нелинейными уравнениями, точные решения ко-
торых, к сожалению, в ряде случаев еще не найдены. В на-
стоящее время эффективным способом решения задач не-
линейной физики являются численные методы. Однако 
применение численных методов часто оказывается очень 
трудоемким, а полученные с их помощью решения не 
универсальны. В этой ситуации особенно полезными для 
задач нелинейной физики становятся приближенные ана-
литические решения. С их помощью возможны прибли-
женные решения прямых и обратных задач, эффективный 
анализ экспериментальных данных. В частности, для бозе-
эйншейновских конденсатов становится возможным вос-
становление из экспериментальных данных коэффици
ентов уравнения Гросса – Питаевского, например, опре-
деление модифицированого излучением коэффициента 
межатомного взаимодействия в бозе-конденсате [1].

В работе [2] на основе вариационного подхода был 
сформулирован метод получения приближенных анали-
тических решений 2D уравнения Гросса – Питаевского. 
Основное внимание уделялось динамической задаче раз-
лета бозе-газа после выключения магнитной ловушки. В 
настоящей работе с помощью предложенного в [2] метода 
получены приближенные аналитические решения стацио-

нарного 2D уравнения Гросса – Питаевского и исследова-
ны их свойства. Точность найденных приближенных ана-
литических решений определена в настоящей работе их 
сравнением с прямым численным решением стационар-
ного 2D уравнения Гросса – Питаевского.

2. 2D уравнение Гросса – Питаевского

Теоретический анализ бозе-конденсатов в настоящее 
время традиционно основывается на уравнении Гросса –
Питаевского [3]. Это уравнение стало особенно интенсив-
но изучаться после первых экспериментальных работ по 
созданию бозе-эйнштейновских конденсатов (БЭК) раз-
реженных газов [4, 5]. Настоящее исследование было так-
же инициировано работой [6], в которой проводилось 
сравнение экспериментальных данных и численных рас-
четов по разлету бозе-конденсата атомов рубидия после 
выключения магнитной ловушки. Трехмерное уравнение 
Гроccа – Питаевского для волновой функции конденсата 
Y (r, z, t ), r = (x, y) имеет вид [7]
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Здесь волновая функция нормирована на единицу; N – чис-
ло конденсированных частиц; V(r, z) = m ( x

2w x2 + y
2w y2 + 

z
2w z2)/2 – гармонический потенциал ловушки; wx, wy, wz – 

частоты колебаний атомов в ловушке; m – масса атома; 
U0 = 4p 2' a/m – межатомное взаимодействие; a – длина 
рассеяния s-волны.

Существенное упрощение возникает при решении 
2D  задачи. Например, для дископодобного конденсата 
с  частотами wz >> wx » wy и химическим потенциалом 
m < z'w , где
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движение по одной координате оказывается «заморожен-
ным». В этом случае волновая функция конденсата может 
быть представлена в виде [7]
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а Yr (r, t ) находится как решение 2D уравнения Гросса –
Питаевского
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где V(r) = 1/2 m ( x
2w x2 + y

2w y2), с нормировкой

( , ) 1dtr rr
2

R2
Y =y .

В настоящей статье мы ограничимся анализом 2D бо
зе-конденсатов, которые описываются уравнением (2). Для 
удобства будем рассматривать далее 2D уравнение Грос
са – Питаевского в безразмерном виде,
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Для сведения уравнения (2) к уравнению (3) в безраз-
мерных переменных необходимо провести замену t  = 
twx / s , r = x/rs и Yr (r, t ) = rs y (x, t); при этом коэффици-
енты уравнений связаны между собой следующим об
разом:

a1 = 1,    a2 = wy /wx,    s = (lx /rs)4,    s = ds5/4,

d = 2 /( )aN l l2 x zp ,   /( )l mx x' w= ,   /( )l mz z' w= ,	
(5)

где rs – характерный размер конденсата (в случае слабо 
взаимодействующего конденсата можно взять rs = O (lx)).

3. Вариационное решение задачи

Уравнение (3) может быть получено из стандартного 
действия (подробнее см. в [2])
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Введем представление

y(x, t) = ( , ) ( ( , ))exp iB t tx xj ,	 (8)

где B = (x, t) и j(x, t) – вещественные функции. Можно по-
казать, что H  содержит четные степени: B 2 (x, t) и B 4(x, t). 

Потенциал V(x) симметричен относительно отражений от 
координатных осей, поэтому функции j и B 2 также явля-
ются симметричными. Для фазы j ограничимся первыми 
членами разложения в ряд Маклорена,

( , )t x xx 0 1 1
2

2 2
2j j j j= + + ,	 (9)

а функцию B2 представим в виде

( , , ) ( , )B x x t Af B x B x2
1 2 1 1 2 2= .	 (10)

Здесь j0, j1, j2, A, B1, B2 – функции, зависящие от време-
ни; f (x) (x = (x1, x2)) – некоторая симметричная пробная 
функция, нормированная так, что нулевой момент и вто-
рые моменты равны единице:
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Примеры задания пробных функций f (x) рассмотрены 
в п.4.1.

Представления (9) и (10) позволяют заменить действие 
S  (6) для уравнения (3) на его конечномерную аппрокси-
мацию
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где гамильтониан
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Здесь константы C0, C1, C2 определяются через интегралы 
от функции f (x):
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Параметры P1, P2, Q1, Q2 связаны с функциями B (x, t) и 
j(x, t) следующим образом:
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где Q0 – нулевой момент; Q1, Q2 – соответствующие ха-
рактерные размеры функции B 2.

Гамильтониан H не зависит от R0, поэтому величина 
Q0 является интегралом конечномерной системы, задава-
емой (11), и совпадает с интегралом исходной непрерыв-
ной системы (3); в соответствии с нормировкой (4) Q0 = 
N  = 1. Уравнение (3) может быть сведено к конечномер-
ным уравнениям движения [2]
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которые получаются варьированием конечномерного дей-
ствия (11).

Таким образом, задача нахождения решения (8) сво-
дится к определению величин Q1, Q2, R1 и R2 по заданным 
параметрам задачи a1, a2, s, s. Параметры C0, C1, C2 зада-
ются формой нормированной пробной функции f (x) по 
формуле (13).

Для нахождения стационарного решения гамильтоно-
вой системы (11), (12) достаточно в уравнениях движения 
(15), (16) приравнять нулю производные по времени. Это 
дает равенство нулю импульсов, R1 = R2 = 0, и систему ал-
гебраических уравнений для размеров Q1 и Q2:
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Численное решение этих уравнений дает стационарные 
значения Q1, Q2, подстановка которых в выбранную проб-
ную функцию (10) дает искомое стационарное решение 
(см. п. 4.2):
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Стационарное значение химического потенциала m 
находим из уравнения
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Если задать параметры ловушки a1, a2 и размеры кон-
денсата Q1, Q2, то параметры s и s можно найти из формул
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Поскольку мы рассматриваем только положительные зна-
чения s и s, то не все комбинации исходных параметров 
соответствуют этому условию. Возможны две взаимои-
сключающие ситуации, при которых s и s положительны:
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Далее будем считать, что a2 C2  ³ a1 C1 , и рассматри-
вать первое условие из (21), дающее ограничение на отно-
шение размеров.

Воспользуемся гамильтонианом (12) вариационной 
формулировки задачи и введем обозначения для его ли-
нейной (l ), потенциальной (u) и нелинейной (n) частей:
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Подставив значения s и s в l, n и H, получим
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2 2 2 22H l n a Q a Q1 1 2 2u u= + + = = + .

Выражение для гамильтониана следует из вириального 
соотношения l + n = u, которое проверяется непосред-
ственно. Причем коэффициенты C0, C1 и C2 могут быть 
любыми положительными числами. Интересно, что вели-
чина H формально зависит от a1, a2 и Q1, Q2 и не зависит 
от значений s и s или C0, C1, C2.

Введем параметр n для отношения линейной и нели-
нейной частей гамильтониана:
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Эта формула позволяет по положительным парамет
рам a1, a2 и по положительному уровню нелинейности n 
и значению Q1 определить однозначную положительную 
величину Q2. Далее по формуле (20) можно найти s и s. 
При этом коэффициенты C0 и C1 определяются из вида 
нормированной пробной функции по формуле (13). Таким 
образом, с помощью параметра нелинейности можно 
удобно задавать различные нелинейные режимы для за-
данных параметров ловушки и размера конденсата. Ве
личина нелинейности диктует выбор пробной функции. 
Для средней нелинейности n = 1 в качестве пробной функ-
ции выберем гауссову функцию с соответствующими зна-
чениями C0 и C1. Для сильно нелинейного случая, когда 
верно приближение Томаса – Ферми, возьмем в качестве 
пробной супергауссову функцию.

4. Пробные функции

В качестве аналитических пробных функций рассмот
рим функцию Гаусса, функцию Томаса – Ферми уравне-
ния Гросса – Питаевского с гармоническим потенциалом 
и супергауссову функцию [8].

4.1. Нормированные пробные функции

Нормированная вариационная функция Гаусса имеет 
вид

( )
2
expf 1

2vG

2

p
x

x
= -c m,

где 1
2

2
2x x x= + . Константы C0 и C1 таковы:

4
C 1
0 p= ,   C C

4
1

1 2= = .	 (24)

Эта функция наиболее распространена в вариационном 
методе, поскольку позволяет вычислять большинство ин-
тегралов в явном виде.

Решение Томаса – Ферми широко используется для 
описания БЭК. В нормированном виде это решение есть
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Поскольку для этого приближения членами с лапласиа-
ном пренебрегают, то в дальнейших вычислениях можно 
положить C1 = C2 = 0; таким образом, для вычислений 
имеем

9
,C 2

0 p=    C C 01 2= = .	 (26)

В случае сильной нелинейности приближение Томаса –
Ферми работает хорошо, но имеет сингулярности. Поэтому 
в [9] предлагалось использовать гладкие приближения, 
которые получаются с помощью разложения показателя 
степени для экспоненциального представления функции 
Томаса – Ферми.

Рассмотрим супергауссову функцию, которая являет-
ся гладкой. Выбор свободного параметра k позволяет до-
статочно хорошо приблизить ее к функции Томаса – Ферми 
из условия, что значения в нуле нормированных функций 
Томаса – Ферми и супергауссовой совпадают. Нормиро
ванная супергауссова функция имеет следующий вид:
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где G – гамма-функция; параметр k > 0. При k = 1/2 полу-
чаем нормированную функцию Гаусса.

Соответствующие константы таковы:
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Численно найдем значение k* = 0.2791 из условия
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которому соответствуют константы

C0 = 0.0721,   C1 = 0.2986.	 (27)

Отметим также, что параметр k можно выбирать из 
других критериев близости супергауссовой функции и 
функции Томаса – Ферми. Например, можно выбрать та-
кое значение k, чтобы четвертые моменты решения этих 
двух функций совпадали. В этом случае для вероятност-
ных распределений говорят, что их эксцесс одинаков. 
Для функции Гаусса эксцесс равен нулю.

4.2. Приближенные аналитические решения

В п.4.1 были представлены пробные функции в нор-
мированном виде. Здесь же мы приведем приближенные 
аналитические решения, получаемые с помощью этих 
нормированных функций. Учитывая формулу (19) и фор-
мулы для нормированных пробных функций, получим 
следующие приближения:

вариационная функция Гаусса:
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супергауссова функция:

( , ) ( , )x x f x xsG sG1 2 1 2f = ,	 (29)

где
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	 k* = 0.2791;

приближение Томаса – Ферми:
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Непосредственной проверкой можно показать, что ва
риационный метод дает в точности такой же результат, 
как и стандартное приближение Томаса – Ферми:
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где m = /a a1 2 ps  находится из нормировки (4).
Отметим, что величины Q1 и Q2 из вариационного ре-

шения в данном случае совпадают со стандартными опре-
делениями размеров облака:

Q1 = s1= x x1 1
2-^ h ,  ,Q x x2 2 2 2

2s= = -^ h

где

( ) ( ) ( , ) df f tx x x x2

R2
/ yy .

5. Сравнение аналитических и численных 
решений

Для численного нахождения стационарного решения 
yst(x) = f (x) уравнения (3), соответствующего минималь-
ному уровню энергии, мы использовали метод мнимого 
времени [10] и схему стабилизирующей поправки [11] с 
итерационным уточнением.

В данном разделе сравниваются результаты, получен-
ные с помощью численного и вариационного методов, 
для слабоанизотропной ловушки. Показано, как ведут 
себя вариационные приближения. Кроме того, мы прове-
ли сравнение численного решения и решения, полученно-
го с использованием функции Гаусса, которая является 
аналитическим решением соответствующей линейной за-
дачи (в уравнении (3) коэффициент s = 0)

2 2

( , ) expx x
s

a a

s

a x a x

2
G 1 2 4

1 2
4

1 1 2 2

p
f = -

+e o,	 (31)

поскольку эта функция часто используется для оценки ре-
шения на практике.

Численные эксперименты построены в терминах ин-
тегрального уровня нелинейности [n] vG = [l/n] vG (см. фор-
мулу (23)). Такой подход позволяет более корректно и на-
глядно определить тип уравнения (сильно-, слабо- или 

7    Квантовая электроника, т. 47, № 5
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средненелинейное) и показать возможности использова-
ния вариационного метода.

Во всех численных экспериментах параметры потен-
циала ловушки a1 = 1, a2 = 2. Задача решалась в области 
S2 = [–6.6]´[–4.4].

Проведено также сравнение результатов прямого чис-
ленного моделирования с представленными выше при-
ближенными аналитическими решениями: вариационной 
функцией Гаусса fvG (x1, x2) (28); супергауссовой функци-
ей fsG (x1, x2) (29); функцией Томаса – Ферми fTF (x1, x2) и 
функцией Гаусса, являющейся точным решением линей-
ной задачи, f G (x1, x2) (31).

Поведение профилей плотности решения ( , )x xst 1 2
2y  = 

( , )x x1 2
2f  показано на рис.1 – 3.

На рис.4, 5 представлено поведение относительных оши-
бок для различных интегральных характеристик (разме-
ров Q1, Q2, гамильтониана H  и химического потенциала 
системы m) в случае разных решений в зависимости от 
уровня нелинейности n vG = [l/n] vG. Относительная ошиб-
ка вычислялась следующим образом. Например, для ва-
риационной гауссовой функции значение errQ1 находи-
лось по формуле

,
100

max
err

Q Q

Q QvG
vG ns

vG ns

Q
1 1

1 1
1 #=

-

^ h
%,

где индекс «ns» соответствует численному решению. Для 
остальных видов функций относительная ошибка рассчи-
тывалась аналогично.

Результаты сравнения вариационного подхода и пря-
мого численного моделирования, представленные в дан-
ном разделе, можно использовать следующим образом. 
По коэффициентам уравнения (3) найти значения параме-
тров Q1, Q2 и затем определить уровень нелинейности в 
терминах вариационной функции Гаусса (n) vG = [l/n] vG. 
По этому значению выбрать соответствующую пробную 
функцию (ориентируясь на представленные результаты 
сравнения: в слабонелинейном и средненелинейном слу-
чаях – на вариационную гауссову функцию, в сильнонели-
нейном случае – на супергауссову функцию или прибли-
жение Томаса –Ферми) и построить вариационное при-
ближение. Далее использовать его для предварительной 
оценки решения, задания начального приближения для 
итерационного процесса или для оценки интегральных 
параметров (которые, как мы видим из численных экспе-
риментов (рис.4, 5), с высокой точностью приближаются 
с помощью вариационного подхода).

Отметим также существенную роль анизотропии, ко-
торая проявляется в смещении области применимости 
пробных функций в зависимости от продольного и попе-
речного размеров ловушки. Для Q1 точки пересечения кри-

Рис.1.  Профили плотности решения в случае слабой нелинейности: [l /n] vG = 10 ( [l / n] ns = 10.078). Цветные варианты рис.1 – 3 помещены 
на сайте нашего журнала http://www.quantum-electron.ru.

Рис.2.  Профили плотности решения в случае среднесильной нелинейности: [l /n] vG = 1 ( [l /n] ns = 1.067).
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вых ошибок для пробных функций приходятся на мень-
ший уровень нелинейности (для большего значения об-
ратной нелинейности) по сравнению с соответствующи-
ми точками для Q2.

Кроме того, предложенный подход может быть ис-
пользован и для оценки информации о задаче. Например, 
используя формулу (20), по заданным размерам конден-
сата Q1, Q2 и параметрам удерживающей ловушки a1, a2  
можно восстановить значения коэффициентов s, s, на-
прямую связанные с числом частиц и межатомным взаи-
модействием (см. формулу (5)).

6. Выводы

Получены приближенные аналитические решения и 
формулы, связывающие интегральные характеристики 
стационарных бозе-конденсатов (характерные масшта-

бы, гамильтониан и химический потенциал, число ча-
стиц) с параметрами уравнения (частоты колебаний ато-
мов в ловушке, параметр нелинейности). Полученные ана-
литические соотношения позволяют решать как прямую 
задачу определения характеристик бозе-конденсата по 
параметрам уравнения Гросса – Питаевского, так и об-
ратную задачу восстановления параметров уравнения по 
некоторым заданным характеристикам задачи, например  
по заданным размерам облака.

Представленный метод является эвристическим, по
этому точность найденных приближенных аналитиче-
ских функций (гауссовой, супергауссовой и решения То
маса – Ферми) проверена сопоставлением с численным 
решением 2D уравнения Гросса – Питаевского. Сравне
ние было проведено для различных уровней нелинейно-
сти и показало, что использование решения линеаризо-
ванного уравнения и решения Томаса – Ферми ограничено 

Рис.3.  Профили и плотности в случае сильной нелинейности: 	[l/n] vG = 0.1 ( [l/n] ns = 0.13).

Рис.4.  Зависимости относительной ошибки по размерам errQ1
 (а) и errQ2  (б) от параметров нелинейности (n) vG = [l/n] vG.

Рис.5.  Зависимости относительной ошибки гамильтониана errH  (а) и химического потенциала errm  (б) от параметров нелинейности 
(n) vG = [l /n] vG.
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соответственно слабой и очень сильной нелинейностями. 
В то же время для промежуточных значений параметра 
нелинейности вариационный подход на основе гауссовой 
и супергауссовой функций демонстрирует бóльшую точ-
ность. Кроме того, для рассмотренных значений параме-
тра нелинейности супергауссова функция с фиксирован-
ной степенью дает бóльшую точность, чем решение То
маса – Ферми. Для пробных функций на сравнительную 
точность существенно влияет анизотропия. Приближение 
Томаса – Ферми становится лучше линейного приближе-
ния при большем уровне нелинейности и меньшем попе-
речном размере.

Отметим также, что можно выбирать и другие проб-
ные функции, кроме предложенных в данной работе, на-
пример экспоненциальные приближения для решения То
маса – Ферми [9]. В первом порядке это приближение со-
впадает с функцией Гаусса, а в высшем весьма близко к 
решению Томаса – Ферми в нулевой точке. Кроме того, 
можно использовать и рациональные функции с ком-
пактным носителем [12], хотя они, как и решение То
маса – Ферми, имеют сингулярности.
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