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1. Введение

Характеристики электронных сгустков при лазерно-
плазменном ускорении в значительной степени определя-
ются способом инжекции электронов в ускоряющую сис-
тему. Из ранее известных методов ввода электронов в уско-
ряющую кильватерную волну можно назвать оптические 
[1, 2], ионизационные [3, 4], а также самоинжекцию элек-
тронов в кильватерную волну лазерного импульса при про-
хождении им скачка плотности плазмы [5, 6] или вслед-
ствие нелинейной динамики лазерного импульса, распро-
страняющегося в плазме в так называемом bubble-режиме 
[7 – 9]. 

Настоящая работа посвящена исследованию метода 
инжекции электронов в кильватерную волну, генерируе-
мую лазерным импульсом в плазме, который основан на 
генерации электронных сгустков, возникающих при взаи-
модействии этого же лазерного импульса с границей плаз-
мы. Впервые этот метод рассмотрен в работе [10], в кото-
рой посредством численного моделирования было обна-
ружено, что при прохождении лазерного импульса ультра-
релятивистской интенсивности через границу разреженной 
плазменной мишени возникают ультракороткие сгустки 
электронов с большой энергией, причем этот процесс яв-
ляется квазиодномерным.

На этом основании в работах [11 – 13] в рамках одно-
мерной геометрии предложена физическая модель, позво-
ляющая описать процесс генерации сгустков электронов 
при взаимодействии лазерного импульса с резкой грани-
цей плазмы. Показано, что в режиме, рассмотренном в ра-
боте [10], генерация сгустков электронов возможна лишь 
тогда, когда после взаимодействия с лазерным импульсом 
энергия продольных осцилляций электронов Eos достига-

ет определенного значения. Пороговой энергией осцил-
ляций для генерации сгустков электронов является вели-
чина Eos th = Ee / /V c1 gr

2 2
- , где Ee – энергия покоя элек-

тронов, Vgr – групповая скорость лазерного импульса.
Однако при теоретическом анализе процесса генерации 

сгустков электронов, выполненном в работах [11 – 13], для 
упрощения предполагалась малая «надпороговость» ис-
следуемого процесса (Eos – Eos th << Eos th), что позволило при 
изучении процесса фор мирования электронных сгустков 
в результате воздействия лазерного импульса на плазму 
не учитывать те электроны, которые вылетают за пределы 
ионного фона. На основе полученных результатов было 
установлено, что при определении заряда сгустка разли-
чие между теоретичес ким предсказанием и результатами 
моделирования увеличивается с ростом энергии осцилля-
ции электронов и при условии Eos – Eos th ~  Eos th становит-
ся весьма заметным. Можно предположить, что механизм 
самоинжекции электронов плазмы в кильватерную волну 
лазерного импуль са при большой «надпороговости» про-
цесса генерации сгустков электронов имеет более слож-
ный характер, чем предполагалось в работах [11 – 13].

Цель настоящей работы – детальное изучение процес-
са генерации сгустков электронов лазерным импульсом, 
взаимодействующим с полуограниченной плазмой, и вы-
явление особенностей процесса аккумулирования различ-
ных групп электронов в генерируемый лазерным импуль-
сом сгусток при значительном превышении их полной 
энергии осцилляций над пороговым значением.

2. Физико-математическая модель  
взаимодействия лазерного импульса  
с полуограниченной плазмой

Рассмотрим полуограниченную плазму, в которой 
подвижной является лишь ее электронная компонента, а 
ионы образуют неподвижный однородный положитель-
но заряженный фон. Резкая граница плазмы совпадает с на-
чалом координат оси z. Вдоль положительного направле-
ния оси z через границу плазмы проходит короткий одно-
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мерный лазерный импульс циркулярно поляризованного 
электромагнитного излучения с частотой w0, много боль-
шей плазменной частоты wp. Будем считать, что форма 
огибающей лазерного импульса по мере его продвижения 
в плазму на пространственных масштабах, представляю-
щих интерес для рассматриваемой задачи, не меняется. 
Это соответствует квазистатическому приближению, в ко-
тором драйвер, вызывающий движение электронов, эво-
люционирует на временном масштабе, значительно боль-
шем, чем отклик электронов плазмы. Отсюда следует, что 
при постоянной скорости Vgr распространения лазерного 
импульса в однородной плазме его воздействие на каждый 
последующий электрон полностью аналогично воздей-
ствию на предыдущие электроны.

В одномерной геометрии при циркулярной поляриза-
ции электромагнитных волн лазерного излучения продоль-
ное движение электронов вдоль оси z не имеет высокочас-
тотной составляющей и описывается уравнениями
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где A(z, t) – амплитуда огибающей векторного потенциа-
ла лазерного импульса; j(z, t) – скалярный потенциал 
поля разделения зарядов; P и u – импульс и скорость элек-
трона; e и m – его заряд и масса.

Поле разделения зарядов возникает вследствие воз-
действия лазерного импульса на электроны, в результате 
которого каждый электрон смещается от своего первона-
чального положения равновесия z0. По окончании взаи-
модействия с лазерным импульсом электрон переходит в 
режим движения свободного осциллятора с центром осцил-
ляций z0. Важно отметить, что на первоначальном этапе 
движения электронов порядок их взаимного расположе-
ния сохраняется, и при неизменных характеристиках ла-
зерного импульса фоновые электроны плазмы после воз-
действия на них лазерного импульса движутся по траек-
ториям, которые являются подобными, но имеют между 
собой некоторый сдвиг по времени. Этот сдвиг обуслов-
лен расстоянием z0 от границы плазмы, на котором нахо-
дился в плазме данный электрон до воздействия на него 
лазерного импульса.

Для дальнейшего математического анализа движения 
электронов, которые образуют генерируемый лазерным 
импульсом сгусток, примем ограничение относительно ха-
рактера движения электронов, состоящее в том, что элек-
троны плазмы выходят из-под воздействия лазерного им-
пульса раньше, чем пересекают границу ионного фона. 
Это означает, что лазерный импульс должен быть доста-
точно коротким. На рис.1 для наглядности показан при-
мер расчета взаимодействия с электронами плазмы лазер-
ного импульса цир кулярно поляризованного излучения с 
огибающей, зависимость которой от времени может быть 
представлена в виде a = a0 cos2(t/t)sgn(pt/2 – |t|), где a0 = 
|e|A0 /(mc2) = 7.867 – безразмерная амплитуда векторного 
потенциала; t – длительность лазерного импульса, соот-
ветствующая его длительности на половине высоты 
tFWHM = 1.143t = 12 фс. При этом было принято, что груп-

повая скорость Vgr распространения лазерного импульса в 
плазме соответствует гамма-фактору gph = 1/ /V c1 gr

2 2
-  = 

5. Концентрация плазмы n0 определяется из соотношения 
w0 /wp = gph = 5, где wp = 4 /e n m2

0p  – плазменная частота; 
w0 – частота высокочастотного заполнения лазерного им-
пульса, соответствующая длине волны l0 = 1 мкм. Как 
следствие, получаем t = 3.956 p

1w- . На рис.1 в зависимости 
от безразмерной координаты kpz, где kp = wp /c, показаны 
векторный потенциал |e|A /(mc2) лазерного импульса, ге-
нерируемый им в плазме потенциал |e|j /(mc2) поля разде-
ления зарядов и распределение на фазовой плоскости z, P 
выделенного семейства электронных макрочастиц (точки), 
располагавшихся в плаз ме с шагом kpDz0 = 0.1 до воздей-
ствия лазерного импульса. Из-за большой концентрации 
электронных мак рочастиц на некоторых участках их рас-
пределение слилось в сплошную линию.

Данный рисунок соответствует моменту времени, при-
нятому для процесса взаимодействия лазерного импульса 
с плазмой за нулевую точку отсчета на временной шкале 
(t = 0). В этот момент времени крайний левый электрон 
плазмы в своем обратном движении после воздействия на 
него лазерного импульса выходит на границу ионного 
фона, и дальнейшее его движение происходит в области 
пространства вне ионного фона. Видно, что при выбран-
ных параметрах лазерного импульса его воздействие на 
движение данного электрона при t = 0 отсутствует, а сле-
довательно, принятое выше ограничение выполняется. 
Оценки, проведенные в работе [12], показали, что при реля-
тивистской скорости движения электронов в продольном 
направлении после воздействия на них лазерного импуль-
са, у которого Vgr » c, принятое ограничение выполня-
ется, если длина лазерного импульса не превышает ам-
плитуды вызванных им продольных осцилляций электро-
нов.

Принятое ограничение существенно облегчает мате-
матический анализ движения электронов, поскольку, ког-
да электрон освобождается от воздействия лазерного им-
пульса, можно считать, что он представляет собой сво-
бодный плазменный осциллятор. Таким образом, после 
прохождения лазерного импульса по плазме позади него 
возникает система свободных плазменных осцилляторов с 
одинаковой для всех электронов полной энергией Eos, ве-
личина которой определяется амплитудой векторного 

Рис.1. Распределения вдоль оси z векторного потенциала лазерно-
го импульса |e|A/(mc2) (штриховая кривая), кильватерного потен-
циала |e|j/(mc2) (сплошная кривая) и распределение на фазовой 
плоскости z, P электронных макрочастиц (точки) в момент wpt = 0. 
Па раметры лазерного импульса: a0 = |e|A0 /(mc2) = 7.867, tFWHM = 
12 фс, gph = 1/(1 – Vgr

2 /c2)1/2 = 5, l0 = 1 мкм.
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потенциала лазерного импульса a0 = |e|A0 /(mc2), его ха-
рактерной длительностью t, гамма-фактором gph = 
1/ /V c1 gr

2 2
-  и концентрацией плазмы n0.

Уравнение движения такого осциллятора имеет вид

4 ( )
d
d
t
P e n z z2

0 0p=- - , (3)

где сила, действующая на электрон, определяется исклю-
чительно полем разделения зарядов

Ez = 4p|e|n0(z – z0), (4)

возникающим из-за того, что электрон смещается от сво-
его положения равновесия z0. Уравнение (3) имеет инте-
грал, который соответствует закону сохранения энергии

m c c P2 4 2 2
+  + 2pe2n0(z – z0)2 = Eos. (5)

Принцип подобия траекторий электронов сохраняет-
ся до тех пор, пока электроны не пересекают границу 
ионного фона z = 0. Если электрон выходит за пределы 
ионного фона, то электрическое поле, возвращающее его 
в первоначальное положение, определяется формулой

Ez = – 4p|e|n0z0, (6)

и соответствующий интеграл уравнения движения имеет 
вид

m c c P2 4 2 2
+  + 2pe2n0( z0

2  – 2zz0) = Eos. (7)

Формулы (5) и (7) позволяют точно выписать в интег-
ральном виде траекторию любого электрона плазмы в лю-
бой точке пространства и в любой момент времени после 
окончания его взаимодействия с лазерным импульсом и 
до начала процесса перемешивания электронов. Однако 
далее удобнее пользоваться записью для траекторий элек-
тронов, которая представляет собой сразу совокупность 
всех траекторий фоновых электронов плазмы, различаю-
щихся между собой величиной координаты z0 их центров 
осцилляций:

t = ( , ) ( )
V
z

c I z z T z1
gr
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0 0+ + , (8)

где введены обозначения

cTlft(z0) = –2I(z0, z0 – Am)  при  z0 ³ Am, (9)

cTlft(z0) = –2I(z0, 0) – 2Ivac(z0)  при  z0 < Am,      (10)
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Здесь выражение I(z, z0) соответствует движению элек-
трона в области ионного фона; Ivac(z0)  – вне области ион-
ного фона после пересечения электроном границы z = 0;   

zbn(z0) = z0  /2 – (Eos – mc2)/(z04pe2n0) – координата макси-
мального отклонения в область z < 0 электрона, который 
до воздействия на него лазерного импульса находился в 
точке z0 < Am; Tlft(z0) – общая длительность интервала 
времени, необходимого электрону, чтобы совершить осцил-
лирующее движение влево из своего центра осцилляций 
z0 и вернуться снова в z0 с учетом пересечения границы 
ионного фона; Am = / 2E mc e nos

2 2
0p-^ ^h h  – амплитуда 

осцилляций электронов, не покидающих область, заня-
тую ионным фоном.

Формула (8) описывает траектории в области z > 0 
всех электронов плазмы как свободных осцилляторов в 
тот промежуток времени, когда электроны вновь движут-
ся в направлении распространения лазерного импульса, 
но находясь уже вне области пространства, занимаемой им, 
и не взаимодействуя с ним. Константа интегрирования в 
формуле (8) в соответствии с рис.1 определена из условия, 
что тот электрон, у которого центр осцилляций совпада-
ет с началом координат (z0 = 0), в момент времени t = 0 на-
ходится в своем центре осцилляций и движется влево, т. е. 
вовне ионного фона. Все прочие электроны плазмы начи-
нают свое движение по подобной траектории (до пересе-
чения границы плазмы) с запаздыванием z0 /Vgr, опреде-
ляемым положением их центра осцилляций.

Формулы (8) – (12) отражают то обстоятельство, что по 
характеру траекторий электроны плазмы разделяются на 
две группы – те, которые в процессе своего движения пе-
ресекают границу ионного фона, и те, которые ее не пересе-
кают. Когда электрон пересекает границу плазмы, то 
даже при сохранении порядка электронов его траектория 
перестает быть подобной траекториям электронов, кото-
рые не пересекали границу ионного фона. После того как 
данный электрон пересечет границу ионного фона вновь 
в обратном направлении, подобие его траектории траек-
ториям электронов, не пересекавших границу, восстанав-
ливается. Однако при этом изменяется величина сдвига 
по времени относительно траекторий, подобных ему.

3. Опрокидывание кильватерной волны 
и самоинжекция электронов

Совокупность движений отдельных электронов плаз-
мы как плазменных осцилляторов образует продольную 
электромагнитную плазменную волну. Плазмен ная вол-
на в безграничной плазме, в которой пренебрегается те-
пловым движением заряженных частиц, является собствен-
ной модой продольных одномерных электромагнитных 
колебаний холодной плазмы, если амплитуда плазменной 
волны или амплитуда колебаний электронов не превыша-
ет некоего предельного значения [14]. При этом плазмен-
ная волна имеет регулярный характер, т. е. распространя-
ется в плазме без изменения своей формы с постоянной 
фазовой скоростью Vph.

В настоящей работе осцилляции электронов плазмы, 
а значит, и плазменная волна, возбуждаются лазерным 
импульсом. По этой причине ее называют кильватерной 
волной. Как было показано выше, не выходящие за гра-
ницу ионного фона электроны плазмы, по крайней мере 
на начальном этапе своего движения, имеют подобные 
траектории при условии, что форма и скорость лазерного 
импульса, возбуждающего движение плазменных электро-
нов, остаются неизменными. Если подобие траекторий 
электронов сохраняется в течение полного цикла их осцил-
ляций, то в плазме вслед за лазерным импульсом будет 
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возникать регулярная плазменная волна, распространяю-
щаяся с фазовой скоростью, равной групповой скорости 
импульса: Vph = Vgr. Из результатов исследования, прове-
денного в работах [12, 13], следует, что условие возникно-
вения регулярной кильватерной волны может быть пред-
ставлено в виде

Eos < Eos th = mc2gph. (13)

В случае невыполнения условия (13), т. е. при Eos > 
Eos th = mc2gph, подобие траекторий электронов, даже не 
выходящих за границу ионного фона, с некоторого мо-
мента времени будет нарушаться. Это происходит из-за 
пересечения траекторий электронов плазмы в процессе их 
движения. Пересечение траекторий при нарушении усло-
вия (13) происходит позади лазерного импульса и начина-
ется в окрестности первого минимума кильватерного по-
тенциала. Поэтому уже в первом периоде осцилляций элек-
тронов после лазерного импульса профиль плазменной вол-
ны становится нестационарным, или, как говорят, киль-
ватерная волна опрокидывается.

Пересечение траекторий электронов приводит к тому, 
что первоначальный порядок их взаимного расположе-
ния нарушается, т.е. электроны перемешиваются. Переме-
шивание электронов вызывает появление в плазме обла-
стей, в которых концентрация электронов имеет сингу-
лярный характер. В результате перераспределения заря-
дов в плазме плазменные поля изменяются таким образом, 
что отдельные группы электронов из областей сингуляр-
ности их концентрации переходят в режим ускорения в 
кильватерной волне лазерного импульса, т. е. самоинжек-
тируются в ускоряющее кильватерное поле, образуя тем 
самым сгенерированный лазерным импульсом электрон-
ный сгусток. Таким образом, процесс генерации сгустков 
электронов имеет пороговый характер.

Явление опрокидывания кильватерной волны лазерно-
го импульса, распространяющегося в разреженной плазме, 
для которой gph >> 1, и сопутствующее явление самоин-
жекции электронов в кильватерную волну с их захватом в 
ней происходят при условии, что полная энергия осцил-
ляций плазменных электронов на порядок превышает их 
энергию покоя Ee = mc2. Следовательно, генерация сгуст-
ков электронов требует ультрарелятивистской интенсив-
ности лазерного импульса a0 = |e|A0 /(mc2) ~ 10. Про-
веденные в работах [11 – 13] расчеты для одномерной гео-
метрии подтверждают эту оценку.

Рассмотрим процесс самоинжекции электронов в киль-
ватерное поле лазерного импульса более конкретно. Полу-
ченное выражение (8) для траекторий электронов позади 
лазерного импульса полностью и точно описывает дви-
жение всех электронов плазмы после прохождения в ней 
лазерного импульса при любом значении энергии осцил-
ляций Eos, но только до начала процесса пересечения тра-
екторий электронов. Теоретический анализ, проведенный 
в работах [12, 13], показал, что при небольшом превыше-
нии порога генерации сгустка электронов (Eos – Eos th << 
Eos th) процесс пересечения траекторий электронов, их пе-
ремешивания и захвата электронов в ускоряющее кильва-
терное поле начинается с того электрона, который при ус-
ловии резкой границы плазмы находился до воздействия 
на него лазерного импульса в глубине плазмы на рассто-
янии z0 ld = Am, т. е. равном амплитуде осцилляций элек-
трона при заданном значении полной энергии осцилля-
ций Eos. Этот электрон получил название электрона-ли-

дера, т. к. он первый в головной части сгенерированного 
лазерным импульсом электронного сгустка. Сообразно 
своему начальному местоположению электрон-лидер лишь 
касается границы ионного фона, но ее не пересекает. 
Электроны, начальное положение которых z0 < Am, при 
условии Eos – Eos th << Eos th составляют пренебрежимо ма-
лую часть захваченного сгустка и ранее в работах [12, 13] 
не учитывались.

В рассматриваемом нами случае большой «надпоро-
говости», которую определим условием Eos – Eos th » Eos th, 
ответ на вопрос, какой электрон будет лидером в элек-
тронном сгустке, генерируемом лазерным импульсом, не 
является очевидным. Условие пересечения траектории лю-
бого электрона с траекторией соседнего с ним определя-
ется как dz/dz0 = 0. Дифференцируя выражение (8), прихо-
дим к соотношению

u(z, z0)/c = / ( )m c E e n z z1 2os
2 4 2
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Однако условие (14) является только необходимым, 
но не достаточным для определения электрона, с которо-
го начнет развиваться процесс самоинжекции электронов 
в кильватерную волну. Электроном-лидером в электрон-
ном сгустке станет электрон с таким значением центра 
осцилляций z0, который, двигаясь по своей траектории (8), 
по времени раньше всех выйдет в координату z, удовлет-
воряющую вместе со значением z0 соотношению (14). 
Иными словами, при условии (14) необходимо найти ми-
нимум функции

t(z, z0) = ( , ) ( )
V
z

c I z z T z1
gr

lft
0

0 0+ + . (15)

Математический анализ показывает, что первым в ре-
жим пересечения траекторий при большой «надпорого-
вости» процесса генерации электронных сгустков лазер-
ным импульсом по-прежнему вступает электрон с z0 = Am, 
несмотря на то что близкие к нему электроны с z0 < Am 
опережают его по фазе осцилляций и имеют к данному 
моменту времени скорость и энергию движения E =  
m c c P2 4 2 2

+  больше. Этот электрон, как и в случае ма-
лой «надпороговости», оказывается самым первым в го-
ловной части сгенерированного лазерным импульсом 
сгустка. При этом энергия инжекции электрона-лидера в 
кильватерное поле Einj = gphmc2 является резонансной, т. е. 
его скорость в момент самоинжекции равна фазовой ско-
рости кильватерной волны.

На рис.2 в фазовом пространстве z, P показано рас-
пределение совокупности электронных макрочастиц плаз-
мы (точки) вблизи точки самоинжекции электрона-лиде-
ра zinj ld (помечен крупным кружком) в момент времени 
wptinj ld = 9.736 начала процесса самоинжекции электро-
нов в кильватерную волну лазерного импульса, а также 
ускоряющая сила F = –|e|Ez /(mcwp), действующая на 
электроны в данный момент времени и определяемая ве-
личиной электрического поля Ez кильватерной волны 
(сплошная кривая). Параметры лазерного импульса и плаз-
мы здесь и далее те же, что указаны выше.
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В работах [12, 13] было показано, что условие dz/dz0 = 0 
задает координату самоинжекции электрона-лидера в 
кильватерную волну выражением

zinj ld = z0 ld – ( ) /(2 )E mc e nos ph
2 2

0pg- , (16)

где z0 ld = Am – начальное положение электрона-лидера до 
воздействия на него лазерного импульса; соответственно 
момент времени начала процесса опрокидывания кильва-
терной волны определяется как

tinj ld = ( , ) ( )
V
z

c I z z T z1
gr

ld
injld ld lft ld

0
0 0+ + . (17)

Значение импульса, которое имеет электрон-лидер в 
момент самоинжекции, Pres = mc 1ph

2g - , отмечено на 
рис.2 горизонтальной штрих-пунктирной линией. При 
этом ускоряющая сила, действующая на электрон-лидер, 
в этот момент положительна, т. к. электрическое поле в 
точке самоинжекции электрона-лидера определяется вы-
ражением

Ez = – 8 ( )n E mcos ph0
2p g- . (18)

Направление электрического поля в точке самоин-
жекции электрона-лидера указывает на характер распре-
деления зарядов в плазме в этот момент времени. А имен-
но, суммарный заряд ионов справа от электрона-лидера в 
этот момент времени больше, чем суммарный заряд элек-
тронов. Поэтому на электрон-лидер действует ускоряю-
щая сила, и сразу вслед за самоинжекцией в кильватер-
ную волну электрон-лидер переходит в режим ускорения 
в кильватерном поле лазерного импульса.

Кроме того, из рис.2 видно, что непосредственно пе-
ред началом процесса самоинжекции осциллирующие элек-
троны плазмы вблизи электрона-лидера образуют точку 
сгущения, в которой их траектории сближаются таким 
образом, что концентрация электронов в плазме в этой 
точке имеет сингулярность. Точка самоинжекции электро-
на-лидера zinj ld является точкой сгущения для обеих групп 
электронов – пересекавших границу ионного фона и не 
пересекавших ее.

Дальнейшее движение электронов приводит к тому, 
что их траектории начинают пересекаться, электроны пе-

ремешиваются и инжектируются в кильватерное поле ла-
зерного импульса, что подтверждается численным моде-
лированием. В процесс самоинжекции вовлекаются как 
электроны, изначально находившиеся справа от электро-
на-лидера с z0 > Am, так и электроны слева от лидера с 
z0 < Am. Данный процесс не бесконечен, и условия его 
прекращения будут рассмотрены ниже. На рис.2 по ре-
зультатам численного моделирования показаны крайние 
электроны слева и справа от электрона-лидера (крупный 
кружок), указывающие область, с которой впоследствии 
электроны составят сгусток, сгенерированный лазерным 
импульсом. Треугольником отмечен электрон, имеющий 
центр осцилляций в точке z0 r и изначально до взаимодей-
ствия с лазерным импульсом находящийся справа от элек-
трона-лидера, ромбом – электрон с центром осцилляций в 
z0 l, находящийся изначально слева от электрона-лидера.

4. Перемешивание электронов и генерация 
электронного сгустка

Процесс перемешивания электронов, приводящий к 
генерации сгустка электронов, захваченных кильватерной 
волной, представляет собой очень сложное явление, кото-
рое вряд ли может быть описано точно. Ранее полученные 
формулы (8) – (12) остаются точными только для тех элек-
тронов, которые находятся вне области перемешивания.

При дальнейшем исследовании примем допущение, 
что, пока размер области перемешивания электронов мно-
го меньше остальных характерных масштабов в продоль-
ном направлении, нарушение порядка электронов в этой 
области не влияет на их движение в ней, и можно исполь-
зовать формулы (8) – (12) с достаточной точностью. Обо-
снование такого допущения состоит в том, что, как видно 
на примере электрона-лидера, вход электронов в область 
перемешивания происходит при релятивистских значени-
ях их энергии движения E = m c c P2 4 2 2

+ . Это означает 
близость скорости электронов к световой скорости. Сле-
довательно, при малых размерах области перемешивания 
реальная траектория электронов мало отличается от ре-
лятивистского движения электрона, описываемого фор-
мулами (8) – (12). Требуемое условие относительно разме-
ра области перемешивания выполняется с большим запа-
сом, так как из результатов работ [12, 13] следует, что раз-
мер генерируемого электронного сгустка, который по 
порядку величины совпадает с размером области переме-
шивания, чрезвычайно мал по сравнению с длиной нели-
нейной плазменной волны и амплитудой осцилляций 
электронов.

Механизм группировки электронов в генерируемый 
лазерным импульсом электронный сгусток зависит от их 
исходного положения относительно электрона-лидера. 
Электроны из промежутка (z0 ld, z0 r), изначально находя-
щиеся правее электрона-лидера, инжектируются в киль-
ватерную волну в точке самоинжекции, расположенной 
глубже в плазме относительно точки самоинжекции элек-
трона-лидера, и с запаздыванием по времени относительно 
него. Из условия пересечения траектории любого электро-
на с траекторией соседнего с ним (dz/dz0 = 0), применен-
ного к совокупности траекторий электронов, описывае-
мой формулами (8) – (12), следует, что точка самоинжек-
ции электронов в кильватерную волну zsi смещается вслед 
за лазерным импульсом со скоростью, равной его груп-
повой скорости, согласно закономерности

Рис.2. Распределение на фазовой плоскости z, P электронов (точки) 
в момент начала процесса самоинжекции электронов wptinj ld = 
9.736. Сплошная кривая – сила F = –|e|Ez  /(mcwp), действующая на 
электроны в кильватерной волне (см. текст).
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zsi = zinj ld + Vgr(t – tinj ld). (19)

На рис.2 вертикальная штрих-пунктирная линия ука-
зывает положение координаты самоинжекции электрона-
лидера, находящегося в момент времени tinj ld в точке с ко-
ординатой zinj ld и имеющего скорость, равную Vgr. Видно, 
что, поскольку электроны из промежутка (z0 ld, z0 r) отста-
ют по фазе от электрона-лидера, они подходят к точке са-
моинжекции с энергией меньше резонансной. В принятом 
приближении теоретический анализ траекторий электро-
нов, проходящих через область перемешивания, показы-
вает, что в момент самоинжекции энергия электронов сов-
падает с резонансной. По результатам точного численно-
го моделирования эта энергия близка к резонансной, и, 
соответственно, скорость электронов близка к скорости 
смещения точки самоинжекции zsi. В результате электроны 
накапливаются в сгусток очень малой длины, поскольку 
электрон самоинжектируется в кильватерную волну в той 
точке пространства и как раз в тот момент времени, ког-
да сгусток ранее инжектированных электронов оказыва-
ется в этой же точке.

Электроны из промежутка (z0 l, z0 ld), которые изна-
чально находились левее электрона-лидера (см. рис.2), 
вблизи точки сгущения имеют скорость, превышающую 
групповую скорость лазерного импульса. Поэтому эти 
электроны, хотя и отстают от электрона-лидера, но, как 
показывает численное моделирование, по истечении не-
которого времени имеют возможность догнать сгусток 
электронов. Для приближенных оценок процесса захвата 
этих электронов в генерируемый лазерным импульсом 
электронный сгусток можно считать, что если траекто-
рия электрона из промежутка (z0 l, z0 ld) в какой-то момент 
времени обгоняет бегущую точку самоинжекции zsi, в ко-
торой происходит самоинжекция электронов из проме-
жутка (z0 ld, z0 r), то данный электрон также включается в 
состав генерируемого сгустка.

Для иллюстрации на рис.3 по результатам численного 
моделирования приведено распределение электронных 
макрочастиц на фазовой плоскости z, P в момент времени  
wpt = 11.063, где вертикальной штрих-пунктирной линией 
отмечено положение в данный момент времени точки са-
моинжекции электронов из промежутка (z0 ld, z0 r), опреде-
ленное по формуле (19). Из рисунка видно, что реальная 
точка самоинжекции достаточно близка к ней. В дальней-

шем будем считать, что в принятом приближении в со-
став электронного сгустка входят те электроны, которые 
имеют импульс P > Pres (показан на рис.3 горизонталь-
ной штрих-пунктирной линией) и находятся правее поло-
жения бегущей точки самоинжекции zsi в данный момент 
времени (размером электронного сгустка пренебрегаем, а 
его положение считаем совпадающим с zsi).

Сопоставление рис.2 и 3 показывает, что на данном 
этапе процесса генерации элек тронного сгустка скорость 
электронов из промежутка (z0 l, z0 ld), которые догоняют 
сгусток, увеличилась. Это связано с тем, что на их дви-
жение не влияет перемешивание электронов в генерируе-
мом сгустке. Вернувшись из области пространства z < 0, 
эти электроны совершают то же осцилляторное движе-
ние, в котором они участвовали до пересечения границы 
ионного фона после воздействия на них лазерного им-
пульса. Единственное отличие состоит в том, что из-за 
пребывания некоторое время в области z < 0 у них изме-
нился сдвиг по фазе относительно соседних электронов. 
Ситуация, показанная на рис.3, соответствует моменту, 
когда эти электроны приближаются к центру их осцил-
ляций. Поэтому их скорость увеличилась, а следователь-
но, возросла вероятность догнать сгусток и войти в его 
состав.

Из рис.3 видно, что ускоряющая сила, действующая 
на электроны, находящиеся в хвостовой части сгустка, 
уменьшается с ростом его заряда. Это связано со смеще-
нием сгустка в положительном направлении оси z, кото-
рое приводит к тому, что суммарный заряд ионов справа 
от координаты zsi, совпадающей в принятом приближе-
нии с текущим положением сгустка, уменьшается, а сум-
марный заряд электронов в той же области увеличивает-
ся из-за заброса в нее электронов из промежутка (z0 l, z0 ld). 
В результате в некоторый момент времени поле разделе-
ния зарядов в хвостовой части сгустка может изменить 
знак, а в точке самоинжекции электронов с центрами 
осцилляций из области z0 > z0 ld сила, действующая на 
них, может стать отрицательной. В итоге электроны из 
области z0 > z0 ld в дальнейшем не будут удерживаться в 
сгустке и не смогут войти в его состав, т. к. они подходят 
к точке самоинжекции с энергией, меньшей резонансной. 
Распре деление электронов в момент, когда захват элек-
тронов из области z0 > z0 ld в сгусток прекращается (wptq = 
12.37), показано на рис.4. Для последнего электрона, из-
начально находящегося правее электрона-лидера и захва-
тываемого в сгусток, центром осцилляций является z0 r.

Отметим, что реальная картина распределения в фа-
зовом пространстве электронных макрочастиц, захваты-
ваемых в сгусток, и их характеристик несколько отлича-
ется от приближенной, которая используется для теоре-
тического анализа. Так, из рис.4 следует, что в реально-
сти положение координаты точки самоинжекции zsi элек-
тронов в сгусток слегка отличается от предсказанного 
формулой (19), но достаточно близко к нему. Также при 
более внимательном рассмотрении моделирование пока-
зывает, что захват электронов в генерируемый сгусток не 
столь однозначно определяется равенством нулю ускоря-
ющей силы в хвостовой части сгустка, поскольку распре-
деление полей в этой области плазмы и его дальнейшая 
динамика имеют более сложный характер. Кроме того, 
последний электрон из области z0 > z0 ld, захватываемый 
в сгусток и помеченный треугольником, имеет энергию 
меньше резонансной. Однако используемое приближение 
способствует качественному пониманию процесса захва-

Рис.3. Распределение на фазовой плоскости z, P электронных ма-
крочастиц (точки) в момент времени wpt = 11.063. Сплошная кри-
вая – сила F = –|e|Ez  /(mcwp), действующая на электроны в кильва-
терной волне (см. текст).
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та электронов из области (z0 ld, z0 r) в генерируемый сгу-
сток и, как будет видно далее, позволяет получить анали-
тическими методами результат, близкий к результатам 
численного моделирования.

Пусть zq – координата, в которой в некоторый момент 
времени tq ускоряющая сила на «хвосте» сгустка обра-
щается в нуль. Пренебрегая малой величиной толщины 
сгустка, считаем, что zq совпадает также с положением 
точки самоинжекции zsi в момент времени tq, когда захват 
электронов с центрами осцилляций z0 > z0 ld прекращается.

Совокупность электронов сгустка на момент времени   
tq включает все электроны из слоя плазмы (z0 q, z0 r) по их 
расположению в плазме до воздействия лазерного им-
пульса, где z0 q – центр осцилляций электрона из проме-
жутка (z0 l, z0 ld), который в момент времени tq оказывается 
в точке zq. Из рис.4 видно, что z0 q > z0 l, т. к. на момент 
времени tq не все электроны из области (z0 l, z0 ld) достигли 
сгустка. Для крайне правого электрона из электронов 
слоя (z0 q, z0 r), формирующих захватываемый кильватер-
ной волной сгусток к моменту времени tq, согласно фор-
мулам (8) – (12) можно записать соотношение

tq = ( , ) ( )
V
z

c I z z T z1
gr

r
q r lft r

0
0 0+ + . (20)

Для электрона из области (z0 l, z0 ld) c центром осцилля-
ций в точке z0 q, попадающего в сгусток в момент времени  
tq, из формул (8) – (12) имеем

tq = ( , ) ( )
V

z
c I z z T z1

gr

q
q q lft q

0
0 0+ + . (21)

Соотношения (20), (21) дополняются условием

z0 r – z0 q = ( ) /(2 )E mc e nos ph
2 2

0pg- , (22)

соответствующим тому, что поле в хвостовой части сгуст-
ка в момент времени tq равно нулю.

Комбинируя соотношения (20) – (22), учитывая, что

zq = z0 r – ( ) /(2 )E mc e nos ph
2 2

0pg- , (23)

и вводя для половины периода осцилляций электрона, не 
пересекающего границы ионного фона, обозначение

Th = 
/ 2 ( )

d
c

m c E e z n

z1

1 os
A

A

2 4 2 2
0
2m

m

p- -- l

l

6 @
y , (24)

получаем следующее уравнение для определения z0 q:

Tlft(z0 q) = 
( ) /( )

V

E mc e n2

gr

os ph
2 2

0pg-

 + ( , )c I z z T1
ldinj ld h0 + . (25)

Отметим, что из соотношений (22) и (23) следует zq = 
z0 q. Это означает, что к моменту времени tq в состав сгуст-
ка последним включается тот электрон из области 
(z0 l, z0 ld), через центр осцилляций которого в данный мо-
мент времени проходит бегущая точка самоинжекции 
электронов zsi(tq).

Из рис.4 следует, что при t > tq процесс накопления 
электронов в генерируемом сгустке будет продолжаться 
за счет добавления электронов из области (z0 l, z0 q), по-
скольку их скорость в данный момент времени превыша-
ет фазовую скорость кильватерной волны, и они продол-
жают догонять электронный сгусток. Однако эти элек-
троны уже прошли через свой центр осцилляций, и их 
скорость начинает уменьшаться. Последним захваченным 
в сгусток электроном будет тот, у которого уменьшение 
скорости до фазовой скорости кильватерной волны про-
изойдет в тот момент времени tex и в той точке zex на оси 
z, где в тот же момент времени будет проходить точка са-
моинжекции zsi. На рис.5 проиллюстрирована эта ситуа-
ция при wptex = 15.085. Видно, что данное утверждение яв-
ляется приблизительным, но, как будет показано ниже, 
довольно хорошим для получения достаточно точных чис-
ленных оценок.

Из решения уравнения осцилляций электронов следу-
ет: для того чтобы крайний левый электрон с центром 
осцилляций z0 l в момент самоинжекции имел скорость, 
равную скорости кильватерной волны (Vph = Vgr), он дол-
жен находиться в точке, отстоящей от его центра осцил-
ляций на величину

zex – z0 l = ( ) /(2 )E mc e nos ph
2 2

0pg- . (26)

С другой стороны, из формулы (8) для траектории 
электрона имеем

Рис.4. Распределение на фазовой плоскости z, P электронов (точки) 
в момент времени wptq = 12.37 окончания самоинжекции электро-
нов с центрами осцилляций z0 > Am. Сплошная кривая – сила F = 
–|e|Ez  /(mcwp), действующая на электроны в кильватерной волне 
(см. текст).

Рис.5. Распределение на фазовой плоскости z, P электронов (точки) 
в момент времени wptex = 15.085 завершения инжекции электронов 
с центрами осцилляций z0 < Am. Сплошная кривая – сила F = 
–|e|Ez  /(mcwp), действующая на электроны в кильватерной волне.
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tex = ( , ) ( )
V
z

c I z z T z1
gr

l
ex l lft l

0
0 0+ + . (27)

Дополняя (26) и (27) соотношением, полученным из 
формулы (19),

zex = zinj ld + Vgr(tex – tinj ld), (28)

приходим к уравнению для z0 l:

Tlft(z0 l) = 
( ) /(2 )

V

E mc e n2

gr

os ph
2 2

0pg-

 + ( , )c I z z T2
injld ld h0 + . (29)

Решая уравнения (25) и (29) при условиях Am – z0 l << 
Am и Am – z0 q << Am, можно найти дополнительное слага-
емое z0 q – z0 l, которое совместно с формулой (22) опреде-
ляет толщину слоя электронов невозмущенной плазмы, 
входящих в состав сгустка. В итоге получаем, что на мо-
мент отделения электронного сгустка от электронного фона 
он аккумулирует электроны, которые в невозмущенной 
плазме занимают слой толщиной

kpDztr = kp(z0 r – z0 l) = [ /( ) ]E mc2 os ph
2 g-

 + [ /( ) ]E mc
4 2

3 2 1 2 1
/

/
os

2 3
2 3 2

- -c ^m h

 ´ [2(Eos /(mc2) – gph)]1/3

 ´ 
/ /m c E1 1

1

1

1 /

ph os
2 2 4 2

2 3

g-
-

-
= G . (30)

Как следствие, величина заряда на единицу площади 
поперечного сечения сгустка, генерируемого лазерным 
импульсом при прохождении резкой границы плазмы, 
определяется выражением s = –|е|n0Dztr.

На рис.6 приведены расчетные зависимости толщины 
слоя электронов невозмущенной лазерным импульсом 
плазмы, захватываемых в генерируемый сгусток, от энер-
гии осцилляций Eos для плазмы с разными значениями 

gph, а также (для сравнения) изменения толщины слоя 
электронов, захватываемых в сгусток, расчитанные по 
формуле из работы [12], в которой не учитывался вклад в 
заряд сгустка электронов, пересекающих границу ионно-
го фона. Из рисунка следует, что представленный в на-
стоящей работе подход к анализу процесса генерации 
сгустков электронов лазерным импульсом точнее отра-
жает реальную физическую картину и подробнее выявля-
ет механизм генерации сгустков электронов при прохож-
дении лазерным импульсом ультрарелятивистской ин-
тенсивности резкой границы плазмы.

Тем не менее, следует отметить, что формула (30) не 
изменяет кардинально общего характера зависимости 
толщины слоя от энергии плазменных осцилляторов. В 
результате для выбранных выше значений параметров 
лазерного импульса, которым соответствует энергия ос-
цилляций электронов Eos = 9mc2, погрешность оценки по 
более простой формуле из работы [12] не превышает 10 %. 
Это означает, что при большой «надпороговости» про-
цесса самоинжекции электронов в кильватерную волну 
лазерного импульса в пределах Eos – Eos th » Eos th для 
оценки остальных характеристик сгустка электронов, а 
именно его длины и энергетического разброса между элек-
тронами, могут быть использованы формулы, получен-
ные в работах [12, 13].

В заключение отметим также, что формула (30) позво-
ляет определить ограничение на применимость допуще-
ния о подобии траекторий электронов в условиях, когда 
лазерный импульс в процессе своего распространения в 
плазме медленно эволюционирует. Крайние электроны 
отрезка Dztr, как и все электроны между ними, будут при 
взаимодействии с эволюционирующим лазерным импуль-
сом двигаться примерно по подобным траекториям, если 
за время Dztr /Vgr характеристики лазерного импульса су-
щественно не изменяются. Характер движения других 
электронов, не входящих в сгусток, значения не имеет, 
поскольку на этапе взаимодействия с лазерным импуль-
сом перемешивание электронов отсутствует. С другой сто-
роны, согласно работе [15] характеристики лазерного им-
пульса релятивистской амплитуды (характерный про-
дольный размер и крутизна профиля импульса) при рас-
пространении в плазме изменяются на длине, оценивае-
мой по порядку величины формулой Lev ~ kp ph

1 2g- . Таким 
образом, при условии kpDztr << ph

2g  эволюция лазерного 
импульса, имеющего близкую к световой групповую ско-
рость, происходит достаточно медленно, и используемый 
в настоящей работе теоретический подход применим для 
анализа процесса генерации сгустков электронов лазер-
ным импульсом.

5. Заключение

Проведенное исследование генерации коротких элек-
тронных сгустков при прохождении лазерного импульса 
ультрарелятивистской интенсивности (|e|A0/mc2 ~ 10)  
через резкую границу плазмы позволяет детально опреде-
лить механизм, лежащий в основе данного физического 
явления.

Выяснено, что полный заряд электронного сгустка 
формируется из двух различных групп электронов. Одна 
группа состоит из электронов, которые в процессе движе-
ния не пересекают границы ионного фона, другая – из 
электронов, которые проходят через границу ионного фо-
на плазмы и затем возвращаются обратно. Найдено, 

Рис.6. Зависимости толщины слоя захватываемых фоновых элек-
тронов от энергии плазменных осцилляторов для пороговой энер-
гии Eos th = 5mc2 (кружки) и 7mc2 (квадраты). Сплошные кривые со-
ответствуют расчетам по формуле (30), штриховые кривые – расче-
там по формуле из работы [12], полученной при условии E – Eos th << 
Eos th.
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что независимо от степени превышения полной энергии 
ос цилляций электронов над пороговым значением фор-
мирование сгустка всегда начинается с электрона, кото-
рый изначально находится на расстоянии от границы 
ионного фона, равном амплитуде его осцилляций, вызы-
ваемых последующим взаимодействием с лазерным им-
пульсом.

Основной вклад в заряд сгустка, особенно при малой 
«надпороговости» процесса генерации, вносят те элек-
троны, которые в процессе своего движения не пересека-
ют границы ионного фона. Механизм их аккумуляции в 
генерируемый лазерным импульсом сгусток состоит в том, 
что самоинжекция каждого электрона из этой группы в 
кильватерную волну происходит в тот момент времени и 
в той точке пространства, где в этот же момент времени 
находятся ранее инжектированные электроны, составля-
ющие сгусток.

Электроны, которые в результате взаимодействия с 
лазерным импульсом вылетают за пределы ионного фона, 
наиболее заметный вклад в заряд сгустка вносят при 
боль шой «надпороговости» процесса генерации элек-
тронного сгустка. Механизм их аккумуляции в сгусток 
состоит в том, что эти электроны после возвращения в 
область ионного фона движутся с бóльшими скоростями, 
чем электронный сгусток, и догоняют его.

Получена формула для определения заряда сгустка на 
единицу его поперечного сечения, определяемая толщи-
ной слоя невозмущенной плазмы, электроны из которого 
составляют генерируемый электронный сгусток. Установ-
лено, что аккумулируемый в сгус ток заряд полностью 

определяется двумя параметрами – энергией продольных 
осцилляций электронов и гамма-фактором кильватерной 
волны лазерного импульса.
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