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1. Введение

Использование деструктивной интерференции ампли-
туд вероятностей квантовых переходов между энергети-
ческими уровнями при резонансном возбуждении среды 
когерентным лазерным излучением  представляет значи-
тельный интерес как с теоретической точки зрения, так и 
в связи с возможными применениями. В зависимости от 
постановки эксперимента такая интерференция лежит в ос-
нове ряда эффектов, наиболее значимыми из которых яв-
ляются эффекты пленения населенностей [1, 2] и электро-
магнитно-индуцированной прозрачности (ЭМИП) [3 – 5].  
Ограничиваясь явлением ЭМИП, отметим, что его ис-
пользование перспективно для создания систем оптичес-
кой квантовой памяти [4], систем квантовых коммуника-
ций [4, 6, 7] и квантовой информации [3 – 5], устройств точ-
ных магнитных измерений [8] и хронометрии [9]. Эффект 
ЭМИП лежит в основе методов создания больших опти-
ческих нелинейностей [5, 10] и усиления излучения без ин-
версии населенностей [11]. Продолжается активное теоре-
тическое изучение специфики ЭМИП в различных ситуа-
циях. Так, например, исследуются особенности этого яв-
ления в сильно коррелированных квантовых газах [12], в 
радиодиапазоне [13], на примесях в фотонных кристаллах 
[14], в присутствии нановолокна [15].

Явление ЭМИП приводит к ряду эффектов, связан-
ных с  поляризационными характеристиками взаимодей-
ствующих излучений при наличии вырождения энергети-
ческих уровней квантовых переходов. В [16, 17] теорети-
чески и экспериментально исследовалось сопровождаю-
щее ЭМИП вращение плоскости поляризации пробного 
поля при изменении напряженности управляющего излу-
чения, а в [18, 19] – влияние постоянного магнитного поля 
на эволюцию круговых компонент пробного излучения. 
Линейное и круговое двойное лучепреломление пробно-
го поля при ЭМИП теоретически и экспериментально ис-
следовалось в [20]. В теоретической работе [21] предсказа-
на возможность распространения пробного поля при 
ЭМИП в виде двух мод с различными состояниями поля-
ризации.

Результаты численного моделирования двойного лу-
чепреломления, сопровождающего ЭМИП в поле эллип-
тически поляризованного управляющего излучения, при-
ведены в [22], объектом изучения являлась L-схема кван-
товых переходов между вырожденными энергетическими 
уровнями 3P0, 3P2, 

3P10  изотопа 208Pb, в парах которого  
экспериментально наблюдалось ЭМИП поляризованных 
по кругу лазерных полей [23, 24]. Моделирование выявило 
возможность представления пробного поля в виде суммы 
эллиптически поляризованных нормальных мод. Однако 
применение численного метода не позволяет судить об 
общности полученных в [22] результатов и не обеспечива-
ет детального понимания связей характеристик нормаль-
ных мод с характеристиками полей взаимодействующих 
излучений. Цель настоящей статьи состоит в изложении 
аналитической теории процесса ЭМИП, численное моде-
лирование которого описано в работе [22].

Нормальные моды при электромагнитно-индуцированной 
прозрачности в L-схеме вырожденных энергетических 
уровней

О.М.Паршков

Приведены результаты аналитического исследования процесса формирования нормальных мод пробного излучения при 
электромагнитно-индуцированной прозрачности в L-схеме квантовых переходов между уровнями 3P0  , P1

03  и 3P2 при 
эллиптической поляризации управляющего поля и неоднородном уширении. Нормальные моды представляют собой эл-
липтически поляризованные волны с одинаковыми эксцентриситетами эллипсов поляризации, но с разными направлени-
ями вращения векторов напряженности электрического поля. Величины эксцентриситетов мод определяются только 
значением эксцентриситета эллипса поляризации управляющего поля. Главная ось эллипса поляризации одной из нор-
мальных мод параллельна главной оси эллипса поляризации управляющего излучения, тогда как главная ось эллипса по-
ляризации другой нормальной моды перпендикулярна последней. Групповая скорость моды первого типа превышает 
групповую скорость моды второго типа, причем обе скорости зависят от эксцентриситета эллипса поляризации 
управляющего излучения и его интенсивности. Пробное излучение с произвольной эллиптической поляризацией являет-
ся суммой нормальных мод, распространяющихся независимо друг от друга. Ввиду различия групповых скоростей 
этих мод входящий в среду импульс пробного излучения распадается внутри среды на два отдельных импульса, каж-
дый из которых представляет собой одну из нормальных мод. Доля энергии, приходящаяся на каждую нормальную 
моду, зависит только от поляризационных характеристик взаимодействующих полей и не зависит от их интенсивно-
стей.

Ключевые слова: электромагнитно-индуцированная прозрачность, эллиптическая поляризация излучений, двойное луче-
преломление, нормальные моды.

О.М.Паршков. Саратовский государственный технический уни-
верситет им. Гагарина Ю.А., Россия, 410054 Саратов, ул. Поли-
техническая, 77; e-mail: oparshkov@mail.ru 

Поступила в редакцию 20 марта 2018 г., после доработки – 22 августа 
2018 г.



«Квантовая электроника», 48, № 11 (2018) О.М.Паршков1028

2. Исходные уравнения

Рассматриваемая L-схема (рис.1) состоит из невырож-
денного нижнего (3P0), пяти- и трехкратно вырожденных  
среднего (3P2) и верхнего (3P10) уровней изотопа 208Pb.  
Пусть fk (k = 1, 2,…, 9) – ортонормированный базис из об-
щих собственных функций операторов энергии, квадрата 
и проекции момента импульса на ось z для изолированно-
го атома, соответствующих нижнему (k = 1, M = 0), верх-
нему (k = 2, 3, 4, M = – 1, 0, 1) и среднему (k = 5, 6,…, 9, M = 
– 2, – 1, 0, 1, 2) уровням. Обозначим через D1 и D2 приве-
денные электродипольные моменты переходов 3P0 ® 3P10  
и 3P2 ® 3P10  соответственно, а через w1 и w2 (w1 > w2) – 
центральные частоты этих переходов (рис.1). Положим 
также T1 =1/D1, где D1 – полуширина (по уровню e–1 высо-
ты) плотности распределения частот 1wl  переходов 3P0 ® 
3P10  вследствие эффекта Доплера.

Зададим полное электрическое поле двух лазерных им-
пульсов, распространяющихся вдоль оси z, в виде

E = E1 + E2, (1)

где

El = ml[iExl cos(wl t – kl z + dxl) + jEyl cos(wl t – kl z + dyl)],

l = 1, 2, 

– напряженность электрического поля; wl – несущая ча-
стота пробного (l = 1) и управляющего (l = 2) полей; ml = 

l2 1' + /(|Dl|T1); i,  j – орт-векторы осей x и y; Exl, Eyl – не-
отрицательные действительные амплитуды; dxl, dyl – фа-
зовые добавки x и y компонент пробного (l = 1) и уп-
равляющего (l = 2) полей; kl = wl  /c. Величины Exl, Eyl, 
dxl, dyl являются функциями от z и t.

Определим переменные fl и gl равенствами

fl = [Exl  exp(idxl) – iEyl  exp(idyl)]/ 2 ,

gl =[Exl  exp(idxl) + iEyl  exp(idyl)]/ 2 . 
(2)

Следуя [25], далее будем именовать fl и gl амплитудами 
левой и правой круговых компонент пробного (l = 1) и 
управляющего (l = 2) полей. Волновую функцию Y атома 
в поле (1) представим в виде разложения по базису fk (k = 
1, 2,…, 9):

Y = ( ) [ ( )]exp expi ic c ck k
k

k k
k

1 1
2

4

1
5

9

1 2f f x f x x+ - + - -
= =

r r re eo o/ / ,

где ckr  (k = 1, 2,…, 9) – амплитуды вероятности заселения 
квантовых состояний; xl = wl t – kl z; l = 1, 2. Введем ci сле-
дующими соотношениями:

с1 = p c*1 1r ,   c2 = c2r ,   c4 = c4r ,  c5 = p c2 5r ,

c7 = 1/ p c6 2 7r^ h ,   c9 = p c2 9r ,

где pl = 2Dl  /|Dl|, l = 1, 2. Определим нормированные не-
зависимые переменные s и w:

s = z/z0,   w = (t – z/c)/T1,

где z0 = 3 c' /(2pN|D1|2T1w1); N – концентрация атомов. 
Использовав уравнения Максвелла и уравнение Шрёдин-
гера, получим в первом приближении медленных огиба-
ющих следующую систему уравнений: 
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где 1( ) /1 1 1e w w D= -l ; e2 = be1; x = 0.6 b|D2/D1|2; b = w2 /w1.
Система уравнений (3) не содержит амплитуд c3r , c6r  и 

c8r , что согласуется с правилами отбора (DM = ±1) для пе-
реходов под действием круговых компонент поля (1). В 
уравнения для c2 и c4 феноменологически введены слагае-
мые – gc2 и – gc4 для учета спонтанного распада состояний 
верхнего уровня рассматриваемой L-схемы. Здесь g = 
T1/(2t); t – радиационное время жизни уровня P3 1

0 .
 Ниже используются параметры al, al, gl эллипса поля-

ризации (ЭП) пробного (l = 1) и управляющего (l = 2) из-
лучений. Здесь al – большая полуось ЭП, измеренная в 
единицах ml; al – угол ее наклона к оси х в радианах; gl – 
параметр сжатия (0 £ al < p, – 1 £ gl £ +1) [26]. Величина  
|gl| определяет отношение малой оси ЭП к его большой 
оси. Отрицательные значения gl соответствуют правой 

Рис.1.  L-схема квантовых переходов; числа справа – номера со-
стояний в математической модели.
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эллиптической поляризации излучения, положительные – 
левой [25]. Следует отметить, что задание величин al, al, gl, 
а также dxl эквивалентно заданию поля формулой (1), по-
скольку нетрудно доказать наличие следующих соотно-
шений:

Exl = al [1 (1 ) ] /cos 2 2l l l
2 2g g a+ + - ,

Eyl = al [ ( ) ] /cos1 1 2 2l l l
2 2g g a+ - - , (4)

exp[i(dyl – dxl)] = 
( ) ( )

(1 ) 2 2

cos

sin i

1 1 2l l l

l l l

2 2 2 2 2

2

g g a

g a g

+ - -

- +
.

Будем полагать, что пробное поле настолько слабо по 
сравнению с управляющим, что его влияние может быть уч-
тено в рамках метода последовательных приближений по 
степеням малого параметра v E E E Ex y x y1

2
1
2

2
2

2
2

= + +u . В 
нулевом приближении этого метода предполагается, что   
vu  = 0, т. е. пробное поле отсутствует. Поскольку энергети-
ческие уровни квантовых переходов, резонансных управ-
ляющему полю, первоначально не заселены, то это поле 
не взаимодействует со средой в нулевом приближении. 
Это означает, что в нулевом приближении выполняются 
следующие соотношения:

f2(w, s) = f20(w),   g2(w, s) = g20(w), (5)

где f20(w) и g20(w) – круговые компоненты управляющего 
поля на входе в среду. Кроме того, в этом приближении  
|c1| = 2|c1r | = 2 и ci = 0 (i = 2, 4, 5, 7, 9), поскольку предпо-
лагается, что в отсутствие пробного поля заселен только 
нижний энергетический уровень. Отметим, что значения 
круговых компонент управляющего излучения, а также 
величины c1 одинаковы в нулевом и в первом порядках 
метода последовательных приближений.

Везде ниже полагается, что a2 = 0, т. е. что большая ось 
ЭП управляющего поля совпадает с осью х. Тогда из 
формул (2) и (4) вытекает, что

f20(w) = k2 g20(w),   k2 = (1 + g2)/(1 – g2). (6)

Учитывая эти выражения и полагая c1 = 2, получаем из (3) 
уравнения эволюции пробного поля в первом порядке ме-
тода последовательных приближений:
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3. Нормальные моды

Везде ниже полагается, что |g2| ¹ 1, т. е. что поляри-
зация управляющего излучения не является круговой, и 
что

f20(w) = f20,   g20(w) = g20, (8) 

где f20 и g20 – постоянные величины. Условия (8) соответ-
ствуют схеме контринтуитивного наложения полей [3], 
которая наиболее часто используется при эксперимен-
тальном изучении ЭМИП. Введем в рассмотрение два 
пробных поля с напряженностями E ( )

1
1  и E ( )

1
2 . Поле E ( )

1
1  опи-

сывает эллиптически поляризованный пробный импульс 
со следующими характеристиками:

a1 = a ( )1
1 ,   a1 = ( )

1
1a  = 0,   g1 = ( )

1
1g ,   dx1 = ( )

x1
1d , (9)

где a ( )1
1  зависит от w и s, тогда как ( )

1
1g , ( )

x1
1d  являются по-

стоянными величинами. Этот импульс будем называть 
параллельной модой, т. к. главная ось его ЭП параллель-
на главной оси ЭП управляющего поля. Поле с E ( )

1
2  опи-

сывает эллиптически поляризованный пробный импульс, 
для которого

a1 = a ( )1
2 ,  a1 = ( )

1
2a  = p/2,  g1 = ( )

1
2g  = – ( )

1
1g ,  dx1 = ( )

x1
2d , (10)

причем a ( )1
2  зависит от w и s, тогда как ( )

1
2g , ( )

x1
2d  постоянны. 

Этот импульс будем называть перпендикулярной модой, 
поскольку главная ось его ЭП перпендикулярна главной 
оси ЭП управляющего излучения. Если f ( )i1 ,g ( )i1  являются 
комплексными амплитудами левополяризованной (s–) и 
правополяризованной (s+) круговых компонент парал-
лельной (i = 1) и перпендикулярной (i = 2) мод, то, ис-
пользуя (2) и (4), находим

f g( ) ( )
1
1

1
1k= ,   f g1( ) ( )

1
2

1
2

k=- ,   
1

1
( )

( )

1
1

1
1

k
g

g
=

-

+
. (11)

Нетрудно показать, что векторы Джонса [25] парал-
лельной и перпендикулярной мод взаимно ортогональны, 
и, следовательно, напряженность E1 пробного поля мо-
жет быть представлена в виде E1 = E E( ) ( )

1
1

1
2

+ . Учитывая 
это обстоятельство и равенства (11), получаем

(1/ )f g g( ) ( )
1 1

1
1
2k k= - ,   g1 = g g( ) ( )

1
1

1
2

+ .

Положим, что величина k (третье из равенств (11)) 
определяется соотношением

k = – p + p 12
+ , (12)

где p = 10g2 /(1 – 2
2g ).

Комбинируя затем уравнения (7), находим, что эво-
люция величины g ( )1

1  описывается системой уравнений 
(см. Приложение 1)
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Входящие в (13) величины U1, V1 и q1 определяются фор-
мулами

U1 = kc2 – c4,   V1 = kc5 – (k2 k + 1)c7 + k2c9,

q1 = 1 + k2 [k2 + (1/k)]/6. 
(14)

Подобным образом находим, что эволюция величины  
g ( )1
2  определяется системой уравнений
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где

U2 = (1/k)c2 + c4;   V2 = (1/k)c5 – (k2 /k – 1)c7 – k2c9;

q2 = 1 + k2 (k2 – k)/6. 
(16)

Системы уравнений (13) и (15) не содержат общих за-
висимых переменных и, следовательно, могут решаться 
независимо друг от друга. Это означает, что при выпол-
нении условия (12) параллельная и перпендикулярная мо-
ды пробного поля распространяются в среде также неза-
висимо друг от друга. При этом согласно (9) и (10) поля-
ризационные характеристики этих мод остаются неизмен-
ными. Сказанное позволяет прийти к выводу, что перпен-
дикулярная и параллельная моды представляют собой эл-
липтически поляризованные нормальные моды пробно-
го излучения.

Учитывая (12) и определение величины k (см. (11)), 
можно найти зависимость величины параметра сжатия 
( )
1
1g  ЭП параллельной нормальной моды от параметра 

сжатия g2 ЭП управляющего поля (рис.2). Видно, что знак   
( )
1
1g  противоположен знаку g2 и что зависимость ( )

1
1g  от g2 

описывается нечетной функцией. При g2 = 0 имеем ( )
1
1g  = 

( )
1
2g  = 0, т. е. в случае линейной поляризации управляюще-

го поля обе нормальные моды линейно поляризованы. 
Если величина |g2| приближается к единице, то | ( )

1
1g | так-

же приближается к этому значению. Следовательно, при 

круговой поляризации пробного поля обе нормальные 
моды также будут поляризованы по кругу.

Предположим, что на входной поверхности среды 
(s = 0) пробное поле представляет собой эллиптически по-
ляризованный импульс с постоянным во времени состояни-
ем поляризации. Первоначально рассмотрим случай g2 ¹ 0. 
Обозначим через a10, a10, g10, dx10 значения a1, a1, g1, dx1 на 
входной поверхности. Из всех этих величин только a10 

предполагается зависимой от времени w. Ввиду отсут-
ствия фазовой модуляции входного пробного поля, без 
ограничения общности теории можно положить dx10 = 0. 
Пусть a ( )i10 , ( )i

1a , ( )i
1g , ( )

x
i
1d  (i = 1, 2) – значения a ( )i1 , ( )i

1a , ( )i
1g , ( )

x
i
1d  

на входной поверхности. Согласно (9) и (10) ( )
1
1a  = 0, а 

( )
1
2a  = p/2, тогда как ( )

1
1g  и ( )

1
2g  находятся изложенным выше 

способом. Величины a ( )i10  и ( )
x
i
1d  подлежат определению.

Введем в рассмотрение не зависящие от w и s величи-
ны A, B, C:

A = e+ (a10, g10),   B = sign(g2) e– (a10, g10) cos dy10,

C = – sign(g2) e– (a10, g10) sin dy10, 
(17)
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sign(x) – знаковая функция. Пусть X, Y, Z и T задаются 
формулами
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(18)

Тогда недостающие характеристики a ( )i10 , ( )
x
i
1d  (i = 1, 2) нор-

мальных мод на входной поверхности среды представля-
ются формулами (см. Приложение 2)

a a X Y( )
10
1

10
2 2

= + ,        a a Z T( )
10
2

10
2 2

= + ,

/cos X X Y( )
x1
1 2 2d = + ,   /sin Y X Y( )

x1
1 2 2d = + , (19)

/cos Z Z T( )
x1
2 2 2d = + ,   /sin T Z T( )

x1
2 2 2d = + .

Согласно (19) функции a ( )i10 (w), i = 1, 2, пропорциональны 
функции a10(w). Другими словами, зависимость от време-
ни w больших осей ЭП нормальных мод на входной по-
верхности  подобна зависимости от времени большой оси 
ЭП входного пробного импульса. При круговой поляри-
зации входного пробного излучения угол a10 не опреде-
лен, но выражения (19) остаются справедливыми при лю-
бом выборе a10.

В случае g2 = 0 выражения для a ( )i10 , ( )
x
i
1d  (i = 1, 2) через 

параметры входного пробного импульса имеют следую-
щий вид:

cosa a( )
10
1

10 10a= ,   0( )
x1
1d = ,   sina a( )

10
2

10 10a= ,

0( )
x1
2d =  при 0 £ a10 £ p/2, (20)Рис.2. Зависимость 

( )
1
1g  от g2.
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cosa a( )
10
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x1
1d = ,   sina a( )

10
2

10 10a= ,

( )
x1
2 pd =  при p/2 < a10 < p.

Распространение пробного излучения в среде можно 
представить как распространение двух независимых друг 
от друга нормальных мод. При этом на входной поверхно-
сти характеристики этих мод определяются формулами 
(19) или (20) по известным характеристикам входного 
пробного излучения. Если входное пробное поле имеет 
вид достаточно короткого импульса, величина a10 суще-
ственно отличается от нуля лишь в некотором интервале 
времени w. Согласно (19) и (20) такими же свойствами бу-
дут обладать величины a ( )10

1  и a ( )10
2 , и, следовательно, в сре-

де каждая нормальная мода будет представлять собой им-
пульс. По мере распространения импульс, соответствую-
щий каждой нормальной моде, деформируется и затухает. 
Однако в присутствии ЭМИП указанные  факторы доста-
точно медленно проявляются с ростом расстояния, прой-
денного импульсом в среде. Это позволяет приближенно 
оценить энергетические характеристики и групповые ско-
рости распространения импульсов нормальных мод.

Обозначим через I ( )10
1  и I ( )10

2  интенсивности перпенди-
кулярной и параллельной нормальных мод на входной 
поверхности соответственно. Тогда

/ /I I a a( ) ( )
10
(2)

10
(1)

10
2

10
1 2

= ^ h . (21)

Величины a ( )10
1  и a ( )10

2  в свою очередь могут быть выраже-
ны через поляризационные характеристики a10 и g10 вход-
ного пробного импульса с помощью формул (19) или (20). 
Формула (21) может быть использована для приближен-
ной оценки отношения интенсивностей нормальных мод 
внутри среды.

Отношение энергий импульсов нормальных мод в сре-
де определяется двумя факторами. Первый из них – отно-
шение энергий импульсов на входной поверхности среды. 
Это отношение совпадает с отношением их интенсивно-
стей ввиду независимости от времени величины a a( ) ( )

10
2

10
1  

и, согласно (19), (20), зависит только от g2, a10, g10. На рис.3 
представлены линии уровня функции R(a10, g10, g1) – доли 
энергии входного пробного импульса, заключенной в па-
раллельной моде на входной поверхности при a10 = p/6. 
Согласно рис.3 эта доля больше 0.5 в случае разных по 
знаку g10, g1.

 Второй фактор заключается в различии скоростей по-
глощения энергий нормальных мод средой. Согласно об-
щей теории ЭМИП [1] можно ожидать, что энергия мед-
леннее распространяющегося импульса перпендикулярной 
моды (см. ниже) затухает быстрее, чем энергия импульса 
параллельной моды.

Обозначим через V ( )i
1  групповую скорость импульса 

параллельной (i = 1) и перпендикулярной (i = 2) нормаль-
ных мод в системе отсчета s, w. Можно показать 
(Приложение 3), что

V ( )i
1  = (1/4)|g2|2 qi (i = 1, 2), (22)

где qi определяются последними равенствами в (14) и (16).
Формулы (22) можно переписать в виде

V ( )i
1  = I q
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h
  (i = 1, 2),

где I2 – интенсивность управляющего излучения в едини-
цах 2

2m . Это означает, что групповые скорости мод умень-
шаются с уменьшением интенсивности управляющего из-
лучения. Данное обстоятельство согласуется с выводами 
теории ЭМИП [1] о зависимости скорости импульсов 
пробного поля от интенсивности управляющего излуче-
ния. На рис.4 представлены зависимости V ( )i

1 /I2 от g2. 
Видно, что параллельная мода всегда имеет бóльшую 
групповую скорость, чем перпендикулярная. При этом 
различие между скоростями нормальных мод при фикси-
рованном значении I2 минимально в случае линейной по-
ляризации управляющего излучения и монотонно возрас-
тает с приближением поляризации управляющего поля к 
круговой. Кроме того, из рис.4 следует, что величины V ( )i

1 , 
i = 1, 2, являются четными функциями g2.

4. Нормальные моды:  сравнение  
аналитических и численных результатов

В работе [22] описаны результаты численного иссле-
дования решения системы уравнений (3) при краевых 
условиях, соответствующих возможности возникновения 
нормальных мод  пробного поля. Сравним эти результа-
ты с предсказаниями аналитической теории. Граничные 
условия первого расчета работы [22], описывающие поля 

Рис.3. Линии уровня функции R(a10, g10, g1) при a10 = p/6.

Рис.4. Зависимости V
( )
1
1

/I2 (1) и V
( )
1
2

/I2 (2) от g2.
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пробного и управляющего излучения на входной поверх-
ности (s = 0), выбирались в виде

a10 = p/6,   a10 = 0.2sech[(w – 20)/5],

g10 = – 0.5,   dx10 = 0, 
(23)

a20 = 0,   a20 = 6.6516,   g20 = – 0.3,   dx20 = 0. (24)

Начальные условия (w = 0) соответствовали нахождению 
всех атомов 208Pb на нижнем энергетическом уровне.

Условия (23) описывают входной импульс пробного 
излучения с длительностью 1.5 нс и пиковой интенсивно-
стью 65 Вт/см2. Постоянная интенсивность управляюще-
го излучения согласно (24) составляет приблизительно 
20 кВт/см2. Поскольку пиковая интенсивность входного 
пробного импульса более чем в 300 раз меньше интенсив-
ности управляющего поля, описываемая формулами (23), 
(24) ситуация относится к случаю слабого пробного излу-
чения. (Обоснование выбора значений параметров резо-
нансной среды и входных излучений приведено в [22].)

Результаты расчета представлены на рис.5,а – в. Зави-
симости интенсивности пробного излучения I1 в едини-
цах 1

2m  от w при различных фиксированных расстояниях s 
представлены на рис.5,а – в толстыми линиями. Видно, что 
на достаточно малых расстояниях внутри среды импульс 
пробного излучения начинает разделяться на два отдель-
ных импульса (импульсы 1 и 2 на рис.5,б). Вид кривых, 
описывающих эволюцию a1 и g1, свидетельствует о том, 
что по мере прохождения пробным полем данной точки 
пространства угол a1 плавно изменяется от нуля до ~ p/2, 
тогда как g1 плавно уменьшается  от ~ 0.74 до значения, 
близкого к – 0.74.

На достаточно больших расстояниях энергия пробно-
го излучения оказывается сконцентрированной в двух 
импульсах (импульсы 1, 2 на рис.5,в). В области локализа-
ции каждого из этих импульсов поляризационные харак-
теристики излучения остаются неизменными как в про-

странстве, так и во времени. Для импульса 1 расчет дает 
a1 = 0, g1 = 0.7415, а для импульса 2 имеем a1 = p/2, g1 = 
– 0.7418.

Используя формулу (12) и третью из формул (11), на-
ходим предсказанные аналитической теорией ( )

1
1g  = 0.7414, 

( )
1
2g  = – 0.7414. Это хорошо согласуется с полученными вы-

ше значениями g1 для импульсов 1 и 2 на рис.5,в соответ-
ственно.

Используя найденные значения ( )
1
1g  и ( )

1
2g  и формулы 

(19), находим все характеристики параллельной и перпен-
дикулярной нормальных мод, из которых складывается 
входное пробное поле [22]:

( )
1
1a  = 0,   a ( )10

1  = 0.0720sech[(w – 20)/5],

( )
1
1g  = 0.7414,   ( )

x1
1d  = – 0.4991, 

(25)

( )
1
2a  = p/2,   a ( )10

2  = 0.1646sech[(w – 20)/5],

( )
1
2g  = – 0.7414,   ( )

x1
2d  = 0.2865. 

(26)

Эволюция параллельной нормальной моды в среде 
изучалась путем численного решения системы уравнений 
(3) при граничных условиях (24), (25). Аналогичным спо-
собом, используя граничные условия (24), (26), изучалось 
поведение в среде перпендикулярной нормальной моды. 
Расчеты показали, что обе моды распространяются в сре-
де без изменения поляризационных характеристик ( )i

1a , 
( )i
1g , а также фаз ( )

x
i
1d  (i = 1, 2), которые при переходе от 

уравнений (3) к уравнениям (13), (15) предполагались не-
изменными.

На рис.5,г – е представлены зависимости от времени w 
интенсивностей параллельной (сплошные кривые) и пер-
пендикулярной (штриховые кривые) нормальных мод на 
тех же расстояниях s, что и на рис.5,а,б. Для каждого рас-
стояния и каждого времени сумма интенсивностей нор-
мальных мод (рис.5,г – е) совпадает с интенсивностью пол-

Рис.5. Эволюция характеристик пробного поля в среде при s = 0 (а), 100 (б) и 400 (в) (I1 – толстые кривые, a1 – штриховые кривые, g1 – тон-
кие кривые), а также интенсивности продольной (сплошные кривые) и перпендикулярной (штриховые кривые) нормальных мод при s = 0 
(г), 100 (д) и 400 (е).
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ного поля пробного излучения в среде с расхождением 
менее 0.3 % (рис.5,а – в). Таким образом, численный анализ 
на основе решения исходного уравнения (3) подтвержда-
ет вывод о возможности представления пробного поля в 
среде в виде суммы нормальных мод.

Численное решение системы (3) показало, что на рас-
стоянии s = 400 отношение интенсивностей перпендику-
лярной и параллельной мод равно 4, тогда как в соответ-
ствии с оценкой по формуле (21) это отношение составля-
ет 5.2. Кроме того, из численного решения системы (3) по-
лучено V ( )

1
1  = 9.4 и V ( )

1
2  = 3.7 для групповых скоростей 

параллельной и перпендикулярной мод соответственно. 
Оценки по формулам (22) дают V ( )

1
1  = 9.9 и V ( )

1
2  = 4.1. 

Расхождение между интенсивностями и скоростями нор-
мальных мод, полученными по формулам (21), (22) анали-
тической теории и в результате численного решения сис-
темы (3), объясняется тем, что при выводе данных фор-
мул не учитывились деформация и затухание в среде им-
пульсов пробного поля. Отметим, что данные факторы в 
большей степени проявляются в эволюции перпендику-
лярной нормальной моды. Поэтому отклонения получен-
ных по формулам (21), (22) величин для перпендикуляр-
ной нормальной моды от значений, следующих из чис-
ленного решения уравнения (3), превышают соответству-
ющие отклонения для параллельной нормальной моды.

Дополнительные численные результаты, полученные 
при разных значениях параметров входного пробного и 
управляющего излучений, и соответствующие размерные 
оценки содержаться в работе [22].

5. Заключение

Аналитическое рассмотрение подтвердило выводы чис-
ленного анализа работы [22] о том, что в случае ЭМИП в 
L-схеме вырожденных квантовых переходов при эллип-
тической поляризации управляющего поля изотропная 
среда может приобрести свойство двойного лучепрелом-
ления с эллиптически поляризованными нормальными 
модами пробного поля. Отметим, что двойное лучепре-
ломление с нормальными модами такого типа возникает 
при распространении радиоволн в замагниченной косми-
ческой плазме [27]. Большая ось ЭП одной из нормаль-
ных мод параллельна большой оси ЭП управляющего из-
лучения, тогда как большая ось ЭП другой нормальной 
моды перпендикулярна ей. Направления вращения векто-
ров электрических полей нормальных мод противополож-
ны, причем у моды первого типа оно противоположно 
аналогичному направлению для управляющего поля. Экс-
центриситеты  ЭП обеих мод совпадают.

Аналитически показано, что достаточно слабое проб-
ное поле может быть представлено как сумма нормаль-
ных мод, которые внутри среды распространяются неза-
висимо друг от друга. Показано, что мода первого типа 
(параллельная мода) имеет бóльшую групповую скорость, 
чем мода второго типа (перпендикулярная мода). В связи 
с этим на достаточно большом расстоянии от входной 
поверхности энергия пробного поля сосредотачивается в 
двух отдельных импульсах. На начальном этапе распада 
пробного импульса импульс нормальной моды первого 
типа имеет большую интенсивность, чем импульс моды 
второго типа, если направления вращения векторов на-
пряженности электрического поля входного пробного 
импульса и управляющего излучения противоположны.  
При одинаковых направлениях вращения более интенсив-

ным является импульс нормальной моды второго типа. 
Во всех случаях нормальные моды первого типа распро-
страняются в среде с меньшим затуханием, чем нормаль-
ные моды второго типа.

Отметим, что стационарный режим ЭМИП в отсут-
ствие неоднородного уширения при таком же выборе 
энергетических уровней, как и в нашем случае, исследо-
вался в теоретической работе [21]. Однако в [21] в качест-
ве сильного управляющего поля рассматривалось поле с 
большей частотой. В [21] показано, что в этом случае так-
же возможно существование нормальных мод, но только 
одна из них участвует в переносе энергии пробного излу-
чения, тогда как другая испытывает сильное затухание.

Приложение 1

Уравнения (13) вытекают из системы уравнений (7) 
при выполнении условия

1 + k2[k2 + (1/k)]/6 = k2 + k[k2 + (1/k)]/6. (П1.1)

Уравнения (15) следуют из системы уравнений (7) при вы-
полнении условия

1 + k2(k2 – k)/6 = 2
2k  – (k2 – k)/(6k). (П1.2)

Используя определения (6), (11) величин k и k2, можно за-
ключить, что уравнения (П1.1) и (П1.2) равносильны 
одному уравнению 

k2 + 2pk – 1 =0, (П1.3)

где p задается второй формулой из (12). Согласно (11) ве-
личина k неотрицательна. Неотрицательный корень уравне-
ния (П1.3) задается первой из формул (12). Поэтому при 
выполнении условий (12) система уравнений распадается 
на две независимые системы, (13) и (15).

Приложение 2

Компоненты Jx0 и Jy0 вектора Джонса [26] пробного 
излучения на входной поверхности s = 0 при dx10 = 0 оп-
ределяются формулами

Jx0 = m1a10 e+(a10, g10),   Jy0 = m1a10e– (a10, g10)exp(idy10).

Компоненты J ( )x
i
0  и J ( )y

i
0  вектора Джонса параллельной (i = 

1) и перпендикулярной (i = 2) нормальных мод на вход-
ной поверхности имеют вид

exp iJ a( ) ( ) ( )
x x0
1

1 10
1

1
1m d= ^ h,

/2exp i signJ a( ) ( ) ( ) ( )
y x0
1

1 1
1

10
1

1
1

2pm g d g= -^ h6 @,

exp iJ a( ) ( ) ( ) ( )
x x0
2

1 1
1

10
2

1
2m g d= ^ h, 

(П2.1)

/2exp i signJ a( ) ( ) ( )
y x0
2

1 10
2

1
2

2pm d g= +^ h6 @.

Используем равенства

Jx0 = J ( )x0
1  + J ( )x0

2 ,   Jy0 = J ( )y0
1  + J ( )y0

2  (П2.2)

и подставим в них выражения (П2.1). Предполагая, что 
g2 ¹ 0, умножим обе части второго равенства на (П2.2) 
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isign g2 ¹ 0, выделим действительные и мнимые части по-
лученных уравнений и введем неизвестные величины 
X, Y, Z и T:

X = / cosa a( ) ( )
x10

1
10 1

1d^ h ,   Y = / sina a( ) ( )
x10

1
10 1

1d^ h ,

Z = / cosa a( ) ( )
x10

2
10 1

2d^ h ,   T = / sina a( ) ( )
x10

2
10 1

2d^ h . 
(П2.3)

В результате получим следующую систему линейных ал-
гебраических уравнений:

X + ( )
1
1g Z = A,   Y + ( )

1
1g T = 0,

( )
1
1g Y – T = B,    ( )

1
1g X – Z = C,

где A, B и С задаются формулами (17). Решение этой си-
стемы определяется формулами (18). Сопоставляя (18) и 
(П2.3), получаем равенства (19). В случае g2 = 0, при кото-
ром ( )

1
1g  = 0, формулы (20) непосредственно следуют из 

уравнений (П2.2).

Приложение 3

Из формул (2) и (4) вытекает, что в случае параллель-
ной нормальной моды выполняется условие

exp ig a1 2 1( ) ( ) ( ) ( )
x1

1
1
1

1
1

1
1g d= -^ ^ ^h h h.

Введем новые зависимые переменные

P1 = 
( )

exp
i

i
U

1

( )
*x

2

1
1

1
k

d

+

-^ h
,   Q1 = 

( )

exp
i

i
V

1

( )
*x

2

1
1

1
k

d

+

-^ h

и пренебрежем наличием неоднородного уширения ли-
ний квантовых переходов и релаксационными процесса-
ми. Система (13) преобразуется при этом в систему урав-
нений, описывающую пространственно-временную эволю-
цию большой оси ЭП поля параллельной нормальной 
моды в среде:

¶
¶
s
a ( )1
1

 = P
1

2 2
( )
1
1 1

g-
,   

¶
¶
w
P1  = ia g Q

2 2

1
4

( )
( )1

1

1
1

2 1
g -

+ ,

¶
¶
w
Q1  = ig q P*

2 1 1. 

(П3.1)

 

Перейдем  к новым независимым переменным 

u = s – V ( )
1
1 w,   v = s,

где V ( )
1
1  – групповая скорость распространения импульса 

параллельной нормальной моды в системе отсчета s, w. 
Полагая, что деформация огибающей a ( )1

1  параллельной 
моды происходит достаточно медленно, положим

( ) ( , )a a u a u v( ) ( ) ( )
1
1

1
1

1
1

= +r u ,   P1 = ( ) ( , )P u P u v1 1+r u ,

Q1 = ( ) ( , )Q u Q u v1 1+r u .

Здесь a ( )1
1u , P1

u  и Q1
u  имеют смысл малых поправок, влияние 

которых можно учесть методом последовательных при-
ближений. Тогда в нулевом приближении этого метода 
система уравнений (П3.1) принимает следующий вид:

d

d

u

a
P

1

2 2
( )

( )

1
1

1
1 1

g
=

-

r
r ,   

d
d iV
u
P

a g Q
2 2

1
4

( )
( )

( )
1
1 1 1

1

1
1

2 1
g

=
-

-
r

r r ,

d

d
iV

u

Q
g q P( ) *

1
1 1

2 1 1-
r

r , 

(П3.2)

причем q1 определяется последней из формул (14). Из сис-
темы уравнений (П3.2) вытекает уравнение, определяю-
щее эволюцию ( )P u1r :

d

d

u

P

V V

g q
P1 1

4( ) ( )2

2
1

1
1

1
1

2
2
1

1= -
r

rf p . (П3.3)

Величина V ( )
1
1  неотрицательна в силу своего определе-

ния. Обозначим через k2 коэффициент при P1r  в правой 
части уравнения (П3.3). Если условие k2 = 0 не выполня-
ется, то величина P1r  линейно выражается через экспонен-
циальные функции действительного или чисто мнимого 
аргумента. Согласно первому из уравнений (П3.2) это в 
свою очередь означает, что функция ( )a u( )

1
1r  не стремится 

к нулю при |u|, стремящемся к бесконечности, и описы-
ваемое ею излучение не является импульсом. Используя 
условие k2 = 0, определим групповую скорость V ( )

1
1 . 

Аналогичным образом найдем групповую скорость V ( )
1
2  

перпендикулярной нормальной моды. В итоге получим 
равенства (22).
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