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1. Введение

Квантовые информационные технологии являются бур
но развивающейся областью науки. Известно, что кван-
товые вычисления способны обеспечить значительное уве
личение скорости решения ряда практически важных фи-
зических и математических задач [1 – 3]. Многие крупные 
IT-компании уже вовлечены в разработку многокубит-
ных квантовых процессоров [4 – 6]. Однако точность ра-
боты создаваемых прототипов квантовых вычислителей 
пока ещё остаётся невысокой в связи с наличием кванто-
вых шумов различной природы и отсутствием должной 
методологии управления квантовыми состояниями и про
цессами. Для решения этой проблемы необходимо, с од

ной стороны, совершенствовать технологическое обору-
дование и методы борьбы с шумами, а с другой – разра
батывать эффективные методы мониторинга квантовых 
процессов и квантовых состояний.

Моделирование идеальных квантовых систем осу-
ществляется на языке чистых векторов-состояний и уни-
тарных преобразований. Взаимодействие изучаемой си-
стемы с окружением приводит к необходимости описа-
ния на языке матриц плотности [3]. При этом эволюция 
состояния не является унитарной и может описываться 
решением уравнения Линдблада [7] либо с использовани-
ем более общего формализма квантовых операций [8]. В 
настоящей работе изложен подход к анализу зашумлён-
ных квантовых преобразований, основанный на исполь-
зовании изоморфизма Чоя – Ямилковского [9 – 11]. Такой 
подход позволяет анализировать характеристики кванто-
вых вентилей в целом, вне зависимости от того, на какие 
состояния они действуют.

Наряду с математическим моделированием кванто-
вых преобразований необходимо осуществлять их конт
роль в условиях реального эксперимента. Основным ин-
струментом для этих целей служит томография кванто-
вых состояний и процессов [3, 12 – 19], которая призвана 
обеспечить интерфейс между разработкой элементной 
базы квантовых компьютеров и ее практическим вопло-
щением. Методы численного анализа и статистического 
моделирования с учётом влияния квантовых шумов, а 
также результатов технологических и эксперименталь-
ных исследований позволяют дать исчерпывающую оцен-
ку качеству и эффективности проектируемых квантовых 
регистров, сформулировать требования к эксперимен-
тальному оборудованию и технологии. Посредством об-
ратной связи развитый подход даёт возможность наилуч-
шим образом распорядиться имеющимися ресурсами для 
оптимизации процесса разработки квантовых информа-
ционных технологий. 
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Настоящее исследование отражает опыт работ Физи
ко-технологического института РАН в области создания 
методов обеспечения качества и эффективности кван
товых информационных технологий. Эти работы осу
ществляются в тесном сотрудничестве с физиками Мос
ковского государственного университета им. М.В.Ломо
носова. 

2. Моделирование зашумлённых квантовых 
преобразований

Идеальный квантовый вентиль, как известно, обеспе-
чивает унитарное преобразование квантового состояния. 
Однако реальная эволюция состояния никогда не бывает 
унитарной. В более реалистичных моделях необходимо 
учитывать неизбежное взаимодействие квантовой систе-
мы с окружением. В рамках теории открытых квантовых 
систем с учётом марковского приближении, когда окру-
жение характеризуется достаточно малым «временем па-
мяти» по сравнению с временем квантовой операции, эво-
люция состояния, определяемого матрицей плотности rin, 
задается операторной формулой [3, 8, 9]	  

( ) E EEout in ink k
k

r r r= =
@/ ,	 (1)

где Ek – так называемые операторы Крауса, удовлетворя-
ющие условию нормировки (сохранение следа)

E E Ik
k

k =
@/ . 

Можно показать, что произвольная квантовая опера-
ция описывается в виде матрицы плотности в простран-
стве с большей размерностью (по сравнению с простран-
ством матриц rin). Такое изоморфное представление опе-
раций посредством матриц плотности называется изо-
морфизмом Чоя – Ямилковского. Чтобы построить со-
стояние соответствия Чоя – Ямилковского для квантовой 
операции, действующей в s-мерном гильбертовом про-
странстве (s = 2n, где n – число кубитов в системе), необхо-
димо взять максимально запутанное состояние
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и применить ко второй подсистеме рассматриваемую кван
товую операцию:
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Состояние соответствия Чоя – Ямилковского содержит 
полную информацию о соответствующем квантовом пре-
образовании. Благодаря рассмотренному изоморфизму 
можно анализировать квантовые схемы без их привязки к 
входному состоянию. При этом в качестве меры точности 
операции рассматривается вероятность совпадения со-
стояний соответствия зашумленной и идеальной схем. 
Моделирование состояний Чоя – Ямилковского вычисли-
тельно сложнее, чем моделирование эволюции отдельных 
квантовых состояний, поскольку они задаются в прост
ранстве размерностью s2, однако такое моделирование по-
зволяет исключить рассмотрение всевозможных входных 

состояний квантовой операции вместе с последующим ре-
шением задачи оптимизации.

Матрица соответствия может быть задана в различ-
ных представлениях, которые определяются различными 
наборами базисных матриц. Часто удобно представлять 
матрицу соответствия в базисе матриц Паули (далее мы 
будем пользоваться именно этим представлением), т. к. 
этот базис является наиболее фундаментальным и позво-
ляет получить очень наглядную визуализацию матрицы 
соответствия.

Принципы моделирования зашумленных квантовых 
вентилей и схем подробно описаны в наших работах 
[11, 19]. 

Важным с практической точки зрения является изуче-
ние влияния на рассматриваемую систему процессов ам-
плитудной и фазовой релаксации, характеризующихся 
параметрами T1 и T2 соответственно, поскольку они есте-
ственным образом возникают во многих физических реа-
лизациях квантовых вычислений. На рис.1 приведены ре-
зультаты моделирования преобразования Адамара в иде-
альном случае и с учётом данных процессов. Представлена 
так называемая хи-матрица c, совпадающая с точностью 
до нормировки с состоянием Чоя – Ямилковского. 

Аналогичный анализ можно провести для более слож-
ных систем. На рис.2 отражено влияние амплитудно-фа
зовой релаксации на двухкубитное преобразование конт
ролируемое НЕ (CNOT). Кроме того, рассмотрено влия-
ние так называемого деполяризирующего шума, также 
характерного для многих физических систем.

3. Томография квантовых состояний

Согласно принципу дополнительности Бора для по-
лучения полной информации о квантовом состоянии не-
обходимо провести серию взаимно дополняющих кван-
товых измерений над ансамблем одинаково приготовлен-
ных представителей данного состояния. В основе предла-
гаемого подхода лежит концепция адекватности, полно-
ты и точности квантовых измерений, подробно рассмо-
тренная в работах [17 – 21].

Совокупность m проекционных измерений чистого 
состояния, описываемого вектор-столбцом c длиной s, мо-
жет быть представлена в следующей матричной форме:

	 M = Xc.	 (4)

Здесь M – вектор-столбец длиной m, описывающий ам-
плитуды вероятностей получения различных результатов 
измерений, а X – так называемая аппаратная матрица 
размером m ´ s, каждая строка которой представляет со-
бой бра-вектор состояния, на которое осуществляется 
проецирование. Вероятности (в единицу времени) полу-
чения соответствующих результатов измерений задаются 
квадратами модулей амплитуд:

li = |Mi |2, i = 1, 2, … , m.	 (5)

Если каждая j-я строка протокола измеряется независимо 
от других строк в течение времени экспозиции ti, то ре-
зультаты измерений будут описываться статистикой Пу
ассона со средним значением lj tj.

После накопления статистики измерений осуществля-
ется процедура реконструкции квантового состояния с 
использованием корневого подхода и метода максималь-
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ного правдоподобия [15, 22, 23], которые дают следующее 
квазилинейное уравнение для вектор-столбца c (уравне-
ние правдоподобия):

( )Ic J c c=u , j jI t X Xi
j
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@
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где Xj – j-я строка аппаратной матрицы X, а kj – число за-
регистрированных для строки событий.

При томографии неизвестных квантовых состояний 
встаёт вопрос о выборе оптимального протокола кванто-
вых измерений. К наиболее распространённым относятся 
протоколы, образующие разложение единицы:

j j constt X X Ij s
j

m

1

$=
@

=

/ ,

где Is – единичная матрица размером s ´ s. В случае одно-
кубитных состояний естественным является выбор про-
токолов, основанных на симметрии правильных много-
гранников: концы векторов Блоха протокола лежат в 
центрах граней правильных многогранников, описанных 
вокруг сферы Блоха [18]. Наиболее простой протокол, со-
стоящий из четырёх элементов, – это протокол, основан-
ный на симметрии тетраэдра [16, 18] (рис.3,а). При этом 
различные состояния восстанавливаются с разной точ
ностью, что отражено на рис.3,б. В работе [18] были рас-
смотрены также характеристики других протоколов, а в 

[24] проведена разработка оптимальных протоколов, по-
лученных путём решения задач минимизации.

Среди протоколов квантовых измерений, которые не 
сводятся к разложению единицы, отметим лоренцевские 
протоколы [25]. Лоренцевские квантовые измерения сме-
шанных состояний кубитов основаны на рассмотрении 
четырёхмерных псевдовращений, аналогичных преобра-
зованиям специальной теории относительности. Такие 
неунитарные преобразования кубитов являются обобще-
нием хорошо известных унитарных вращений на сфере 
Блоха. Заметим, что лоренцевские измерения допускают 
также обобщение и на случай многокубитных состояний. 
Важно подчеркнуть, что лоренцевские протоколы кван-
товых измерений могут обеспечивать более высокую точ-
ность томографии, чем любые традиционные протоколы, 
сводящиеся к разложению единицы.

В случае томографии N-кубитных состояний каждый 
кубит измеряется отдельно с использованием аппаратной 
матрицы X, а общая аппаратная матрица для квантового 
состояния задаётся соответствующим тензорным произ-
ведением NX7 . Точность томографии для произвольных 
заданных протоколов измерений и квантовых состояний 
может быть теоретически оценена на основе квантового 
обобщения матрицы информации Фишера. В рассматри-
ваемом случае томографии чистых состояний это даёт сле-
дующую действительную симметричную, положительно 
определённую матрицу полной информации размером 
2s ´ 2s [17]:

Рис.1.  Действительные (а, в) и мнимые (б, г) части хи-матрицы для вентиля Адамара. Диаграммы на рис.1,а и б соответствуют идеально-
му случаю, а диаграммы на рис.1,в и г отражают действие амплитудно-фазовой релаксации с параметрами T1 = 3, T2 = 5 (время операции 
выбрано за единицу); sI – единичная матрица размером 2 ´ 2.
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Анализ матрицы информации позволяет количественно 
оценить флуктуации параметров квантового состояния 
и, следовательно, точность восстановления неизвестного 
состояния [17, 18]. На рис.4 приведены результаты чис-
ленных экспериментов по томографии двухкубитного 
квантового состояния и теоретическое распределение, по

Рис.2.  Действительные (левый столбец) и мнимые (правый столбец) части хи-матрицы для вентиля CNOT. Диаграммы в верхнем ряду со-
ответствуют идеальному случаю, диаграммы в среднем ряду отражают действие деполяризующего шума с уровнем зашумлённости p = 
0.6. а в нижнем ряду – действие амплитудно-фазовой релаксации с параметрами T1 = 5, T2 = 3 (время операции выбрано за единицу).

3    Квантовая электроника, т. 48, № 11
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лученное на основе матрицы (7). Критерий хи-квадрат 
показывает хорошее соответствие между теорией и чис-
ленным экспериментом.

Приведённые выше рассуждения справедливы не толь-
ко для чистых состояний, но и для смешанных состояний 
произвольного ранга. Соответствующее рассмотрение воз-
можно с использованием процедуры очищения (дополне-
ния смешанного состояния до чистого в пространстве с 
более высокой размерностью) [17].

4. Томография квантовых процессов

Описанные выше методы могут быть использованы 
для определения преобразования, выполняемого каким-
либо неизвестным квантовым каналом. Данная процеду-
ра называется томографией квантовых процессов [3, 26, 27]. 
Она играет важнейшую роль в обеспечении качества кван-
товых информационных технологий, поскольку позволяет 

полностью характеризовать квантовые вентили (гейты), 
имплементированные в реальной физической системе, 
обнаруживать в них ошибки, а затем на основе получен-
ных результатов вносить соответствующие корректиров-
ки в технологию и настройку управляющего оборудования.

Данный подход был применён к анализу поведения 
разработанного компанией IBM пятикубитного сверх-
проводникового квантового процессора ibmqx4 [4], к ко-
торому имеется открытый доступ через Интернет. В част-
ности, была проведена томография однокубитного вен-
тиля сдвига фазы Z на кубите Q1 процессора. В качестве 
томографического протокола был выбран протокол куба, 
т. к. его реализация на процессоре оказалась самой удоб-
ной. Для томографии квантового процесса, соответству-
ющего гейту Z, на вход схемы подавались шесть базис-
ных состояний:
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Преобразование исходного нулевого состояния в ука-
занные базисные состояния осуществлялось путем добав-
ления нужного вращающего гейта в начало схемы. На 
выходе схемы проводилось измерение кубита в трёх бази-
сах, соответствующих наблюдаемым sX, sY и sZ (матрицы 
Паули). В итоге для томографии однокубитного гейта 
потребовалось запустить 18 различных квантовых схем. 
Каждая схема инициализировалась 8192 раза для нако-
пления статистики измерений. На основе данных измере-
ний выполнялась реконструкция двухкубитного кванто-
вого состояния Чоя – Ямилковского для вентиля Z.

Была разработана адекватная модель квантового про-
цесса [17, 23], которая показала, что модель, отвечающая 
рангу преобразования r = 2, является статистически зна-

Рис.3.  Протокол, основанный на симметрии тетраэдра (а), и теоретическое распределение функции потерь L = l á1 – F ñ (l – объём выбор-
ки) для чистого квантового состояния на сфере Блоха (протокол тетраэдра), полученное на основе анализа матрицы информации (7) (б).

Рис.4.  Результаты численных экспериментов по томографии двух-
кубитного запутанного состояния (|00 ñ + i|11 ñ)/ 2  с использовани-
ем протокола тэтраэдра (столбцы). Сплошная кривая – теоретиче-
ское распределение потерь точности томографии, построенное с 
помощью матрицы информации (7). Проведено 500 экспериментов 
с объёмом выборки в каждом эксперименте l = 106.
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чимой на уровне значимости 5 %. Вероятность совпаде-
ния F (fidelity) полученной хи-матрицы второго ранга 
(рис.5) с хи-матрицей идеального преобразования Z со-
ставила ~93.29 %. Для рассматриваемого случая на рис.6 
представлено фидуциальное распределение точности то-
мографии, рассчитанное с использованием матрицы пол-
ной информации (7). Полученное распределение, обес
печивающее гарантированную точность статистической 
оценки квантовой операции, даёт ответ на вопрос о том, 
насколько близка реконструированная квантовая опера-
ция к неизвестной истинной квантовой операции, реали-
зованной на процессоре ibmqx4. Из рис.6 видно, что сте-
пень соответствия действительно очень высокая. С дове-

рительной вероятностью 95 % (незаштрихованная об-
ласть на рис.6) можно утверждать, что вероятность со-
впадения F с неизвестной точной квантовой операцией 
составляет не менее 99.84 %. Близость полученного значе-
ния к 100 % означает, что существенное отличие рекон-
струированной хи-матрицы от идеальной (см. рис.5) почти 
полностью обусловлено реальными процессами декоге-
рентизации в квантовом процессоре IBM, а не ошибкой 
статистической реконструкции. 

Отметим, что в работе [28] также рассматривалась то-
мография различных преобразований, выполняемых про-
цессором IBM. Однако, на наш взгляд, развитые в [28] 
процедуры не вполне корректны и имеют заведомо низ-
кую точность. Так, в указанной работе не проводился 
учёт условия сохранения следа Tr1( c) = Is (Tr1 – частич-
ный след по первой подсистеме), накладываемого на лю-
бую хи-матрицу. Кроме того, для реконструкции исполь-
зовался метод псевдоинверсии, который не всегда даёт 
физически осмысленные результаты и заведомо не спосо-
бен обеспечить асимптотическую эффективность и гаран-
тированную точность статистических оценок [23].

5. Выводы

В настоящей работе рассмотрена методология моде-
лирования квантовых операций для задач создания эле-
ментной базы квантовых компьютеров. Изложены раз-
личные способы описания квантовых операции, в том 

Рис.5.  Действительные (а, в) и мнимые (б, г) части хи-матрицы для вентиляи Z. Диаграммы на рис5,а и б соответствуют идеальному слу-
чаю, а диаграммы на рис5,в и г – хи-матрице, полученной в результате томографии вентиля на квантовом процессоре ibmqx4 (кубит Q1) 
компании IBM. Использовался протокол куба, общий объём выборки – 18432 представителя квантового статистического ансамбля.

Рис.6.  Фидуциальное распределение P вероятности совпадения F 
разработанной модели для вентиля Z квантового процессора 
ibmqx4 с неизвестной точной квантовой операцией.
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числе метод операторной суммы, представление посред-
ством состояния Чоя – Ямилковского и соответствующей 
ему хи-матрицы. Проведён учёт процессов амплитудной 
и фазовой релаксации состояний кубитов и их одновре-
менной гамильтоновой динамики.

Изложена процедура томографии квантовых состоя-
ний и процессов, основанная на корневом подходе и ме-
тоде максимального правдоподобия. Описанный подход 
обеспечивает гарантированную точность томографии, 
близкую к фундаментальному физико-статистическому 
пределу. Использование методов математической стати-
стики позволяет осуществлять полный анализ информа-
ции, получаемой при таких измерениях, и определять до-
стижимый уровень точности томографии.

Разработан метод гарантированной оценки точности 
реализации квантовых операций, опирающийся на коли-
чественную оценку информации, получаемой при измере-
ниях. Этот метод был применен для оценки качества пре-
образований, выполняемых сверхпроводниковым кван-
товым процессором компании IBM.

Предложенный метод позволяет дать всестороннюю 
оценку качеству и эффективности проектируемых кван-
товых регистров, сформулировать требования к экспери-
ментальному оборудованию и технологии. Посредством 
обратной связи развитый подход даёт возможность наи-
лучшим образом распорядиться имеющимися ресурсами 
для оптимизации процесса разработки квантовых инфор-
мационных технологий. Эффективность указанного под-
хода уже была продемонстрирована нами в течение по-
следних лет при работе с оптическими и сверхпроводни-
ковыми кубитами [17 – 19, 27].
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