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1. Введение

Наряду с численными методами решения уравнений 
Максвелла в пустоте [1, 2] для моделирования световых 
пучков продолжают широко применяться аналитические 
методы. При этом речь идет либо о приближенных мето-
дах (метод медленно меняющихся амплитуд, метод Кирх
гофа и др.), либо о точных решениях приближенных урав-
нений для электромагнитных волн*. К таким решениям 
относятся интеграл Френеля и его обобщение [3, 4], гаус
совы [5], бесселевы [6], спиральные и другие пучки [7].

В настоящей работе мы рассмотрим класс точных ре-
шений уравнений Максвелла и с их помощью исследуем 
схлопывающиеся электромагнитные пучки. Важное свой-
ство этих решений – конечность полной энергии поля. Из 
предыдущих работ на эту тему отметим [8, 9] и особенно 
[10 – 12].

2. Решение уравнений Максвелла в виде 
бегущих сферических волн

Уравнения Максвелла в пустоте допускают калибров-
ку потенциалов в виде [13]

div A = 0,   f = 0	 (1)

и сводятся в этом случае к волновому уравнению для век-
торного потенциала A, через который выражаются элек-
трическое (E) и магнитное (H ) поля:
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Нетрудно убедиться в том, что уравнению (2) с калибров-
кой (1) удовлетворяет потенциал вида

A = l ´ grad u	 (3)

(где l – единичный, не зависящий от времени и координат 
аксиальный вектор) при условии, что функция u (r, t) так-
же удовлетворяет волновому уравнению (2). Его сфериче-
ски симметричное решение u(r, t) складывается из двух 
встречных волн, описываемых произвольными функция-
ми f+ и f– :
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а решение без особенности в нуле имеет вид [14]
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где f (s) – также произвольная функция. Если она убывает 
при больших |s| достаточно быстро, то электромагнит-
ный импульс (или пучок) обладает конечной энергией.

Используя (2) и векторный потенциал (3), (5), легко 
получить выражения для полей E и H:
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n – единичный вектор вдоль радиуса-вектора r. Формулы 
(5) – (7), содержащие произвольную функцию f, описыва-
ют определенный тип световых пучков с конечной энер-
гией, удовлетворяющих уравнениям Максвелла в пустоте.

3. Полная энергия импульса, спектр  
и плотность энергии

Сначала выразим указанные величины через функцию 
f (s), определяющую поля (6) и (7).
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3.1. Энергия импульса

Полную энергию E импульса (5) – (7) найдем по фор-
муле

E = 
3

( , )lim dr t t
r 0

F
"3

y ,	 (8) 

где 

F (r, t) = ( , )sin d dI tr2 q q jr yy 	 (9a)

– поток энергии через сферу радиусом r; q и j – углы в 
сферической системе координат;

I(r, t) = 
4
c
p  n[E ́  H ]  	  (9б) 

– радиальная интенсивность. Подставляя в (9б), а затем 
в (9a) напряженности полей (6) и (7), определяем сначала 
поток энергии:
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а затем, следуя (8), полную энергию импульса:
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3.2. Спектр импульса в дальней зоне

Вернемся к формуле (9б) для радиальной интенсив
ности, направив ось z вдоль вектора l. Подставляя в нее 
поля E и H из (5) – (7), получаем
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Интеграл от интенсивности (12) по времени, аналогич-
ный (8), при больших r дает флюенс (энергия излучения, 
падающего на единицу площади)

F(r) = 
3

( , )lim dI t tr
r 0"3

y .	 (13) 

Используя при больших r приближенные выражения для 
E и H, формулу (13) легко упростить, как и выражение (8) 
для полной энергии. Тогда подобно (11) флюенс (13) при-
нимает вид
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Полученный результат ожидаем, поскольку в числителе 
стоит фактически полная энергия импульса E. Из (14) лег-
ко найти спектральную плотность мощности:
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При этом учтено, что g(s) – вещественная функция, а 
|g(k)|2 – четная. Величину Fw(r) естественно отождест
вить со спектром импульса в дальней зоне.

3.3. Плотность энергии

Плотность энергии e в центре импульса определим по 
формуле

e = 
8
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Отсюда, используя общие формулы для полей (5) – (7), на-
ходим

E(ct) = 0,   H(ct) = 
3
4  f'''(ct)  и  e(ct) = 

9
2
p [g'(ct)]2.	 (17)

Из (17) видно, что плотность электромагнитной энергии 
e(t) в начале координат при увеличении времени от t = – ¥ 
возрастает, а затем уменьшается до нуля.

Подчеркнем, что выражение (17) для плотности энер-
гии e(сt) в центре схлопывающегося импульса, как и вы-
ражение (11) для полной энергии E, справедливы для 
любой функции f(s), определяющей пространственно-вре
менную форму импульса (см. (4)). Доказательство спра-
ведливости формул (11) и (17) будет приведено в нашей 
следующей работе.

4. Схлопывание квазимонохроматической 
волны

Выберем форму импульса (5) – (7), задав вторую про-
изводную f (s) в виде

f''(s) = g(s) = C1 exp(–s2/a2) sin(qs),	 (18)

где нормировочный коэффициент C1, в соответствии с 
формулой (11) для полной энергии импульса, определяет-
ся выражением

C1
2 = 6E{a 2p [1 – exp(–q2a2/2)]}–1;	 (19)

a и q – параметры, имеющие смысл длины импульса и 
волнового числа соответственно. Следуя разд.3, рассмо-
трим спектр и плотность энергии такого импульса в фо-
кусе. Подставляя (18) в (15), находим спектральную функ-
цию флюенса:
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С помощью этой функции легко определить централь-
ную частоту w0 и ширину dw спектра излучения. Как и 
следовало ожидать, в случае квазимонохроматической 
волны, когда aq >> 1, имеем

w0 = cq,   dw = с/a.	 (21)

Плотность энергии в центре определяется формулой 
(17), которая показывает, что для импульса (18) макси-
мальное значение em достигается при t = 0:
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В случае квазимонохроматического импульса, когда aq >> 1 
и справедливо выражение (21), из формулы (22) следует 
ожидаемая (с точностью до множителя) зависимость плот-
ности энергии в центре от полной энергии импульса, дли-
ны волны и ширины спектра:
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Двумерное распределение плотности энергии e(r) в мо-
мент схлопывания импульса, показанного на рис.1,а, при-
ведено на рис.1,б. 

5. Обсуждение

С помощью модельного импульса, являющегося точ-
ным решением уравнений для электромагнитного поля, 
исследовано решение, представляющее собой схлопыва-
ющуюся и вновь разлетающуюся оболочку, внутри ко
торой содержатся быстрые осцилляции поля. Получено 
соотношение между плотностью энергии em в точке фоку-
сировки и полной энергией импульса E, длиной волны 
l0  и шириной спектра dw. Вопрос об общности резуль
тата (22), (23) остается открытым, пока не исследованы 
иные более реалистичные точные решения уравнений для 
поля с конечной энергией. Они, в частности, могут быть 
построены путем сдвига поля (5) в комплексную пло-
скость по одной из координат [9, 11].

Несмотря на очевидные трудности реализации про
странственно-временной структуры поля (5) – (7) с высокой 
симметрией, по-видимому, представляет интерес деталь-
ное сравнение соотношения (23) с плотностью энергии, 
достигаемой на существующих и проектируемых лазер-
ных установках, обеспечивающих релятивистскую интен-
сивность.
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Рис.1.  Форма импульса g(s), заданная по формуле (18) при qa = 10p 
(а), и распределение плотности энергии e(x, z) в окрестности нача-
ла координат при t = 0 (б).


