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1. Введение

Феномен шепчущей галереи известен уже несколько 
веков и связан в первую очередь с историческими памят-
никами архитектуры, находящимися в различных стра-
нах (Китай, Италия и т. д.), например с так называемой 
Стеной Эха, которая окружает двор Храма Император
ского Небосвода в Пекине (рис.1) [1]. Стена сделана из 
особых кирпичей из города Линьцин провинции Шаньдун. 
Эти кирпичи хорошо обработаны, имеют одинаковую 
структуру и отличаются от силикатных кирпичей, обыч-
но используемых при строительстве. В них почти нет пор. 
Такие кирпичи хорошо отражают акустическую волну и 
практически не поглощают ее энергию. Феномен заклю-
чается в том, что звук (шепот) распространяется вдоль 
вогнутой поверхности стены, а не по кратчайшему пути. 

Аналогичные явления встречаются и под куполами 
некоторых соборов, например собора Святого Павла в 
Лондоне (рис.1), где это явление было исследовано и опи-
сано с научной точки зрения лордом Рэлеем в 19-м веке. 
Он обнаружил, что акустическое излучение концентриру-
ется в узком слое у вогнутой поверхности и скользит 
вдоль нее. Таким образом, произнесенные вблизи зам-
кнутой вогнутой поверхности слова, обойдя контур, че-
рез некоторое время возвращаются. В этом случае кажет-
ся, что поверхность (галерея) шепчет. Для описания дан-
ного феномена ученым был введен термин – мода шепчу-

щей галереи (МШГ). Позже, в начале 20-го века, было до-
казано, что существуют электромагнитные МШГ. Долгое 
время (до последнего десятилетия 20-го века) эти типы 
волн не привлекали большого внимания [2]. Тем не менее 
сейчас интерес ученых к оптическим резонаторам МШГ 
растет [3, 4].

Эти резонаторы представляют собой диэлектрические 
аксиально-симметричные резонаторы с гладкими края-
ми, поддерживающие существование МШГ за счет пол-
ного внутреннего отражения на поверхности резонатора. 
На сегодняшний день разработаны различные типы та-
ких резонаторов: шарообразные, дискообразные, торо
образные, бутылкообразные и т. д [3]. Повышенный инте-
рес к ним связан с их уникальными характеристиками. 
Они обладают сверхвысокой добротностью (превышаю-
щей в некоторых случаях 109) при малых габаритах (от 
нескольких сантиметров до нескольких микрон) и огра-
ниченном числе собственных частот. Эти свойства позво-
ляют использовать такие резонаторы в качестве чувстви-
тельных элементов компактных высокоточных прибо-

Моделирование частотных сдвигов мод шепчущей галереи, 
индуцированных вращением 

В.Ю.Венедиктов, А.С.Кукаев, Ю.В.Филатов, Е.В.Шалымов 

Исследованы датчики угловой скорости на основе резонаторов мод шепчущей галереи. При вращении таких резонато-
ров проявляются различные эффекты, которые могут вызывать спектральный сдвиг их мод. Оптические методы по-
зволяют определять этот сдвиг с высокой точностью, что может использоваться на практике для измерения угло-
вой скорости в инерциальных системах ориентации и навигации. Рассмотрены основные принципы построения датчи-
ков угловой скорости на основе этих эффектов, отмечены их достоинства и недостатки. Также исследуется взаи-
мосвязь эффектов и возможность их влияния друг на друга. Опираясь на аналитические исследования эффектов, рас-
сматривается возможность их комбинированного использования для измерения угловой скорости.

Ключевые слова: эффект Саньяка, моды шепчущей галереи, морфологически зависимый резонатор, датчик угловой 
скорости.

В.Ю.Венедиктов. Санкт-Петербургский государственный электро-
технический университет «ЛЭТИ» им. В.И. Ульянова (Ленина), Рос
сия, 197022 С.-Петербург, ул. Профессора Попова, 5; Санкт-Пе
тербургский государственный университет, физический факультет, 
Россия, 199034 С.-Петербург, Университетская наб., 7/9;	
e-mail: vlad.venediktov@mail.ru	
А.С.Кукаев, Ю.В.Филатов, Е.В.Шалымов. Санкт-Петербургский 
государственный электротехнический университет «ЛЭТИ» им. 
В.И.Ульянова (Ленина), Россия, 197022 С.-Петербург, ул. Профес
сора Попова, 5	

Поступила в редакцию 28 сентября 2017 г., после доработки – 8 но-
ября 2017 г.

обзор

Рис.1.  Стена Эха вокруг Храма Императорского Небосвода в Пе
кине (слева) и шепчущая галерея собора Святого Павла в Лондоне 
(справа).
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ров. При вращении резонаторов МШГ проявляются раз-
личные эффекты, которые могут быть использованы для 
измерения угловой скорости [5 – 8]. Наиболее перспектив-
ными для создания датчиков угловой скорости представ-
ляются эффекты, приводящие к спектральному сдвигу 
МШГ (эффект Саньяка и влияние центробежных сил на 
морфологию резонатора). При этом для полноты иссле-
дования необходимо не только проанализировать приме-
нимость данных эффектов для измерения угловой скоро-
сти, но и рассмотреть их взаимное влияние.

2. Датчики угловой скорости на основе 
эффекта Саньяка

Предположим, что оптическое излучение с постоян-
ной в определенном спектральном диапазоне интенсив-
ностью I0 с помощью вспомогательного волновода вво-
дится в резонатор МШГ (рис.2) во взаимно противопо-
ложных направлениях – по часовой стрелке (ЧС) и про-
тив нее (ПЧС) (CW и CCW соответственно). Если резонатор 
неподвижен относительно инерциального пространства, 
то частоты встречных волн в резонаторе МШГ равны. В 
этом случае интенсивности ЧС-волны (I1) и ПЧС-волны 
(I2) соответствуют кривой 1 на рис.3. Предположим, что 
резонатор начал вращаться по часовой стрелке с угловой 
скоростью W. Хорошо известно, что при вращении эф-
фект Саньяка вызывает сдвиг собственных частот коль-
цевых резонаторов [9]. Это справедливо и для резонато-
ров МШГ. Если резонатор вращается, то в соответствии 
с эффектом Саньяка частоты МШГ для противополож-
ных направлений обхода резонатора расщепляются и их 

разность (частотный саньяковский сдвиг) определяется 
по следующей формуле:
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c
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где fm CW и fm CCW – частоты МШГ для волн, обходящих 
резонатор по и против часовой стрелки соответственно; 
fm = c/(lm0n) – частота МШГ неподвижного резонатора; 
n – показатель преломления материала резонатора; lm0 – 
длина волны m-й моды в вакууме; A – площадь рабочего 
сечения резонатора; c – скорость света в вакууме; L – 
путь, проходимый модой при однократном обходе резо-
натора (приблизительно равен периметру рабочего сече-
ния резонатора); W – угловая скорость вращения относи-
тельно оси, перпендикулярной рабочему сечению резона-
тора; R – радиус резонатора. В этом случае интенсив-
ность I1 соответствует кривой 2 на рис.3, а интенсивность 
I2 – кривой 3. Из формулы (1) видно, что эффект является 
невзаимным и линейным относительно радиуса резона-
тора и угловой скорости. Знак частотного сдвига опреде-
ляется направлением вращения резонатора. Для нахож-
дения угловой скорости резонатор сканируется по час
тоте в двух взаимно противоположных направлениях 
(ЧС и ПЧС), определяется невзаимный частотный сдвиг 
DfS и вычисляется пропорциональная ему угловая ско-
рость [10]. 

Недавно было опубликовано экспериментальное ис-
следование датчиков угловой скорости, работающих на 
основе обусловленного эффектом Саньяка невзаимного 
сдвига МШГ [11, 12]. Сначала был продемонстрирован и 
испытан макет датчика угловой скорости на основе резо-
натора МШГ [11]. В макете использовался дискообраз-
ный кристаллический резонатор из фторида кальция с 
добротностью ~109, диаметром диска ~1 см и толщиной 
0.2 мм. Излучение с длиной волны 1.5 мкм и мощностью 
0.075 мВт вводилось в резонатор в каждом из встречных 
направлений. При этом для снижения влияния внешних 
факторов резонатор МШГ был изолирован от окружаю-
щей среды герметичным корпусом. Была измерена пре-
дельная чувствительность датчика к угловой скорости, 
которая составила 2.3 °/ч. Затем был изготовлен и иссле-
дован экспериментальный образец этого датчика [12], в 
котором использовался аналогичный резонатор МШГ 
диаметром 7 мм. Объем всего экспериментального образ-
ца, включая резонатор, полупроводниковый лазер, фото-
диоды и т. д., составил 15 см3. Его предельная чувстви-
тельность была равна около 3 °/ч. Помимо описанных 
выше пассивных оптических датчиков угловой скорости, 
эффект Саньяка может быть использован и при построе-
нии активных датчиков угловой скорости (лазерных ги-
роскопов). Однако пока предельная чувствительность ла-
зерных гироскопов на основе резонаторов МШГ ниже, а 
размеры больше. На сегодняшний день достигнутая пре-
дельная чувствительность к угловой скорости датчика на 
основе резонатора МШГ диаметром 18 мм составляет 
22 °/ч [13].

Ясно, что в датчиках угловой скорости, работающих 
на основе эффекта Саньяка, вместо резонаторов МШГ 
могут использоваться кольцевые волноводные резонато-
ры различных типов [9]. Однако применение резонаторов 
МШГ дает некоторые преимущества. Известно, что чем 
больше добротность кольцевого резонатора, тем выше 
предельная чувствительность датчика угловой скорости 

Рис.2.  Резонатор МШГ, оптически связанный со вспомогательным 
волноводом.

Рис.3.  Интенсивности ЧС- (I1) и ПЧС- (I2) волн на выходах непод-
вижного (1) и вращающегося (2, 3) резонаторов; кривые 2 (I1) и 3 
(I2) – результат расщепления кривой 1, обусловленного эффектом 
Саньяка.
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на его основе [14]. На сегодняшний день достигнутая в 
резонаторах МШГ добротность значительно превышает 
добротность эквивалентных им по размеру волноводных 
резонаторов. Максимальная добротность, реализованная 
в резонаторе МШГ из фторида кальция, составила 1011 
[15]. Типичной для резонаторов МШГ является доброт-
ность ~109. В то же время добротность лишь лучших вол-
новодных резонаторов превышает 106 [9]. Кроме того, 
применение резонаторов МШГ вместо волноводных ре-
зонаторов позволяет снизить погрешности, вызываемые 
поляризационными шумами и эффектом Фарадея [12]. 

Несмотря на перечисленные достоинства, применение 
резонаторов МШГ имеет и серьезные недостатки. В отли-
чие от одномодовых волноводных резонаторов, спектр 
обычного резонатора МШГ слабо вырожден и, как пра-
вило, имеет несколько мод с частотами, близкими к ча-
стоте используемой моды. Взаимодействие между этими 
модами является источником погрешности [11]. Как пра-
вило, специфическая форма резонаторов МШГ затрудня-
ет их интегрирование с остальными элементами датчика 
угловой скорости. Для некоторых типов резонаторов МШГ 
(например, шарообразных) сложно обеспечить устойчи-
вый ввод и вывод излучения в условиях их движения при 
измерении угловой скорости. Чтобы не допустить смеще-
ния элемента ввода/вывода относительно резонатора, его 
вместе с резонатором покрывают оптическим полиме-
ром с низким показателем преломления. Это, как прави-
ло, приводит к снижению добротности резонатора и, как 
следствие, к уменьшению чувствительности датчика на 
его основе [16]. Известно, что чем больше мощность вход-
ного излучения, тем выше предельная чувствительность 
датчика угловой скорости, работающего на основе эф-
фекта Саньяка [14]. Однако из-за сверхвысокой доброт-
ности резонаторов МШГ и того, что излучение в них ло-
кализовано в очень ограниченном объеме, увеличение 
мощности при их использовании приводит к проявлению 
различных нелинейных эффектов, способствующих воз-
никновению дополнительной погрешности при измере-
ниях. Это накладывает ограничение сверху на входную 
мощность излучения и делает непродуктивным снижение 
диаметра применяемых в описанных датчиках угловой 
скорости резонаторов МШГ до нескольких миллиметров 
и менее [12].

3. Датчики угловой скорости на основе 
морфологически зависимых резонаторов

Центробежные силы, вызванные вращением матери-
альных объектов, могут приводить к механической де-
формации последних и к росту механических напряже-
ний в их материале. Это справедливо и для резонаторов 
МШГ. Вращение может вызвать изменения радиуса R ра-
бочего сечения (из-за механической деформации) и пока-
зателя преломления n (из-за механических напряжений) 
резонаторов МШГ. Как известно, частоты МШГ обрат-
но пропорциональны произведению радиуса рабочего се-
чения на показатель преломления материала резонатора 
[2]. Таким образом, под действием центробежных сил 
возникает взаимный (одинаковый для противоположных 
направлений обхода контура резонатора) сдвиг собствен-
ных частот резонатора Dfc (рис.4). Стоит отметить, что 
обычно относительное изменение показателя преломле-
ния пренебрежимо мало по сравнению с относительным 

изменением радиуса, и его вкладом в сдвиг частот МШГ 
можно пренебречь [8].

Относительно недавно было предложено использовать 
данный эффект для создания датчика угловой скорости 
на основе морфологически зависимого резонатора. При 
этом было аналитически получено и экспериментально 
проверено выражение, связывающее взаимный частот-
ный сдвиг, вызываемый вращением шарообразного резо-
натора МШГ вокруг перпендикулярной рабочему сече-
нию и проходящей через его центр оси (вокруг главной 
оси чувствительности) [8]:

f f f f f R
f R

c CW CCWm m m m
m

0
D D

= - = - =

	
( ) ( )
( ( ) )

G
R f
30 1 7 5

17 6 5m0
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+ +

+ - ,	 (2)

где R0 – радиус рабочего сечения неподвижного резона-
тора; r, n и G – плотность, коэффициент Пуассона и мо-
дуль сдвига материала резонатора соответственно. Фик
сируя величину взаимного сдвига частот МШГ, можно 
определить угловую скорость резонатора. При этом на 
практике на примере мягких полимерных шарообразных 
резонаторов МШГ с радиусами 0.5 мм было продемон-
стрировано, что взаимный сдвиг, вызываемый центро-
бежными силами, имеет достаточную для регистрации 
величину [8]. Тем не менее ясно, что пока существует мно-
жество проблем, связанных с реализацией измерения угло-
вой скорости по взаимному сдвигу частот МШГ. Прежде 
всего они обусловлены влиянием на него различных 
внешних факторов (изменения температуры окружающей 
среды, давления, влажности и т. д.). В связи с этим в дат-
чиках угловой скорости на основе морфологически зави-
симых резонаторов необходимо либо исключить влияние 
этих факторов, либо оценить их и компенсировать при 
вычислении.

Как отмечалось выше, выражение (2) справедливо толь-
ко для шарообразного резонатора МШГ, вращающегося 
вокруг главной оси чувствительности. Рассмотрим, как 
крепление резонатора к вращающемуся основанию влия-
ет на его реакцию и каким образом резонатор реагирует 
на центробежные силы при вращении вокруг оси, перпен-
дикулярной главной оси. Для этого используем данные, 
полученные в результате моделирования в программном 
пакете OOFELIE::Multiphysics.

Внешний вид модели шарообразного резонатора 
МШГ, построенной с помощью геометрического пакета 

Рис.4.  Интенсивности ЧС- (I1) и ПЧС- (I2) волн на выходах непод-
вижного (1) и вращающегося (2) резонаторов; кривая 2 – результат 
сдвига кривой 1, обусловленного действием центробежных сил.
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OOFELIE::Multiphysics, представлен на рис.5,а. При мо-
делировании считалось, что свет вводится в резонатор 
через оптический элемент, жестко закрепленный на по-
верхности шара, и обходит его по контуру (отмечен тол-
стой линией). Модель резонатора состояла из шара ради-
усом 5 мм, закрепленного на цилиндрической ножке с ра-
диусом, изменяемым в процессе моделирования в интер-
вале r = [0.1; 4] мм. В качестве материала резонатора ис-
пользовался либо мягкий оптический полимер полидиме-
тилсилоксан (ПДМС) с отвердителем (в соотношении 
60 : 1), либо плавленый кварц. Материалом ножки был 
плавленый кварц. При моделировании использовались 
параметры материалов, приведенные в табл.1.

Было задано жесткое крепление модели к цилиндри-
ческой поверхности ножки. Модель была разбита сеткой 
конечных элементов, как показано на рис.5,б. Была вве-
дена декартова система координат, так, чтобы ее центр сов
падал с геометрическим центром резонатора, а ось z – с 
осью симметрии ножки резонатора. 

Вначале была выполнена верификация построенной 
модели. Моделировалось вращение шарообразных резо-
наторов МШГ вокруг их главной оси чувствительности 
(ось z) с различными угловыми скоростями, принадлежа-
щими интервалу W = [– 50; 50] рад/с. При этом, как пока-
зано на рис.6, резонатор растягивался в горизонтальной 
плоскости (плоскость xy) и сжимался в направлении оси 
вращения. Контур, по которому свет распространяется в 
резонаторе, для наглядности изображен выпукло. Моде
лирование показало, что при вращении вокруг главной 
оси чувствительности увеличивается длина контура, по 
которому свет обходит резонатор, а частота МШГ умень-
шается (сдвигается в сторону низких частот). Таким об-
разом, качественно результаты моделирования соответ-
ствуют ожиданиям.

На втором этапе верификации модели было выполне-
но сравнение сдвигов частот МШГ, полученных по ре-
зультатам моделирования, со сдвигами, полученными из 
аналитического выражения (2). В результате моделирова-
ния определялось изменение длины контура, по которо-
му свет обходит резонатор. Используя тот факт, что от-
носительное изменение длины контура вызывает равное 
ему относительное изменение частоты МШГ, был вычис-
лен взаимный сдвиг частоты МШГ. Как видно из рис.7, 
сдвиг частот, полученный по результатам моделирования, 
зависит от угловой скорости аналогично аналитическому 
выражению (2). Стоит отметить, что при получении вы-
ражения (2) крепление резонатора к основанию не учиты-
валось. Поэтому чем меньше радиус ножки резонатора, 
тем спектральный сдвиг моделируемого резонатора бли-
же к сдвигу, полученному из выражения (2).

На рис.8 приведены полученные по результатам моде-
лирования значения сдвигов собственных частот шарооб
разных резонаторов при различных радиусах их ножек. С 
увеличением радиуса ножки шарообразного резонатора 
уменьшается его реакция на вращение, а следовательно, и 
чувствительность к угловой скорости приборов на его 
основе. Причем зависимость чувствительности от радиу-
са ножки тем выше, чем ближе радиус ножки к радиусу 
резонатора. Из рис.8 также видно, что при равных усло-
виях частотный сдвиг, вызываемый центробежными си-
лами в резонаторах из плавленого кварца, почти на семь 
порядков меньше, чем в резонаторах из ПДМС. Однако 

Рис.5.  Внешний вид модели шарообразного резонатора МШГ (а) 
и сетка его конечных элементов (б).

Рис.6.  Деформация резонатора из плавленого кварца с радиусом 
ножки 2 мм при вращении вокруг оси z со скоростью 50 рад/с (а) и 
тот же резонатор, но для наглядности существенно больше дефор
мированный (сжат вдоль оси z и растянут в горизонтальных пло-
скостях) (б). Цветные варианты рис.6, 9, 11 и 13 даны на сайте 
«Квантовой электроники» http://www.quantum-electron.ru.

Табл.1.  Параметры материалов резонаторов МШГ.

Материал
Плотность 
(кг/м3)

Коэффициент 
Пуассона

Модуль  
сдвига (Па)

Плавленый кварц 2200 0.17 31 ´ 109

Фторид  
кальция

3180 0.28 34 ´ 109

ПДМС с отвер-
дителем (60 : 1)

960 0.46 1 ´ 103

Рис.7.  Сдвиги собственных частот шарообразного резонатора из 
ПДМС при вращении вокруг оси z, полученные с использованием 
выражения (2) (сплошная кривая) и по результатам моделирования 
при радиусах ножек 0.1 ( ) и 4 мм ( ).
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пока размер полученных на практике высокодобротных 
резонаторов из ПДМС не превышает 0.5 мм [8], а точ-
ность определения частотного сдвига в резонаторах про-
порциональна их добротности и радиусу [14]. На сегод-
няшний день в шарообразных резонаторах из плавленого 
кварца достижимая добротность более чем на три поряд-
ка выше добротности резонаторов из ПДМС (60 : 1) [17].

Далее моделировалось воздействие центробежных сил 
на шарообразный резонатор при его вращении вокруг 
оси x. При таком вращении контур, по которому свет об-
ходит моделируемый резонатор, из окружности превра-
щается в эллипс (рис.9). Его меньшая ось соответствует 
оси вращения x, а большая – перпендикулярна ей (совпа-
дает с осью y). Чем выше угловая скорость, тем больше 
эксцентриситет эллипса. При этом моделирование пока-
зало, что путь, проходимый волнами за один обход резо-
натора, уменьшается. Частота МШГ шарообразного ре-
зонатора сдвигается в направлении, противоположном 
направлению сдвига, которое соответствует вращению 
вокруг главной оси чувствительности (ось z). Поскольку 
в общем случае при измерении угловой скорости ориен-
тация оси вращения неизвестна, чувствительность к со-
ставляющей угловой скорости, перпендикулярной оси z, 
приводит к неопределенности результатов измерения 
угловой скорости по взаимному сдвигу частот МШГ. 
Предположительно, использование триады резонаторов 
МШГ, рабочие сечения которых взаимно ортогональны, 
должно позволить устранить этот недостаток. 

Теперь рассмотрим влияние центробежных сил на 
«плоские» (торообразные и дискообразные) резонаторы 
МШГ при различных высотах резонаторов и радиусах но-
жек. Модели «плоских» резонаторов МШГ, построенные 

с помощью встроенного редактора геометрии OOFELIE:: 
Multiphysics, представлены на рис.10,а. Край резонатора 
радиусом 5 мм оканчивается либо тором с радиусом об-
разующей его окружности 10 мкм, либо клином с углом 
~23°. Высота резонатора (его мембраны) при моделирова-
нии варьировалась в интервале h = [2; 9] мкм, а радиус его 
ножки – в интервале r = [0.5; 4] мм. Материалом резонато-
ра был плавленый кварц. Мягкий оптический полимер 
ПДМС (60 :1) в качестве материала резонатора не рассма-
тривался, т. к. на сегодня еще не доказана возможность 

Рис.8.  Сдвиг собственных частот шарообразных резонаторов из 
плавленого кварца (а) и из ПДМС (60 : 1) (б) при вращении вокруг 
оси z с угловой скоростью 50 рад/с и при различных радиусах их 
ножек. Радиус шара 5 мм.

Рис.9.  Деформация резонатора из плавленого кварца с радиусом 
ножки 2 мм при вращении вокруг оси x со скоростью 50 рад/с (а)  и 
тот же резонатор, но для наглядности существенно больше дефор
мированный (б).

Рис.10.  Модель «плоских» (торообразного и дискообразного) ре-
зонаторов МШГ (а), а также  сетки конечных элементов торооб
разного (б) и дискообразного (в) резонаторов.
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получения полимерных резонаторов МШГ такой фор-
мы. Построенные модели, как показано на рис.10,б, в, 
были разбиты сеткой конечных элементов. Была введена 
декартова система координат, так, чтобы ее центр совпа-
дал с геометрическим центром резонатора, а ось z – с 
осью симметрии ножки резонатора. 

С использованием описанной выше модели исследо-
валось влияние центробежных сил на торообразный и 
дискообразный резонаторы при их вращении вокруг 
главной оси чувствительности (ось z) с угловой ско
ростью W = 50 рад/с. При этом, как и у шарообразных ре-
зонаторов, у «плоских» резонаторов (рис.11) при враще-
нии вокруг главной оси чувствительности увеличивается 
длина контура, по которому свет обходит резонатор, а 
частота МШГ уменьшается (сдвигается в сторону низких 
частот). Причем реакции на вращение эквивалентных 
по размеру дискообразных и торообразных резонаторов 
МШГ практически совпадают и лишь немного различа-
ются количественно. Качественное несоответствие меж
ду этими двумя резонаторами наблюдается только при 
уменьщении их габаритов (радиусов) до нескольких де-
сятков микрон. Зафиксировать на практике вызванный 
вращением спектральный сдвиг собственных частот та-
ких резонаторов пока не представляется возможным, по-
этому в рамках данной работы резонаторы такого разме-
ра интереса не представляют. В связи с вышесказанным, 
далее влияние центробежных сил на «плоские» резонато-
ры МШГ рассматривается только на примере торообраз-
ных резонаторов. 

На рис.12 приведены полученные по результатам мо-
делирования значения сдвигов собственных частот торо-
образных резонаторов при их различных высотах и ради-
усах ножек. При увеличении радиуса ножки и высоты ре-
зонатора снижается его реакция на вращение. В отличие 
от шарообразного резонатора, реакция которого на вра-
щение слабо зависит от радиуса ножки и при ее малых ра-
диусах (r < 0.4R) практически постоянна (см. рис.8), у то-
рообразного резонатора эта зависимость более суще-
ственна практически при любых радиусах ножки (рис.12). 
При использовании торообразного и дискообразного ре-
зонаторов зависимость величины спектрального сдвига 
от радиуса ножки более линейна. Интересной особенно-
стью «плоских» резонаторов является возможность по-
вышения чувствительности приборов на их основе к цен-
тробежным силам за счет уменьшения высоты резонато-
ров (толщины мембраны).

Далее моделировалось воздействие центробежных сил 
на торообразный резонатор при ее вращении вокруг оси 
x. При этом, как и у шарообразного резонатора, контур, 
по которому свет обходит резонатор, из окружности пре-
вращается в эллипс (рис.13). Его меньшая ось параллель-
на оси вращения (ось x), большая – перпендикулярна оси 
вращения (параллельна оси y), и чем выше угловая ско-
рость, тем больше эксцентриситет. Однако моделирова-
ние показало, что, в отличие от шарообразного резонато-
ра, у торообразного такое вращение приводит не к умень-
шению длины контура, по которому МШГ обходит резо-
натор, а к его увеличению. При этом частота МШГ торо-
образного резонатора сдвигается в направлении, совпа-
дающем с направлением сдвига при вращении вокруг 
основной оси чувствительности (ось z). 

Рис.11.  Увеличенные смещения (черная окружность – край непод-
вижного резонатора) в «плоских» (торообразном и дискообразном) 
резонаторах высотой 3 мкм с радиусом ножек 3 мм при вращении 
вокруг оси z со скоростью 50 рад/с (а), а также шкалы смещений 
для торообразного (б) и дискообразного (в) резонаторов.

Рис.12.  Сдвиг собственных частот торообразных резонаторов при 
их вращении вокруг оси z с угловой скоростью 50 рад/с, высоте ре-
зонатора 3 мкм и различных радиусах ножек (а), а также при ради-
усе ножки 3 мм и различных высотах резонаторов (б).

Рис.13.  Деформация торообразного резонатора высотой 3 мкм с 
радиусом ножки 3 мм при его вращении вокруг оси x со скоростью 
50 рад/с (а) и тот же резонатор, но для наглядности существенно 
больше деформированный (б).
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4. Сопоставление и взаимное влияние 
эффектов, вызывающих при вращении 
резонатора частотный сдвиг МШГ

Сравним частотные сдвиги, вызываемые описанными 
выше эффектами. Ограничимся рассмотрением сдвигов 
только в шарообразных резонаторах МШГ. Сдвиг, вы-
зываемый эффектом Саньяка, в первом приближении не 
зависит от механических свойств материала резонатора 
(см. (1)). Однако, как видно из (2), величина сдвига, вызы-
ваемого центробежными силами, напротив, во многом 
определяется свойствами материала. Поэтому при сопо-
ставлении эффектов необходимо рассмотреть резонаторы 
МШГ, выполненные из различных материалов. Известно, 
что шарообразные резонаторы МШГ чаще всего изго-
тавливаются из плавленого кварца или фторида кальция, 
реже – из оптических полимеров [13]. Основные характе-
ристики материалов, необходимые для сопоставления 
эффектов, даны в табл.1. 

На рис.14 приведены полученные из выражений (1) и 
(2) зависимости сдвигов частот МШГ от скорости враще-
ния для резонаторов с радиусом R0, равным в неподвиж-
ном состоянии 5 мм. Видно, что при небольших угловых 
скоростях влияние центробежных сил минимально. Здесь 
доминирует частотный сдвиг, вызываемый эффектом Сань
яка. Таким образом, приборы, которые измеряют угло-
вую скорость по частотному сдвигу, вызываемому цент
робежными силами, практически нечувствительны к ма-
лым скоростям вращения. Также они неспособны опреде-
лить направление вращения, поскольку эффект взаимен 
для встречных направлений обхода резонатора (кривые 

1, 2, 3 на рис.14 симметричны относительно нуля угловой 
скорости). Из выражения (2) и рис.14 видно, что чем мяг-
че и тяжелее материал резонатора, тем больше влияние 
центробежных сил на его радиус. С использованием вы-
ражения (2) было вычислено, что при любом размере ре-
зонатора сдвиг частот МШГ, вызванный центробежны-
ми силами, для резонаторов из фторида кальция на 15 % 
больше, чем для резонаторов из плавленого кварца. При 
этом сдвиг частот МШГ для резонаторов из ПДМС (60 : 1) 
больше почти на семь порядков. Таким образом, чувст
вительность приборов, измеряющих угловую скорость 
по частотному сдвигу, который вызывают центробежные 
силы, можно существенно повысить за счет использова-
ния мягких оптических полимеров. Однако, как отмеча-
лось выше, размер и добротность реальных полимерных 
резонаторов МШГ пока ограничивают выигрыш в чув-
ствительности при их использовании. Кроме того, при 
высоких угловых скоростях резонаторы из мягких мате-
риалов (например, из ПДМС (60 : 1)) может буквально ра-
зорвать на части. Это существенно ограничивает их ра-
бочий диапазон. Повысить стойкость таких резонаторов 
к центробежным силам можно путем уменьшения их раз-
мера или увеличения жесткости (увеличения доли отвер-
дителя в составе полимера). Однако при этом, естествен-
но, снижается и чувствительность к угловой скорости.

Датчики угловой скорости на основе эффекта Саньяка 
не имеют этих недостатков. Они одинаково чувствитель-
ны во всем рабочем диапазоне угловых скоростей и по-
зволяют устанавливать направление вращения (знак сдви
га определяется направлением вращения). Тем не менее 
с увеличением угловой скорости вращения резонаторов 
МШГ величина частотного сдвига, вызываемого центро-
бежными силами, растет быстрее саньяковского сдвига. 
При некотором значении угловой скорости W' зависимо-
сти на рис.14 пересекаются, частотные сдвиги становятся 
сравнимыми. Используя (1) и (2), можно найти это значение:

[ ( ) ]
( ) ( )

R c
G
17 6 5

60 1 7 5
0r n n

n n
W =

+ -

+ +l .	 (3) 

На рис.15 представлены зависимости W' от размеров 
резонаторов, изготовленных из различных материалов. 
В области под кривыми на рис.15 доминирует эффект 
Саньяка, а выше кривых – центробежные силы. Видно, 
что чем мягче и тяжелее материал резонатора и больше 
его размер, тем меньше угловая скорость, при которой 
частотные сдвиги МШГ становятся равными. 

При вращении резонаторов с угловой скоростью, 
большей W', приборы на основе эффекта Саньяка менее 
чувствительны, чем те, которые основаны на частотном 
сдвиге, вызываемом центробежными силами. При даль-
нейшем увеличении угловой скорости частотный сдвиг, 
вызываемый центробежных силами, все больше и больше 
превышает саньяковский. В связи с этим идея одновре-
менного использования двух эффектов для измерения 
угловой скорости представляется весьма привлекатель-
ной. Однако, прежде чем рассматривать возможные пути 
ее реализации, необходимо проанализировать, какое 
влияние могут оказывать эти эффекты друг на друга.

При определении угловой скорости по частотному 
сдвигу, вызываемому центробежными силами, излучение 
через один конец вспомогательного волновода вводится 
в резонатор МШГ, а со второго направляется на фото-
приемник. Резонатор сканируется по частоте, и по экстре

Рис.14.  Зависимости частотных сдвигов Dfc (1, 2, 3) и DfS (4) от ско-
рости вращения резонаторов с R0 = 5 мм (а) и увеличенный участок 
этих зависимостей (здесь и на рис.16, 17 выделен прямоугольни-
ком) (б). Зависимости 1, 2 и 3 построены для резонаторов из плав-
леного кварца, фторида кальция и ПДМС (60 : 1) соответственно.
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муму сигнала на фотоприемнике вычисляется частота 
МШГ, обходящей резонатор либо по часовой стрелке, 
либо против нее (в зависимости от того, на каком выходе 
установлен фотоприемник). По значению частотного сдви
га из выражения (2) определяется угловая скорость [8]. 
Однако, вследствие влияния эффекта Саньяка, получен-
ная суммарная величина частотного сдвига отличается от 
описанной выражением (2):

( ) ( )
[ ( ) ]

f f
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G
R f
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R f

2 30 1 7 5
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c
S m m0

2
2 0! !

n n
r n nD D D
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где знак «±» перед саньяковским сдвигом выбирается ис-
ходя из того, на каком выходе резонатора установлен фо-
топриемник. Как было показано выше, при измерении 
угловой скорости по сдвигу, вызываемому центробежны-
ми силами, предпочтительней использовать мягкие поли-
мерные резонаторы. При этом саньяковский сдвиг, как 
правило, сравнительно мал и им можно пренебречь. Одна
ко при небольших угловых скоростях, когда чувствитель
ность рассмотренных приборов и так понижена, санья-
ковский сдвиг вызывает значительную дополнительную 
погрешность (рис.16). Ясно, что при уменьшении разме
ра резонатора относительная величина вклада эффекта 
Саньяка в суммарный частотный сдвиг увеличивается и 

обусловленная им составляющая погрешности растет. 
Модифицировав метод измерения угловой скорости, мож
но исключить дополнительную погрешность, вызванную 
эффектом Саньяка. Для этого требуется измерять интен-
сивность излучения на обоих выходах резонатора МШГ 
и регистрировать частоты МШГ, обходящих резонатор 
во взаимно противоположных направлениях, fm CW и 
fm CCW. Тогда сдвиг частот МШГ, вызванный действием 
центробежных сил, определяется из выражения 2Dfc = 
2fm – ( fm CW + fm CCW).

При создании прибора, работающего на основе эф-
фекта Саньяка, нужно исключить влияние центробежных 
сил. Интересно, что вызванный ими сдвиг МШГ как та-
ковой не влияет на измерение угловой скорости. Это объ-
ясняется тем, что он взаимный и при определении разно-
сти частот МШГ (саньяковского сдвига) будет исключен. 
Тем не менее центробежные силы приводят к изменению 
радиуса резонатора МШГ (см. (2)), который входит в состав 
масштабного коэффициента эффекта Саньяка (см. (1)). В 
результате, с учетом влияния центробежных сил, санья-
ковский сдвиг определяется следующим выражением:
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Таким образом, масштабный коэффициент становит-
ся нелинейным. Если не принимать во внимание зависи-
мость радиуса от скорости вращения (из-за действия цен-
тробежных сил), то появляется дополнительная система-
тическая погрешность, величина которой при использо-
вании резонаторов из мягких оптических полимеров зна-
чительна (рис.17). Как уже говорилось выше, при измере-
нии угловой скорости с использованием эффекта Саньяка 

Рис.15.  Зависимости от размера резонатора величины угловой ско
рости, при которой сдвиги, вызываемые эффектом Саньяка и вли-
янием центробежных сил, равны (а), а также участок зависимости 
в увеличенном по оси ординат масштабе (б). Зависимости 1, 2 и 3 
построены для резонаторов из плавленого кварца, фторида каль-
ция и ПДМС (60 : 1) соответственно.

Рис.16.  Зависимости сдвигов частот МШГ Dfc (1) и DfS (2) от ско-
рости вращения резонатора из ПДМС (60 : 1) радиусом 5 мм (а) и 
участок этих зависимостей в увеличенном по оси ординат масшта-
бе (б).
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предпочтительно использовать жесткие (из плавленого 
кварца или фторида кальция) резонаторы. В этом случае 
систематическая погрешность, вызванная действием цен-
тробежной силы, мала и становится существенной лишь 
при очень больших угловых скоростях (свыше 104 рад/с). 
При необходимости ее можно исключить. Для этого по 
сумме частот МШГ, обходящих резонатор во встречных 
направлениях, рассчитывается частотный сдвиг Dfc, а за-
тем вычисляется поправка DR к радиусу резонатора 
МШГ (с использованием выражения (2)).

Возможны и другие способы совместного применения 
эффекта Саньяка и влияния центробежных сил на мор
фологию резонатора. Например, можно переключаться 
между используемыми эффектами при достижении опре-
деленной величины угловой скорости, зависящей от ма-
териала и размера резонатора. Другими словами, прово-
дить измерения с использованием эффекта Саньяка при 
небольших угловых скоростях и изменении направления 
вращения, а затем переключаться на измерения с исполь-
зованием разных эффектов, когда угловая скорость до-
стигает величины, при которой сдвиги частоты, вызван-
ные этими эффектами, становятся равными (|DfS| = Dfc 
(см. рис.15)). При больших угловых скоростях нужно 
проводить измерения угловой скорости по частотному 
сдвигу, вызываемому центробежными силами.

Также можно реализовать одновременное измерение 
угловой скорости с использованием обоих эффектов и 
того факта, что один из эффектов взаимен, а другой – нет. 
При этом нужно определять саньяковский частотный 
сдвиг по разности частот МШГ, т. е. DfS = fm CW – fm CCW, 
и одновременно вычислять частотный сдвиг, вызванный 
центробежными силами, по сумме частот МШГ, т. е. 
2Dfc = 2fm – ( fm CW + fm CCW). В результате получаются два 
прибора, работающих одновременно на основе разных 

физических эффектов, но на одном и том же резонаторе. 
Это позволит использовать достоинства обоих эффектов 
и повысить точность определения угловой скорости за 
счет комплексирования результатов измерений.

5. Заключение

В настоящей работе комплексно рассмотрены эффек-
ты, вызывающие частотный сдвиг мод в резонаторах 
МШГ при их вращении. Они могут использоваться для 
определения угловой скорости по величине частотного 
сдвига МШГ. На сегодняшний день уже разработаны 
прототипы таких датчиков. Показано, что приборы, из-
меряющие угловую скорость по взаимному частотному 
сдвигу (на основе морфологически зависимых резонато-
ров МШГ), который вызывается центробежными сила-
ми, практически нечувствительны к низким скоростям 
вращения. Они также не позволяют определить направ-
ление вращения. Зато эти приборы характеризуются вы-
сокой чувствительностью при измерении больших угло-
вых скоростей, особенно в случае использования мягких 
полимерных резонаторов. Кроме того, их характеристи-
ки зависят от типа используемого резонатора МШГ и его 
геометрических параметров. Чувствительность датчиков 
угловой скорости на основе морфологически зависимых 
резонаторов МШГ падает при увеличении радиуса нож-
ки резонатора. При использовании шарообразных ре
зонаторов влияние радиуса ножки на чувствительность 
резко растет с приближением радиуса ножки к радиусу 
резонатора. При использовании торообразного и диско
образного резонаторов зависимость чувствительности к 
вращению от радиуса ножки более линейна. В этом слу-
чае чувствительность к угловой скорости можно увели-
чить, уменьшая толщину резонаторов. Приборы, изме
ряющие угловую скорость на основе эффекта Саньяка, 
наоборот, одинаково чувствительны во всем рабочем ди-
апазоне угловых скоростей и позволяют определять на-
правление вращения. В первом приближении их точност-
ные характеристики не зависят от формы резонаторов 
МШГ и их материала. Стоит отметить, что при высоких 
скоростях вращения их чувствительность ниже, чем у дат-
чиков угловой скорости на основе морфологически зави-
симых резонаторов. 

Показано, что описанные выше эффекты могут ока-
зывать взаимное влияние. В результате при измерении 
угловой скорости может возникнуть дополнительная си-
стематическая погрешность, вызванная влиянием пара-
зитного (неучтенного) эффекта. В датчиках угловой ско-
рости на основе морфологически зависимых резонаторов 
МШГ используются мягкие резонаторы. При этом санья-
ковский сдвиг МШГ, как правило, сравнительно мал и 
им можно пренебречь. Однако при измерении небольших 
угловых скоростей, когда чувствительность этих прибо-
ров и так понижена, саньяковский сдвиг вызывает значи-
тельную дополнительную погрешность. Кроме того, при 
уменьшении размера резонатора относительная величи-
на вклада эффекта Саньяка в суммарный частотный 
сдвиг увеличивается и обусловленная им составляющая 
погрешности растет. В работе показано, что при необхо-
димости влияние эффекта Саньяка можно алгоритмиче-
ски исключить. В приборах, работающих на основе эф-
фекта Саньяка, центробежные силы могут влиять на их 
масштабный коэффициент. Если использовать достаточ-
но жесткие резонаторы, то возникающая при этом систе-

Рис.17.  Зависимости саньяковских сдвигов для резонаторов ради-
усом 5 мм от скорости вращения (а) и участок этих зависимостей в 
увеличенном масштабе (б); 1 – частотный сдвиг, вызываемый эф-
фектом Саньяка без учета влияния центробежных сил; 2, 3 и 4 – час
тотные сдвиги, вызываемые эффектом Саньяка с учетом влияния 
центробежных сил, для резонаторов из плавленого кварца, фтори-
да кальция и ПДМС (60 : 1) соответственно.
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матическая погрешность мала и становится значитель-
ной только при очень высоких угловых скоростях (более 
104 рад/с). В заключение отметим, что возможны различ-
ные способы совместного использование обоих эффектов 
для измерения угловой скорости, которые в дальнейшем 
предполагается развить и исследовать на практике. 
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