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Лазерное охлаждение и пленение вещества [1 – 3] нахо-
дит широкое применение в фундаментальных и приклад-
ных исследованиях: на основе ультрахолодных атомных 
газов созданы стандарты частоты и времени [4, 5]; интер-
ференция волн де-Бройля атомов позволила осуществить 
высокоточные измерения угловых и линейных ускоре-
ний, в том числе ускорения свободного падения [6]; раз-
рабатываются гироскопы на основе ультрахолодных ато-
мов [7, 8]; газ ультрахолодных атомов, возбуждённых в 
ридберговские состояния [9, 10], является перспективной 
средой для реализации алгоритмов квантовой информа-
тики [11].

В экспериментах с ультрахолодными газами бозе- и 
ферми-атомов впервые наблюдался ряд эффектов, мате-
матические модели которых составляют основу кванто-
вой физики, например давление Ферми [12] и бозе-кон
денсация [13]. К настоящему моменту выполнен широкий 
круг экспериментов с бозе-конденсатами [14 – 16] и фер
ми-газами [14, 17, 18].

Перестройка взаимодействий при помощи резонанса 
Фано – Фешбаха [19] позволила адиабатически преобра-
зовать газ ферми-атомов в бозе-конденсат молекул-ди
меров [14, 17]. С точки зрения теории подобное преобра-
зование рассматривалось в конце 1960-х годов для экси-
тонов [20] и электронов [21], а позже для кварков [22], од-
нако выполнено оно было лишь недавно в газе ультрахо-
лодных ферми-атомов [23] для трехмерных систем, а за-
тем и для двумерных [24].

Кинематически двумерные квантовые системы при-
влекают внимание благодаря роли флуктуаций, которая 
возрастает с понижением размерности. С одной стороны, 
это усложняет описание таких систем, с другой – делает 
их физику более интересной [25, 26]. К двумерным ферми-
онным системам относится газ электронов в слоистых си-
стемах, таких как гетероструктуры [27] и высокотемпера-
турные сверхпроводники [28], плёнки 3He [29], так назы-
ваемая ядерная лазанья нейтронных звёзд – область с пре-
обладающей двумерной кинематикой, возможно, огра-
ничивающая период вращения пульсаров [30].

В настоящей работе обсуждаются результаты иссле-
дования перехода между фермионным и бозонным сос
тояниями двумерного ферми-газа, т. е. перехода между 
состоянием Бардина –Купера – Шрифера и бозе-эйнштей
новским конденсатом (переход БКШ – БЭК). Рассматри
вается газ ферми-атомов в двух равнонаселённых спино-
вых состояниях, взаимодействующих путём s-рассеяния, 
величина которого может непрерывно меняться в макси-
мально широких пределах. Проведено сравнение ранее 
опубликованных экспериментальных данных и теорети-
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ческих расчётов. При этом основное внимание сосредо-
точено на измерениях и расчётах в приближении нулевой 
температуры. В экспериментах [24, 31, 32] измерения вы-
полнены в ультрахолодном газе ферми-атомов 6Li, пле-
нённом в дископодобном потенциале, форма которого 
близка к параболической:
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где m – масса атома; wz, w= – частоты потенциала. Удержа
ние вдоль оси z гораздо «плотнее», чем вдоль других на-
правлений, т. е. wz >>  w=. Атомы или пары атомов в основ-
ном заселяют состояние основного движения вдоль оси z, 
что делает систему кинематически двумерной.

Величина давления является индикатором перехода 
между бозонным и фермионным режимами. В случае, 
когда полное давление обеих спиновых компонент P близ-
ко к давлению идеального ферми-газа Pideal, система явля-
ется фермионной, тогда как P/Pideal << 1 соответствует бо-
зонному режиму. Отметим, что Pideal = 2pn2'2/m, где n – 
двумерная концентрация каждой из спиновых компонент, 
она же концентрация молекул в пределе БЭК, а единицы 
измерения двумерного давления – сила, делённая на длину.

Измеренная зависимость нормированного давления 
P/Pideal от параметра взаимодействия a n2 , где a2 – дву-
мерная длина s-рассеяния, представлена на рис.1. Другой 
принятый в литературе вариант параметра взаимодей-
ствия – kFa2, где 4k nF p=  – волновой вектор Ферми. Рост 
относительного давления с увеличением a n2  качествен-
но соответствует картине перехода от бозе-газа молекул-
димеров (a n2  << 1) к ферми-газу атомов (a n2  >>  1). 
Давление и концентрация измерены в центре дископо-
добных облаков, поскольку в окрестностях центра состо-
яние газа ближе, чем в других точках, к состоянию одно-
родного газа и обладает наибольшим вырождением из-за 
наименьшего локального значения T/eF, где T – темпера-
тура, а eF = 2pn'2/m – энергия Ферми. Представленную 
на рис.1 зависимость можно считать уравнением состоя-
ния газа, поскольку она связывает термодинамические 
величины P и n.

Переход между фермионным и бозонным режимами 
можно также наблюдать по изменению химического по-
тенциала m, результаты измерения которого представле-
ны на рис.2, обозначение eB соответствует энергии связи 
двухатомной молекулы. В приближении нулевой темпе-
ратуры dP = ndm, что позволяет сравнить данные рис.1 и 
2. Кроме того, можно сравнить данные с расчётами, ре-
зультаты которых также представлены на этих рисунках. 

Сравнение начнём с фермионного режима, a n2  >>  1, 
или (условно) a n2  > 5, для которого известно разложе-
ние по малому параметру. В приближении ферми-жидкос
ти [34] давление задаётся выражением
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где f0 = –1/[2ln(kFa2)]. Это приближение показано на рис.1 
кривой 3. При T = 0 должна присутствовать энергетиче-
ская щель, возникающая из-за спаривания, которая, од-
нако, существенно не изменяет давление ввиду своей ма-
лости в фермионном режиме и непрерывности давления 
при фазовом переходе.

Кроме того, для данных рис.1 при a n2  ³ 5 (ln(kFa2) 
³ 2.9) газ, скорее всего, находится в режиме ферми-жид
кости, поскольку температура T = (0.02 – 0.15)eF превы-
шает температуру спаривания и фазового перехода, кото-
рая составляет 0.01eF при a n2  = 5 и спадает с ростом 
a n2  [38]. Для данных рис.2 также отмечено [36], что при 
ln(kFa2) > 2 газ находится в нормальной несверхтекучей 
фазе, соответствующая часть данных отображена круж-
ками. Расчет из уравнения состояния ферми-жидкости (2) 
при a n2  >>  1 совпадает с расчётом методом Монте-
Карло с дополнительными полями [36]. Расчёты этим ме-
тодом показаны кривыми 6 на рис.1 и 2 и служат ориен-
тиром для сравнения данных этих рисунков.

Данные рис.1 лежат систематически выше кривых, 
рассчитанных по уравнению состояния ферми-жидкости 
(2) или указанным методом Монте-Карло [36]. В экспери-

Рис.1.  Нормированное давление в центре облака в зависимости от 
параметра взаимодействия: 1 – данные [24]; 2 – среднеполевое при-
ближение, дополненное флуктуациями [33]; 3 – теория ферми-
жидкости [34]; 4 – диффузионный метод Монте-Карло [35]; 5 – ме-
тод Монте-Карло на решётке [37]; 6 – расчет методом Монте-Карло 
с дополнительными полями [36].

Рис.2.  Низкотемпературное уравнение состояния в области дву-
мерного перехода БЭК – БКШ. Экспериментальные данные [32] 
получены для квазидвумерного газа при наименьших достижимых 
температурах, которые соответствуют /T F -e  0.05 и 0.1 на бозон-
ной и фермионной сторонах. Ромбы и кружки – сверхтекучая (1) и 
нормальная (2) фазы; 3 – среднеполевая формула ( m + |eB|/2)/eF = 
–1/[4ln(kFa2)]; 4, 5 – несамосогласованный (1/[1 + ln–1(kFa2)])  и само-
согласованный (1 – ln–1(kFa2))) расчёты методом Хартри – Фока для 
слабо притягивающихся фермионов; 6 – уравнение состояния, рас-
считанное для основного состояния методом Монте-Карло с до-
полнительными полями [36] (воспроизводится с разрешения из ра-
боты [32], правообладатель – Американское физическое общество, 
2016).
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менте [32] очевиден противоположный сдвиг данных, ко-
торые в фермиевской области, ln(kFa2) > 2.9, лежат систе-
матически ниже кривой, рассчитанной методом Монте- 
Карло [36], а значит, и систематически ниже кривой, 
соответствующей теории ферми-жидкости (2). Таким 
образом, очевидно различие между экспериментальными 
данными рис.1 и 2, полученными в разных коллективах в 
работах [24] и [32] соответственно. Следовательно, если 
бы по данным рис.2 были восстановлены соответствую-
щие значения давления, то они лежали бы существенно 
ниже данных рис.1. В указанных экспериментах исполь-
зовано существенно разное число атомов, ~103 и ~105 со-
ответственно. Остаётся открытым вопрос, является ли 
различие результатов двух экспериментов следствием раз-
личия в числе частиц или ошибкой эксперимента. Также 
стоит отметить, что для сравнения с данными рис.1 ис-
пользуются модели для однородной среды. Моделей, 
учитывающих удержание в параболическом потенциале, 
в настоящее время нет.

Построение модели, описывающей двумерную ферми-
систему при произвольных значениях параметра взаимо-
действия, долгое время оставалось нерешённой задачей. 
Такая модель должна включать в себя описание ферми-
онного и бозонного пределов, а также промежуточной 
области сильных взаимодействий. Для трёхмерных си-
стем оказался удачным подход, основанный на самосо-
гласованном среднем поле куперовских пар [14, 21, 39]. 
Этот подход позволил качественно верно вычислить тер-
модинамические величины при T = 0. После учёта флук-
туаций параметра порядка оказалось возможным полу-
чить и количественное совпадение с экспериментом, 
включая бозонный режим [40, 41]. Для двумерной систе-
мы среднеполевой подход [42] даёт качественную ошибку 
при вычислении многочастичных величин, например 
давления, которое в рамках модели остаётся равным дав-
лению Ферми даже в бозевском пределе.

Качественно верное описание перехода для двумер-
ных систем появилось лишь в последние годы. Первый 
подобный расчёт выполнен диффузионным методом Мон
те-Карло [35] для основного состояния, результат расчёта 
показан на рис.1. В последующие несколько лет методы 
Монте-Карло получили существенное развитие. Так, в 
методе Монте-Карло с дополнительными полями [36] уда-
лось отказаться от ранее использованного в [35] прибли-
жения фиксированных узлов, которое может приводить к 
сложно прогнозируемым ошибкам [36]. Кроме того, по-
лучил развитие и исходный диффузионный метод Монте-
Карло: была усовершенствована схема оптимизации ва-
риационных параметров, а также использован гладкий 
потенциал двухчастичного взаимодействия вместо квад
ратной ямы [43]. Результаты этого усовершенствованно-
го расчёта оказались почти идентичными значениям, по-
лученным методом Монте-Карло с дополнительными по-
лями [36], и поэтому на рис.1 не показаны. Оба диффузи-
онных метода [35, 43] являются вариационными, и, таким 
образом, меньшие значения давления отвечают более 
верной модели. Также, в дополнение к расчётам основно-
го состояния, появился метод Монте-Карло для конечной 
температуры [37]. Стоит отметить, что все методы Монте-
Карло дают достаточно близкие значения давления, что 
можно видеть на рис.1. Небольшие различия проявляют-
ся в области сильных взаимодействий, лежащей между 
фермиевским и бозевским пределами при a n2  ~ 1.

Основное состояние исследовалось также в рамках 
модели [33], в которой используется среднее поле купе-
ровских пар и при этом учитываются флуктуации пара-
метра порядка. Результат расчёта показан на рис.1 кри-
вой 2. Отметим, что, в отличие от полностью среднеполе-
вого подхода [42], эта модель даёт качественно верную за-
висимость давления от параметра связи a n2 , которая 
лежит выше предсказаний методами Монте-Карло и бли-
же к данным эксперимента [24] (см. рис.1).

Свойства системы, в том числе и при конечной тем
пературе, рассчитаны также методом самосогласованной 
T-матрицы (метод Латтинжера – Варда) [44] и в рамках 
аналитического подхода [45], основанного на интеграль-
ном уравнении Бете – Голдстона и учитывающего много-
частичные эффекты приближённо.

В бозевском режиме давление и химический потенци-
ал определяются слабым расталкиванием между молеку
лами-димерами. Таким образом, для расчёта давления 
можно воспользоваться аналитическим приближением 
для точечных бозонов [46]:
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где a2 – 2 – двумерная длина s-рассеяния молекул друг на 
друге. В пределе |eB| >> 'wz давление можно выразить че-
рез трёхмерную длину s-рассеяния молекул amol:
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где /( )l m2z z'/ w . В свою очередь amol может быть со
отнесена с трёхмерной длиной s-рассеяния атомов a как 
amol = 0.6a [47 – 49], откуда следует закон масштабирова-
ния P/Pideal µ a/lz. Для бозевской области зависимость 
нормированного давления от параметра взаимодействия 
показана на рис.3. Сравниваются данные эксперимента 
[24] и формула (4). Направление вертикальной оси выбра-
но таким, чтобы проверить зависимость P/Pideal µ a/lz. 
Видно, что она выполняется в широком диапазоне значе-
ний a n2 .

Для области сильных взаимодействий, a n2  ~ 1, воп
рос о нарушении двумерности межчастичными взаимо-
действиями остаётся нетривиальным [24, 50 – 52]. Даже не-
большое взаимодействие между двумя атомами переме-
шивает состояния движения атома в потенциале (1) вдоль 

Рис.3.  Проверка линейного масштабирования для нормированно-
го давления, P/Pideal µ a/lz, в бозевской области перехода. Точками 
показаны результаты измерения (P/Pideal)/(a/lz) в зависимости от па-
раметра взаимодействия [24], штриховая линия – приближение (4).
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оси z. При этом движение пары атомов остаётся строго 
двумерным, поскольку в гармоническом потенциале за-
дачи о движении центра масс и о парном взаимодействии 
разделены. Вклад трёх-, четырёх- и многочастичного вза-
имодействий в кинематическую размерность требует про
яснения. Такой вклад безусловно присутствует в режиме 
сильного взаимодействия, т. е. при энергии межчастично-
го взаимодействия порядка кинетической. В работе [50] 
приводятся экспериментальные данные в пользу наруше-
ния кинематической двумерности при сильном межатом-
ном притяжении. В то же время эти данные можно объяс-
нить и без нарушения кинематической двумерности [52].

Таким образом, наблюдения и современные расчёты 
перехода между ферми-газом атомов и бозе-газом моле-
кул находятся в качественном согласии друг с другом. В 
количественном плане присутствуют расхождения. В пер-
вую очередь, это расхождения между данными двух раз-
личных экспериментов, выполненных с существенно раз-
ным числом частиц. Также остаётся открытым вопрос о 
нарушении кинематической двумерности в режиме силь-
ных взаимодействий.
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