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1. Введение

Спиральные пучки – это световые поля, сохраняющие 
своё распределение интенсивности с точностью до масш
таба и вращения при их распространении и фокусировке. 
Такие световые поля являются модами специфических 
лазерных резонаторов с вращением поля. В [1, 2] рассмот
рены спиральные пучки, распределения интенсивности 
которых в плоскостях, ортогональных направлению рас-
пространения, имеют вид плоских замкнутых кривых. Да
лее будем называть эти пучки пучками в виде замкнутых 
кривых. На рис.1 приведен пример исходной порождаю
щей кривой и распределения интенсивности и фазы соот-
ветствующего пучка. 

В работах [1, 2] также показано, что такие световые 
поля допускают существование некоторого условия кван-
тования, связывающего площадь под кривой и гауссов 
параметр пучка. Квантованные пучки нашли широкое 
применение в различных задачах анализа и синтеза свето-
вых полей [2]. Характерными свойствами данных пучков 
являются, во-первых, отсутствие нулей интенсивности на 
порождающей кривой, а во-вторых, независимость рас-
пределения интенсивности от выбора начальной точки 
на этой кривой.

Распределение комплексной амплитуды спиральных 
световых полей содержит, как правило, оптические вих-
ри, или дислокации волнового фронта [3], и они имеют 
ненулевой орбитальный угловой момент (ОУМ). Свето
вые поля с ненулевым ОУМ привлекают пристальное вни
мание оптиков самых различных направлений. Например, 
в 2017 г. состоялась международная конференция, глав-
ной темой которой были такие световые поля [4]. Так, в 
работе [5] исследованы вопросы формирования световых 
полей с ненулевым ОУМ и обсуждаются различные при-
ложения этих полей, в [6] рассмотрен вопрос о квантовой 
обработке информации, в [7] описано применение полей с 
ненулевым ОУМ для микроскопии сверхвысокого разре-
шения.

В работах [1, 2] приведены аналитические выражения 
для комплексных амплитуд полей пучков в виде замкну-
тых кривых и получены условия их квантования. Одним 
из очевидных методов экспериментальной реализации 
таких полей является расчёт и создание амплитудной и 
фазовой масок, а также освещение их «сэндвича» одно-
родным по интенсивности пучком.

Целью настоящей работы является демонстрация того, 
что для замкнутых кривых можно получить некоторое 
обобщение спиральных световых полей. Эти обобщен-
ные поля обладают как известными, так и отличными от 
обычных квантованных спиральных полей свойствами.

2. Квантованные спиральные пучки

Обычные квантованные пучки имеют характерное свой-
ство, заключающееся в том, что на порождающей кривой 
z(t) = x(t) + ih(t) отсутствуют нули комплексной амплиту-
ды поля S(z, z*|z(t), t Î [0, T ]) (см. Приложение) [1, 2]:

|S(z, z*|z(t), t Î [0, T ])| ¹ 0,   z = x + iy,

где T – период.
Существуют различные формулировки этого утверж-

дения. Пусть, например, для некоторой замкнутой кри-
вой выполняются следующие условия [1]:

1) кривая начинается и заканчивается в начале коор-
динат:
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Рис.1.  Порождающая кривая и соответствующие ей распределе-
ния интенсивности и фазы спирального пучка.
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x(0) = x(T ) = 0,   y(0) = y(T ) = 0;

2) функция ( )tso  – знакопостоянная (что эквивалентно 
условию отсутствия самопересечений кривой), где s – 
площадь, ограниченная контуром z(t);

3) площадь области, ограниченной кривой, удовлет-
воряет условию квантования

2 [ ( ) ( ) ( ) ( )]dx y x y n4 2
t

0
pt t t t t s- = =o oy , 

где n = 0, 1, 2, . . . равно также и числу нулей внутри кривой 
z(t).

Тогда справедливо неравенство
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Покажем это. Проинтегрировав данное выражение, по-
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где L – полная длина кривой, а l(t) – её текущая длина. 
Преобразуя (1) стандартным способом, получаем выра-
жение
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Здесь ( ) ( ) ( )R t x t y t2 2
= +o o o .

Функция ( )ll t2 o  – знакопостоянная, поэтому, согласно 
интегральной теореме о среднем, выражение (2) примет 
следующий вид:
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где t1 Î [0, T ]. Вынося L за скобки, получаем соотношение

( ) [ ( ) ( )]expI L R t L x t y t1 1
2

1
2

1= + - -e

t
[ ( ) ( ) ( ) ( )]

( )
( )

cos arccosdx t y t x t y t t
l t
R t

2
0 1

11

# - -o o
o

o
o= G') 1 3y .	 (4)

Пусть теперь z1(t) – квантованная кривая при n = 1, 
тогда ( )n t1z  – соответственно n-квантованная кривая, и 
выражение (4) примет вид
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Исследуем выражение ( ) [ ( ) ( )]expR t Ln nx t ny t2
1

2
1- - . 

Видно, что, начиная с некоторого n, оно становится мень-
ше единицы, значит соотношение (4) не может быть рав-
ным нулю. Большое количество численных эксперимен-
тов показало, что этим свойством обладают квантован-
ные пучки с любым значением параметра квантования n. 
К сожалению, строгого доказательства данного факта к 
настоящему времени не получено.

Пусть теперь кривая имеет самопересечение. Не нару-
шая общности, выберем положение кривой и её параме-
тризацию так, чтобы начало кривой совпадало с началом 
координат и точкой самопересечения (рис.2). Из [1] сле-
дует, что другие случаи можно свести к вышеупомянуто-
му. Таким образом, z(0) = z(t0) = z(T ) = 0, где t0 – коорди-
ната точки самопересечения.

В этом случае, поскольку ( )tso  является знакоперемен-
ной функцией (меняется направление обхода), выражение 
(2) будет представлять собой сумму двух интегралов:
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Рис.2.  Вид кривой с самопересечением.
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Каждый интеграл, подобно случаю, описываемому выра-
жением (3), при некотором n становится по модулю мень-
ше единицы, чего уже нельзя сказать о сумме. Это являет-
ся причиной отсутствия знакопостоянства функции ( )tso . 
Следовательно, судить об отсутствии или о наличии ну-
лей на порождающей кривой нельзя.

3. Обобщённые квантованные спиральные 
пучки

Пусть 

-( , | ( ), [0, ]) expS z z t t T zz f z2!z
r r=*
*

e `o j	 (5)

– квантованный спиральный пучок в виде кривой z(t). 
Введем параметр А, тогда
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– обобщённый квантованный пучок, и нули его поля бу-
дут находиться в точках

j j{ } (2/ )z z A( )A
= ,	 (7)

где zj – нули функции f (z/r).
Не нарушая общности, будем считать, что A положи-

тельно и вещественно. Из (6) и (7) видно, что для за-
мкнутой кривой всегда найдётся (если zj ¹ 0) такое A, что 
zj (2/A) = z(tj). Это произойдёт (рис.3) при выполнении 
следующих двух условий:
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Очевидно, что при уменьшении параметра А нуль уйдёт 
из области замкнутой кривой. На рис.4 показаны резуль-
таты численного моделирования распределений интен-
сивностей и фаз спиральных пучков для различных значе-

ний А. Из сравнения рис.1 и 4 видно, что число нулей вну-
три кривой действительно различно при разных значени-
ях параметра А. Это означает, что исчезает жёсткая связь 
между числом нулей внутри порождающей кривой и па-
раметром квантования.

Число нулей внутри кривой – важная характеристика 
для прикладных задач. Оно задает величину ОУМ при 
оптической манипуляции микроскопическими объекта-
ми. При обработке контурных изображений [8] суще-
ственным является определение угла поворота распозна-
ваемого контура относительно контуров из базы данных. 
Для этого в случае обычных квантованных пучков берут-
ся кривые с малым значением параметра квантования, 
когда число нулей внутри соответствующей кривой неве-
лико: по теореме Виета при этом коэффициенты разложе-
ния целой функции f (z) находятся более точно, следова-
тельно, более точно находится и угол поворота. Таким 
образом, изменение параметра А является альтернатив-
ным способом изменения числа нулей внутри кривой. 

Обобщением формулы (П1) из Приложения будет 
формула
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Характерно, что условие квантования для (9) будет тем 
же, что и для (П1). Действительно, записав условия (П2), 
(П3) и (П4) для (9), получим равенство, эквивалентное (П7) 
с заменами z ® z(A/2), F (а) ® F (а, А) и F1(a), F2(a) ® 
F1(a, А), F2(a, А). Отсюда находим условие квантования, 
эквивалентное (П7).

4. ОУМ обобщённых квантованных  
спиральных пучков

Обобщённые квантованные спиральные пучки зави-
сят от параметра A, поэтому имеет смысл исследовать ус
ловия на экстремум для их удельного ОУМ.Рис.3.  Схема движения нулей при изменении параметра А.

Рис.4.  Порождающая кривая и соответствующие ей распределения 
интенсивностей и фаз спиральных пучков при А = 2.2 (а) и 1 (б).
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Известно [1, 2], что для обычных спиральных пучков 
величина удельного ОУМ определяется выражением ( r = 1, 
n = 0)
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где cm
1  – коэффициенты разложения спирального пучка 

по модам Лагерра – Гаусса LG0 m.
Для обобщённых спиральных пучков величина удель-

ного ОУМ
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Для простоты выкладок сделаем замену
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Теперь условие на экстремум для удельного ОУМ будет 
иметь вид
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Из (13) видно, что
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Тогда из (7) и (8) получим следующие соотношения:
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Из (15) после простых преобразований находим условие 
на экстремум в терминах EA или LA:
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Данные обыкновенные нелинейные дифференциаль-
ные уравнения второго порядка легко сводятся к уравне-
ниям первого порядка подстановками
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При этом получим соотношения
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Вернувшись теперь к формулам (8) и (9), найдём выражения
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Тогда условие (9) примет вид
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Таким образом, формула (20) – это разность произведе-
ний рядов. 

Воспользуемся очевидным тождеством:
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Согласно [9] члены последней суммы в (21) можно пред-
ставить в виде 
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Тогда, используя формулы (18) и (19) для членов в левой 
части (21), получаем соотношение
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Cтрогое неравенство обусловлено тем, что в квадратных 
скобках – удвоенная разность среднего арифметического 
и среднего геометрического двух целых чисел.

Равенство (20) будет справедливо только тогда, когда 
в суммах присутствует по одному слагаемому (m = m0). В 
этом случае из (16) и (22) находим выражения
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В остальных случаях отношение /L EA A монотонно воз-
растает с ростом A, и условия (16), (24) выполняются 
лишь для спиральных пучков, построенных для окружно-
стей с центром в начале координат. Конечно, это нахо-
дится в полном согласии с (7) при zj = 0 (  j = 0, 1, 2, . . .).

5. Заключение

Таким образом, найден новый способ построения кван
тованных спиральных пучков с различным числом нулей 
внутри порождающей кривой и различной величиной 
ОУМ. Исследованы также экстремальные свойства удель-
ного ОУМ световых полей таких пучков. Изменение па-
раметра А является альтернативным способом изменения 
числа нулей внутри замкнутой кривой, что важно при ре-
шении задачи распознавания контурных изображений с 
применением спиральных пучков [8]. С точки зрения бы-
стродействия изменение параметра квантования n и вве-
дение параметра А являются эквивалентными подхода-
ми. Сравнительный анализ обоих подходов требует до-
полнительного исследования.
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Приложение

Согласно [1, 2] комплексную амплитуду поля спираль-
ного пучка в виде плоской (порождающей) кривой z(t) = 
z(t) + ih(t) в перетяжке можно представить в виде

( , | ( ), [ , ]) expS z z t t T zz0 2!z
r

= -*
*

e o

	
( ) ( ) ( )

exp
t t z t2* *T

2 2
0 r

z z
r
z

# - +)y

	
t

( ) ( ) ( ) ( ) | ( )|d dt t1 * *
2
0r

z t z t z t z t t z+ -o o o6 @ 3y ,	 (П1)

	 z = x + iy.

Найдем условие, при котором распределения интен-
сивностей спиральных пучков, построенных для замкну-
тых кривых z(t) и z(t + a), совпадают:

| ( , | ( ), [ , ])| | ( , | ( ), [0, ])|S z z t t a a T S z z t t T* *! / !z z+ .	 (П2)

Данное тождество можно записать в виде

[ ( )] ( , | ( ), [ , ])exp i a S z z t t a a T* !zF +

	 ( , | ( ), [0, ])S z z t t T*/ !z ,	 (П3)

где F (a) – некоторая вещественная функция, не завися-
щая от z (иначе, разделив обе части (П3) на гауссову 
функцию, получим, что F есть аналитическая функция от 
z и, следовательно, не может быть вещественной функци-
ей при всех z). Дифференцируя (П3) по a и используя пе-
риодичность z(t), находим выражение

[ ( )] ( , | ( ), [ , ])exp i a S z z t t a a T* !zF- +

	 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

i a
a a a a* *

2#
r

z z z z
F -

-o
o o

= G

	 ( )
( ) ( ) ( )

exp i a
zz z a a a2* * *

2r
z z z

F+ -
- += G

( ) ( ) ( ) ( ) | ( )| 0exp d a1 1* *T

2
0

#
r

z t z t z t z t t z- - =o o o6; @ E' 1y .	 (П4)

Заменив спиральный пучок в первом слагаемом в 
(П4) в соответствии с (П3) и разделив результат на га
уссову функцию, перепишем уравнение (П4) в символиче-
ском виде:

( ) ( )
( )

( ) 0expf z F a
z a

F a
2 *

1 2 2
r
z

+ == G ,	 (П5)

где f (z) – целая аналитическая функция; F1(a), F2(a) – не-
которые функции от a. Это равенство имеет место для 
всех z и a только при F1(a) = F2(a) º 0 (если f (z) имеет нуль, 
это очевидно; случай, когда f (z) не имеет нулей, также 
прост). Поэтому

a
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i
da 1 * *

2
0r

z t z t z t z t tF = -o o6 @y ,	

(П6)

( ) ( ) ( ) ( ) 1exp d1 * *T

2
0r

z t z t z t z t t- =o o6 @' 1y .

Отсюда условие квантования имеет вид

( ) ( ) ( ) ( ) 2
i

d n1 4* *T

2
0

2 p
r

z t z t z t z t t
r
s

- = =o o6 @y .	 (П7)
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