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1. Введение

В	 исследованиях,	 связанных	 с	 применениями	 лазер-
ных	гироскопов	 (ЛГ),	 значительное	внимание	уделяется	
возможности	увеличения	их	масштабного	коэффициента	
и	чувствительности.	В	работах	[1	–	5]	теоретически	и	экс-
периментально	 было	 показано,	 что	 можно	 увеличить	
масштабный	 коэффициент	 ЛГ,	 используя	 аномальную	
дисперсию	света	в	среде,	помещенной	внутрь	лазерного	
резонатора.	При	критической	величине	аномальной	дис-
персии	возникает	полюс	в	выражении	для	масштабного	
коэффициента,	и	в	[1,	2]	показано,	что	в	этом	случае	мож-
но	увеличить	масштабный	коэффициент	в	105	раз.	В	рабо-
те	[3]	при	использовании	пассивного	кольцевого	резона-
тора,	 заполненного	 парами	 рубидия,	 было	 достигнуто	
увеличение	масштабного	коэффициента	в	2.4	раза.	Ана-
лиз,	проведенный	в	работе	[4],	показал,	что	линейные	га-
зовые	 среды	 с	 аномальной	 дисперсией	 неперспективны	
для	применения	в	ЛГ	на	основе	He	–	Ne-лазеров.	Для	по-
лупроводниковых	 кольцевых	 лазеров	 возможности	 ис-
пользования	аномальной	дисперсии	для	увеличения	мас-
штабного	коэффициента	обсуждались	в	[5].

Другой	способ	увеличения	масштабного	коэффициен-
та,	 основанный	на	 применении	 связанных	 резонаторов,	
был	исследован	теоретически	в	работах	[6	–	8].	В	них	вме-
сто	резонансов	во	внутрирезонаторной	среде	с	аномаль-
ной	дисперсией	используются	резонансы	дополнительно-
го	резонатора,	связанного	с	основным	лазерным	резона-
тором	 через	 частично	 пропускающее	 зеркало	 связи.	 В	
[6	–	8]	показано,	что	в	кольцевом	He	–	Ne-лазере	со	связан-
ными	резонаторами	можно	управлять	внутрирезонатор-
ной	дисперсией	и	создавать	аномальную	дисперсию,	по-
зволяющую	значительно	увеличить	масштабный	коэффи-

циент.	 К	 сожалению,	 насколько	 нам	 известно,	 эти	 воз-
можности	пока	еще	не	реализованы	экспериментально.	В	
работе	[9]	для	пассивных	связанных	резонаторов	возмож-
ность	 увеличения	 масштабного	 коэффициента	 была	 ис-
следована	теоретически	и	экспериментально.

Проведенные	 ранее	 исследования	 показали,	 что	 в	
твердотельных	кольцевых	лазерах	 (ТКЛ),	в	частности	в	
монолитных	 кольцевых	 чип-лазерах,	 вследствие	 конку-
ренции	 встречных	 волн	 возбуждаются	 противофазные	
автомодуляционные	 колебания	 интенсивностей	 встреч-
ных	волн	с	частотой,	зависящей	от	угловой	скорости	вра-
щения.	Такой	режим	генерации	был	назван	автомодуля-
ционным	режимом	первого	рода	(АР1).	Первые	экспери-
ментальные	и	теоретические	исследования	этого	режима	
в	кольцевых	чип-лазерах	с	полупроводниковой	накачкой	
выполнены	в	работах	[10	–	13].	На	основе	ТКЛ,	работаю-
щего	в	автомодуляционном	режиме,	можно,	в	принципе,	
создать	 один	 из	 вариантов	 ЛГ,	 который	 отличается	 от	
обычного	 способом	 измерения	 скорости	 вращения.	 В	
обычном	ЛГ	обрабатывается	 сигнал	биений,	возникаю-
щий	при	интерференции	встречных	волн	в	результате	их	
смешения	вне	резонатора,	а	в	варианте	с	использованием	
АР1	надо	измерять	частоту	автомодуляционных	колеба-
ний	интенсивности	одной	из	встречных	волн,	выходящих	
из	лазерного	резонатора.	АР1	является	основным	режи-
мом	работы	монолитных	кольцевых	чип-лазеров,	однако	
возможности	использования	таких	датчиков	для	навига-
ционных	применений	ограничены	малой	величиной	мас-
штабного	коэффициента,	связанной	с	малыми	размерами	
чип-лазера.	

В	 работе	 [14]	 автомодуляционные	 колебания	 интен-
сивности	излучения	в	ТКЛ	со	связанными	резонаторами	
были	исследованы	экспериментально	и	на	основе	числен-
ного	моделирования.	Эти	исследования	показали,	что	ис-
пользование	внешней	оптической	связи	открывает	новые	
возможности	для	управления	частотой	автомодуляцион-
ных	колебаний.	Целью	настоящей	работы	является	ана-
литическое	исследование	автомодуляционных	колебаний	
и	 анализ	 возможностей	 управления	частотой	 автомоду-
ляции	с	помощью	внешней	оптической	связи.	
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2. Система уравнений 

На	рис.1,а	показана	схема	кольцевого	лазера	со	свя-
занными	резонаторами.	Внутри	основного	кольцевого	ре-
зонатора,	содержащего	активный	элемент,	распространя-
ются	две	встречные	волны	с	комплексными	амплитудами	
E1,2.	Излучение,	вышедшее	из	основного	резонатора	че-
рез	частично	пропускающее	зеркало	З,	возбуждает	оп	ти-
ческие	поля	во	внешнем	кольцевом	резонаторе	и	возвра-
щается	снова	в	основной	резонатор	через	то	же	зеркало.	

В	работе	[14]	получена	система	дифференциальных	и	
разностных	уравнений,	относящаяся	к	лазеру	с	двумя	свя-
занными	 резонаторами.	 Возбуждение	 встречных	 волн	 с	
комплексными	амплитудами	Ec1,	c2	во	внешнем	резонато-
ре	описывается	разностным	уравнением

Ec1,	c2	(t)	=	rc exp(–iwnTc ± iWcTc /2)

 ´ [rEc1,	c2	(t – Tc)	+	tr exp(ij)E1,2(t – Tc)].	 (1)

Здесь	r	и	t r1r = - 2 	–	амплитудные	коэффициенты	отра-
жения	и	пропускания	для	зеркала	связи	З	(рис.1,б);	мно-
житель	exp(ij)	учитывает,	что	прошедшая	волна	по	отно-
шению	 к	 отраженной	 приобретает	 фазовый	 сдвиг,	 рав-
ный	j;	 rc	 –	 эффективный	 коэффициент,	 который	 равен	
произведению	коэффициентов	отражения	всех	зеркал	до-
полнительного	резонатора,	за	исключением	зеркала	свя-
зи	(этот	коэффициент	учитывает	также	ослабление	поля	
за	счет	всех	остальных	потерь	в	дополнительном	резона-
торе);	Wc	 –	 разность	 собственных	частот	 для	 встречных	
волн	 в	 дополнительном	 резонаторе;	Tc	 –	 время	 обхода	
светом	 дополнительного	 резонатора;	 wn	 –	 собственная	
частота	основного	резонатора	для	генерируемых	встреч-
ных	волн	в	отсутствие	вращения.

Будем	считать,	что	частота	автомодуляционных	коле-
баний	wm	мала	по	сравнению	с	интервалом	между	сосед-
ними	 аксиальными	модами	 1/Tc	 дополнительного	 резо-
натора:

wmTc <<	1.	 (2)

Тогда	можно	перейти	от	разностных	уравнений	(1)	к	диф-
ференциальным,	используя	соотношение

( ) ( ) ( )E t T E t T E t, , ,c c c c c c c c1 2 1 2 1 2- = - o . (3)

Кроме	 того,	 будем	 рассматривать	 случай	 низкодоброт-
ного	дополнительного	резонатора,	полагая	эффективный	
коэффициент	отражения	rc	малым:	

rc <<	1.	 (4)

В	 этом	 случае	можно	пренебречь	членом	 с	множителем	
rEc1,	c2	по	сравнению	с	членом	с	множителем	tr exp(ij)E1,2 
в	правой	части	уравнения	(1).	

В	лазере	с	низкодобротным	дополнительным	резона-
тором	 не	 происходит	 накопления	 внутрирезонаторного	
поля	за	счет	многократных	проходов,	и	резонансные	свой-
ства	 дополнительного	 резонатора	 проявляются	 слабо.	
Этот	резонатор	в	основном	играет	роль	оптической	ли-
нии	задержки	на	время	одного	прохода	по	нему	(Tc).	В	ре-
зультате	полученная	в	[14]	система	уравнений,	относяща-
яся	к	лазеру	с	двумя	связанными	резонаторами,	принима-
ет	вид
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где	

(1 ) [ (2 /2)]exp iT
r r T T,
c

c c cn1 2
2 !a j w W= - - .	 (7)

В	уравнениях	(5)	и	(6)	использованы	следующие	обо-
значения:	w/Q	 –	 ширина	 полосы	 основного	 резонатора	
(потери	 внутри	резонатора	 для	 встречных	 волн	полага-
ются	одинаковыми);	w	–	оптическая	частота;	Q	–	доброт-
ность	резонатора;	W	–	разность	собственных	частот	для	
встречных	волн	в	основном	резонаторе;	s	–	сечение	лазер-
ного	перехода;	l	–	длина	активной	среды;	T	–	время	обхо-
да	светом	основного	резонатора;	T1	–	время	продольной	
релаксации;	a	=	T1cs/(8hwp)	 –	параметр	насыщения;	 c – 
скорость	света.	Скорость	накачки	равна	Nth(1	+	h)/T1,	где	
Nth	–	пороговая	инверсная	населенность,	а	h	–	превыше-
ние	мощностю	накачки	порогового	значения.	Линей	ная	
связь	 встречных	 волн	 определяется	 феноменологически	
введенными	комплексными	коэффициентами	связи

( )exp im m1 1 1J=u ,				 ( )exp im m2 2 2J= -u ,	 (8)

где	m1,2	–	модули	коэффициентов	связи,	а	J1,2	–	их	фазы.	
Инверсная	 населенность	 разложена	 в	 ряд	 по	 про-

странственным	гармоникам	с	учетом	нулевой	(N0)	и	вто-
рых	(N±)	гармоник:

N(z,	t)	=	N0(t)	+	N+(t)exp(i2kz)	+	N–(t)exp(–	i2kz),	 (9)	

где	k	–	волновое	число.	Вследствие	интерференции	встреч-
ных	 волн	 интенсивность	 излучения	 внутри	 резонатора	

Рис.1.	 Схема	кольцевого	лазера	со	связанными	резонаторами	(а)	и	
волны	на	зеркале	связи	З	(б):	
З1,	З2,	З3	–	зеркала	основного	резонатора;	З	–	зеркало	связи;	З4,	З5,	
З6	–	 зеркала	дополнительного	резонатора;	АС	–	активная	 среда;	
E1,	rE1	и	trexp(ij)E1	–	амплитуды	падающей,	отраженной	и	прошед-
шей	волн	соответственно.
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периодически	 меняется	 вдоль	 оси	 резонатора	 z	 и,	 в	 ре-
зультате	насыщения	инверсии	населенностей	внутрирезо-
наторным	 полем,	 в	 активной	 среде	 наводятся	 решетки,	
амплитуды	которых	определяются	гармониками	N±.

Уравнения	(5)	и	(6)	записаны	для	случая	генерации	в	
центре	линии	усиления.	В	этих	уравнениях	оптическая	ча-
стота	w	положена	равной	wn.	Чувствительность	к	враще-
нию	возникает	из-за	эффекта	Саньяка:	в	основном	и	до-
полнительном	 резонаторах	 появляется	 разность	 собст-
венных	частот	для	встречных	волн	[15,	16]

n L
S8p
l

JW =
o
,	 (10a)

L
S8

c
c

cp
l

JW =
o
,	 (10б)

где	l	–	длина	волны	лазерного	излучения.	В	(10)	полагает-
ся,	что	основной	резонатор	заполнен	оптической	средой	
с	показателем	преломления	n,	а	в	дополнительном	резо-
наторе	среда	отсутствует;	S,	Sc	–	проекции	векторов	пло-
щадей	основного	и	дополнительного	резонаторов	на	ось	
вращения;	L,	Lc	–	периметры	кольцевых	резонаторов.

3. Автомодуляционные колебания  
интенсивности излучения

3.1. Вывод основных формул

Можно	найти	приближенное	аналитическое	решение	
системы	уравнений	(5)	и	(6),	предполагая,	что	частота	ав-
томодуляционных	колебаний	wm	велика	по	сравнению	с	
основной	релаксационной	частотой	 ( / ) /Q Tr 1w w h= .	Бу-
дем	использовать	метод	последовательных	приближений	
по	малому	параметру	

e	=	wr /wm <<	1.	 (11)

В	 нулевом	 приближении	 пренебрегаем	 модуляцией	 ин-
версной	 населенности	 с	 частотой	 автомодуляционных	
ко	лебаний	и	учитываем	лишь	постоянные	составляющие	
пространственных	гармоник	N0	и	N±;	гармоники	N±	за-
пишем	в	виде

N± = Nr ± iNi.	 (12)

В	этом	приближении	уравнения	(5)	и	(6)	для	комплексных	
амплитуд	 полей	 E1,2	 представляют	 собой	 систему	 двух	
дифференциальных	уравнений	первого	порядка	с	посто-
янными	коэффициентами.	

Для	простоты	будем	считать,	что	комплексные	коэф-
фициенты	связи	m ,1 2u 	являются	комплексно-сопряженны-
ми	(симметричная	связь	с	одинаковыми	модулями	коэф-
фициентов	связи,	m1	=	m2	=	m,	и	фазами	J1	=	J2	=	0).	В	
со	ответствии	с	уравнениями	(5)	комплексную	амплитуду	
E1	можно	представить	в	виде

/
2 ( / / ) ( )

i
i

E
lN T m

E Q lN T E E T E2 c
1

2 0 2 2 2

s
w s bW

=
+

+ + - - -

+

o o
,	 (13)

где	

b	=	br	+	ibi;

(1 ) ( /2)cos cosr r T T1
r c c c

2b F W= - ;	
(14)

(1 ) ( /2)cos sinr r T T1
i c c c

2b F W= - ;

2 Tcnj wF = - . 

Параметр	F	определяет	фазу	внешней	оптической	связи.	
Он	зависит	от	сдвига	фазы	j	между	отраженной	и	про-
шедшей	волнами	на	зеркале	связи,	а	также	от	набега	фазы	
wnTc	в	дополнительном	резонаторе.	В	общем	случае,	при	
произвольной	фазе	F,	анализ	оказывается	очень	громозд-
ким.	Далее	рассмотрим	два	частных	 случая:	F	 	=	 2pp – 
синфазная	оптическая	связь	и	F		=	2pp + p	–	противофаз-
ная	связь	(	p	–	целое	число).

Из	 (14)	 следует,	 что	 в	 случае	 синфазной	 оптической	
связи

(1 ) ( /2)cosr r T T1
r r

s
c c c

2b b W= = - ,	
(15)

(1 ) ( /2)sinr r T T1
i i

s
c c c

2b b W= = - ,

а	в	случае	противофазной	связи	

(1 ) ( /2)cosr r T T1
r r

a
c c c

2b b W= =- - ,	
(16)

(1 ) ( /2)sinr r T T1
i i

a
c c c

2b b W= =- - . 

Подставив	(13)	в	уравнение	(5),	для	комплексной	ам-
плитуды	E2	 получим	 дифференциальное	 уравнение	 вто-
рого	порядка	с	постоянными	коэффициентами.	Характе-
ристические	частоты	w1,2,	найденные	из	этого	уравнения,	
должны	быть	действительными	величинами.	Это	условие	
выполняется,	если

2
( )

T
l N

Q T
T
1

2
r

r c

i c i
0

s w b
b

b bW
= - +

+

- ,	 (17)

Nr	=	0.	 (18)

Частоты	w1,2	определяются	следующими	выражениями:

( ) ( )
/

( )
( )

T T
m lN T

T2
1

1 1
2

,
r c i c

i

r c

i
1 2 2 2

2 2

2

2

!w
b b

s
b

bW
=

+ +

-
+

+

- .	 (19)

Выражения	для	амплитуд	полей	встречных	волн	в	устано-
вившемся	автомодуляционном	режиме	запишем	в	виде

E1,2	=	A1,2	exp(iw1t)	+	B1,2	exp(iw2t).	 (20)

Подставив	(20)	в	уравнения	(6),	получим	систему	алгебра-
ических	уравнений	для	неизвестных	постоянных	величин	
A1,2,	B1,2	и	Ni.	Учитывая,	что	решение	аналогичной	систе-
мы	уравнений	подробно	описано	в	работах	[17,	18],	опу-
стим	 промежуточные	 выкладки	 и	 приведем	 лишь	 полу-
ченные	результаты:

Ni	=	0,	 (21)
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	 Частота	 автомодуляции	 wm	 равна	 частоте	 биений	
двух	спектральных	компонент:

( ) ( ) ( )
( )

T T
m

T1 1
2

m
r c i c r c

i
1 2 2 2

2

2

2

w w w
b b b

bW
= - =

+ +
+

+

- .	 (24)	

В	 формулах	 (17),	 (19),	 (22)	–	(24)	 в	 случае	 синфазной	
оптической	связи	величины	br	и	bi	следует	положить	рав-
ными	 r

sb 	и	 i
sb ,	а	в	случае	противофазной	связи	–	 r

ab 	и	 i
ab . 

Детальный	анализ	амплитудных	характеристик	авто-
модуляционных	 колебаний	 в	 настоящей	 работе	 прово-
диться	не	будет,	основное	внимание	уделено	анализу	час-
тотных	характеристик.	Отметим,	что	полученные	резуль-
таты	являются	приближенными.	В	формуле	(24)	в	первом	
приближении	по	параметру	e	(см.	(11))	возникает	смеще-
ние	 частоты	 автомодуляции,	 обусловленное	 взаимодей-
ствием	автомодуляционных	колебаний	с	релаксационны-
ми	[19,	20].	Поправки	в	первом	приближении	далее	будут	
рассмотрены	при	численном	решении	уравнений	(5)	и	(6).	

3.2. Синфазная оптическая связь

В	случае	синфазной	связи,	как	следует	из	(17),	умень-
шаются	потери	в	основном	резонаторе,	 что	приводит	к	
увеличению	 средней	 интенсивности	 выходного	 излуче-
ния	 ТКЛ	 и	 амплитуды	 автомодуляционных	 колебаний	
интенсивности.	

Рассмотрим	 влияние	 внешней	 оптической	 связи	 на	
частоту	 автомодуляционных	 колебаний	 при	 синфазной	
связи.	Вначале	ограничимся	случаем,	когда	дополнитель-
ный	резонатор	оказывается	нечувствительным	к	вращению	
(проекция	Sc	 вектора	площади	на	 ось	 вращения	 в	 (10б)	
равна	нулю	или	является	малой).	В	этом	случае	Wc	=	0,	и	
формула	 (24)	 существенно	 упрощается.	 При	 синфазной	
связи	резонаторов	из	этой	формулы	получим	выражение

( ) /r r T T
m

1 1
m m

s

c c
2

2 2
w w W

= =
+ -

+ .	 (25)

В	отсутствие	дополнительного	резонатора	(rc	=	0)	частота	
автомодуляции	определяется	 известной	формулой	wm	 =	

m2 2W+ .	Из	(25)	следует,	что	при	синфазной	связи	резо-
наторов	частота	wm	меньше	ее	значение	 m2 2W+ 	в	от-
сутствие	внешней	оптической	связи.

На	рис.2	приведены	зависимости	частот	автомодуля-
ции	fm	=	wm /2p	от	периметра	дополнительного	резонато-
ра	Lc	при	разных	параметрах	внешней	оптической	связи.	
Зависимость,	показанная	на	рис.2,а,	рассчитана	при	сле-
дующих	предположениях.	Полагалось,	что	основным	ре-
зонатором	является	монолитный	кольцевой	резонатор	на	
кристалле	YAG	:	Nd	 (резонатор	кольцевого	чип-лазера).	
Периметр	основного	резонатора	L	=	5	см,	коэффициент	
отражения	зеркала	связи	r	=	0.97,	ширина	полосы	основ-
ного	резонатора	w/Q	=	4.5	´ 108 c–1.	Коэффициенты	связи	
считались	 одинаковыми:	m1	 =	m2	=	m	 =1.3	´ 106 c–1.	 В	
этом	случае	частота	автомодуляционных	колебаний	в	от-
сутствие	оптической	невзаимности	 (W	=	0)	 в	чип-лазере	
без	дополнительного	резонатора	составляет	206	кГц.	Пре-

вышение	накачки	над	порогом	h	=	0.1.	Эффективный	ко-
эффициент	отражения	для	дополнительного	резонатора			
rc	 полагался	 равным	 0.25.	 Сплошная	 кривая	 на	 рис.2,а 
рассчитана	по	формуле	(25)	при	W	=	0,	а	точками	пока-
заны	результаты,	 полученные	на	основе	 численного	ре-
шения	системы	уравнений	(5)	и	(6)	при	указанных	пара-
метрах.	

Зависимость	частоты	автомодуляции	fm	от	периметра	
дополнительного	резонатора	Lc,	приведенная	на	рис.2,б,	
получена	при	большем,	чем	для	рис.2,а,	амплитудном	ко-
эффициенте	отражения	зеркала	связи	–	r	=	0.7.	Остальные	
параметры	для	рис.2,б	 имеют	следующие	 значения:	 rc	=	
0.23,	L	=	10	см,	m	=	1.3	´ 106 c–1,	h	=	0.03.	

Из	рис.2	видно,	что	влияние	внешней	оптической	свя-
зи	значительно	возрастает	с	увеличением	коэффициента	
пропускания	зеркала	связи	1	–	r2.	Результаты,	приведен-
ные	 на	 рис.2,	 показывают,	 что	 с	 помощью	 синфазной	
оптической	связи	можно	существенно	уменьшить	частоту	
автомодуляции.	

Рассмотрим	 теперь	 случай,	 когда	 дополнительный	
резонатор	обладает	чувствительностью	к	вращению.	По-
ла	гая,	что	расщепление	Wc	собственных	частот	дополни-
тельного	резонатора	вследствие	вращения	мало	по	срав-
нению	с	межмодовым	интервалом	1/Tc	(WcTc <<	1),	из	(24)	
получаем	следующую	упрощенную	формулу:

( ) /
[ (1 ) / ]
r r T T

m r r T T
1 1

m m
s

c c

c c c
2

2 2 2

w w
W W

= =
+ -

+ - - .	 (26)

Рассмотрим	далее	 случай,	 когда	в	основном	кольце-
вом	чип-резонаторе	с	помощью	постоянного	магнитного	
поля	[21]	создается	частотная	невзаимность	W,	удовлетво-
ряющая	условию	W 2 >> m2.	Тогда	из	(26)	имеем

Рис.2.	 Зависимости	 частоты	 автомодуляции	 fm	 от	 периметра	 до-
полнительного	 резонатора	 Lc	 при	 амплитудных	 коэффициентах	
отражения	на	зеркале	связи	r	=	0.97	(а)	и	0.7	(б).
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На	рис.3,а	приведена	зависимость	частоты	автомоду-
ляции	 fm	 от	 частотной	 невзаимности	 дополнительного	
резонатора	Wc /2p.	Прямая	линия	рассчитана	по	формуле	
(27)	при	амплитудном	коэффициенте	отражения	зеркала	
связи	r	=	0.993.	Остальные	параметры	таковы:	L	=	5	см,	
rc	 =	 0.3,	W /2p =	400	 кГц,	Lc	 =	 100	м,	m	 =	 1.3	´ 106 c–1. 
Точками	показаны	результаты,	полученные	на	основе	чис-
ленного	решения	уравнений	(5)	и	(6)	при	этих	параметрах	
и	при	h	=	0.05.	

Зависимость	частоты	автомодуляции	fm	от	частотной	
невзаимности	дополнительного	резонатора	Wc /2p,	приве-
денная	на	рис.3,б,	получена	при	большем,	чем	для	рис.3,а,	
амплитудном	 коэффициенте	 отражения	 зеркала	 связи	 –	
r	=	0.7.	Остальные	параметры	таковы:	L	=	10	см,	rc	=	0.23,	
W /2p =	400	кГц,	Lc	=	17	м,	m	=	1.3	´ 106 c–1.	Прямая	линия	
рассчитана	по	формуле	(27),	а	точками	показаны	данные,	
найденные	на	основе	численного	решения	уравнений	(5)	
и	(6)	при	этих	параметрах	и	при	h	=	0.03.

Отметим,	 что	 при	получении	результатов,	 представ-
ленных	на	рис.3,	полагалось,	 что	при	вращении	 за	 счет	
эффекта	Саньяка	невзаимность	Wc	возникает	только	в	до-
полнительном	резонаторе.	Размеры	основного	резонато-
ра	считались	малыми	по	сравнению	с	размерами	допол-
нительного	резонатора	(S/L << Sc /Lc).	В	этом	случае	в	со-
ответствии	с	формулами	(10а)	и	(10б)	влиянием	вращения	
на	невзаимность	W	можно	пренебречь.

3.3.  Противофазная оптическая связь 

Противофазная	оптическая	связь	увеличивает	потери	
в	 основном	 резонаторе,	 что	 приводит	 к	 уменьшению	 амп-

литуды	автомодуляционных	колебаний.	Проанализируем	
влияние	этой	связи	на	частоту	автомодуляционных	коле-
баний.	Вначале	рассмотрим	случай,	когда	дополнитель-
ный	резонатор	оказывается	нечувствительным	к	враще-
нию	 (проекция	Sc	 вектора	 площади	 на	 ось	 вращения	 в	
(10б)	равна	нулю	или	является	малой).	В	этом	случае	из	
формулы	(24)	получим	выражение

( ) /r r T T
m

1 1
m m

a

c c
2

2 2
w w W

= =
- -

+ .	 (28)

Из	него	следует,	что	при	противофазной	связи	резонато-
ров	частота	автомодуляционных	колебаний	всегда	боль-
ше	ее	значения	 m2 2W+ 	в	отсутствие	внешней	оптиче-
ской	связи.

В	соответствии	с	формулой	(28)	частота	автомодуля-
ционных	колебаний	монотонно	возрастает	с	увеличением	
отношения	 периметров	 резонаторов	 Lc /L	 =	 Tc /T.	 При	
критическом	значении	этого	отношения	

(Lc /L)crit	=	[rc (1	–	r2)]–1	 (29)

знаменатель	в	(28)	обращается	в	нуль,	что	приводит	к	рез-
кому	увеличению	wm. 

На	рис.4	 сплошной	кривой	показана	 зависимость	 fm 
от	периметра	дополнительного	резонатора	Lc,	вычислен-
ная	 по	 формуле	 (28),	 а	 точками	 представлены	 данные,	
найденные	на	основе	численного	решения	уравнений	(5)	
и	(6).	Приведенные	на	рис.4	результаты	получены	при	L	=	
10	см,	r	=	0.7,	rc	=	0.23	и	при	h	=	0.1.	При	этих	параметрах	
критическая	 длина	 периметра	 дополнительного	 резона-
тора	Lcrit	в	соответствии	с	(28)	оказывается	равной	84.9	см.	

При	изменении	Lc	от	10	до	70	см	(рис.4,а)	частота	ав-
томодуляции	 fm	 плавно	 возрастает	 от	 200	 до	 1300	 кГц.	
При	 приближении	 Lc	 к	 критическому	 значению	 Lcrit 
(рис.4,б)	частота	fm	резко	возрастает,	достигая	50	МГц	и	
более.	При	 длинах	 периметра	 дополнительного	 резона-

Рис.3.	 Зависимости	 частоты	 автомодуляции	 fm	 от	 частотной	 не-
взаимности	в	дополнительном	резонаторе	W c /2p	при	амплитудных	
коэффициентах	отражения	зеркала	связи	r	=	0.993	(а)	и	0.7	(б).

Рис.4.	 Зависимости	fm	от	периметра	дополнительного	резонатора	Lc.



515Частота	автомодуляционных	колебаний	в	твердотельном	кольцевом	лазере	со	связанными	резонаторами

тора,	превышающих	критическое	значение	(Lc > Lcrit),	ав-
томодуляционные	 колебания	 в	 случае	 противофазной	
оптической	связи	отсутствуют	(в	этой	области	они	суще-
ствуют	только	при	синфазной	оптической	связи).	

Рассмотрим	теперь	случай,	когда	дополнительный	ре-
зонатор	обладает	чувствительностью	к	вращению.	Будем	
считать,	что	расщепление	Wc	собственных	частот	допол-
нительного	резонатора	вследствие	вращения	мало	по	срав-
нению	с	межмодовым	интервалом	1/Tc,	т.	е.	выполняется	
неравенство	WcTc <<	1.	Предположим	также,	что	в	основ-
ном	кольцевом	чип-резонаторе	с	помощью	постоянного	
магнитного	поля	 [19]	 создается	 частотная	невзаимность	
W,	удовлетворяющая	условию	W 2 >> m2.	При	этих	усло-
виях	из	(24)	получим	выражение

( ) /
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m m
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c c c
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w w
W W

= =
- -
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Из	 него	 следует,	 что	 зависимость	 частоты	 автомодуля-
ции	от	угловой	скорости	вращения	Jo 	определяется	мас-
штабным	коэффициентом
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где	Kc	–	масштабный	коэффициент	для	дополнительного	
резонатора,	который	в	соответствии	с	(10б)	есть

Kc	=	8pSc /(	lLc).	 (32)

Формула	(31)	записана	при	условии,	что	размеры	основно-
го	резонатора	малы	по	сравнению	с	размерами	дополни-
тельного	резонатора	(S/L << Sc /Lc).	В	этом	случае	влияни-
ем	вращения	на	невзаимность	W	в	(30)	можно	пренебречь.	

Из	(31)	видно,	что	при	длине	периметра	дополнитель-
ного	резонатора,	близкой	к	критической	(Lc » Lcrit),	про-
исходит	 резкое	 увеличение	 масштабного	 коэффициента	
Kc.	При	периметре	основного	резонатора	L	=	10	см,	ампли-
тудном	коэффициенте	отражения	зеркала	связи		r	=	0.7	и	
эффективном	коэффициенте	отражения	для	дополнитель-
ного	резонатора	rс	=	0.23	получим,	что	при	Lc	=	83.5	см	
масштабный	коэффициент	K	=	60Kc. 

Выше	были	рассмотрены	автмодуляционные	колеба-
ния	при	двух	значениях	фазы	F	=	2j – wnTc	внешней	опти-
ческой	 связи.	 Для	 реализации	 этих	 режимов	 генерации	
необходимо	 настроить	 оптическую	 длину	 дополнитель-
ного	 резонатора.	Частота	 лазерного	 излучения	 и	 пери–
ность	данных	параметров	является	дополнительным	ис-
точником	погрешности	при	измерении	скорости	враще-
ния.	Вопросы,	связанные	с	этой	погрешностью	и	стабиль-
ностью	частоты	излучения,	необходимой	для	реализации	
рассмотренных	 режимов	 генерации,	 требуют	 дополни-
тельного	исследования.

Одна	 из	 возможных	 схем	 для	 ТКЛ	 со	 связанными	
кольцевыми	 резонаторами	 была	 реализована	 в	 работе	
[14],	где	в	качестве	основного	резонатора	использовался	
неплоский	монолитный	кольцевой	резонатор,	в	котором	
поляризация	 генерируемого	 излучения	 является	 цирку-
лярной.	При	прохождении	света	через	зеркало	связи	по-
ляризация	преобразуется	в	эллиптическую,	близкую	к	ли-
нейной.	В	рассмотренной	выше	модели	поляризация	из-
лучения	в	связанных	кольцевых	резонаторах	полагается	
одинаковой	 (скалярная	 модель	 ТКЛ).	 В	 общем	 случае,	
когда	один	из	резонаторов	(или	оба)	неплоский,	необхо-

димо	разработать	векторную	модель	ТКЛ	со	связанными	
кольцевыми	резонаторами.	

4. Заключение

В	настоящей	работе	теоретически	исследовано	влия-
ние	 внешней	 оптической	 связи	 на	 автомодуляционные	
колебания	интенсивности	излучения	ТКЛ	со	связанными	
резонаторами.	 Полученные	 результаты	 показали,	 что	 с	
помощью	внешней	оптической	связи	можно	изменять	ча-
стоту	автомодуляционных	колебаний	fm	в	широком	диа-
пазоне	 (от	 нескольких	 килогерц	 до	 сотен	 мегагерц).	
Синфазная	оптическая	связь	дает	возможность	ослабить	
влияние	связи	встречных	волн	через	обратное	рассеяние	и	
существенно	уменьшить	fm,	а	противофазная	оптическая	
связь,	напротив,	усиливает	влияние	связи	встречных	волн	
и	приводит	к	увеличению	fm.

Использование	внешней	оптической	связи	позволяет	
управлять	масштабным	коэффициентом.	При	синфазной	
связи	масштабный	коэффициент	K,	определяющий	зави-
симость	частоты	автомодуляции	от	скорости	вращения,	
можно	увеличить	до	значения	Kc,	задаваемого	размерами	
дополнительного	резонатора	 (10б).	При	противофазной	
связи	масштабный	коэффициент	K	можно	увеличить	на	
два	порядка	по	сравнению	с	величиной	Kc.
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