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1. Введение

Одно из направлений исследования РДС-кристаллов 
(кристаллы с регулярной доменной структурой) с квадра-
тичной нелинейностью [1 – 7] связано с тем, что изучение 
квантовых статистических характеристик формируемого 
в них излучения важно не только для чисто теоретиче-
ских, но и для прикладных задач квантовой информати-
ки. Например, корреляционные характеристики генери-
руемых световых пучков используются для формирования 
квантовых изображений [4, 5]. При решении подобных 
задач обычно применяют приближение заданного поля 
(метод S) для линеаризации нелинейных классических и 
операторных уравнений [1, 2, 4, 5, 8]. Такой метод дает 
возможность получить решения в аналитическом виде, 
что, в свою очередь, позволяет проводить анализ взаимо-
действующих мод в тонких РДС-кристаллах при слабом 
энергообмене. Однако при усилении энергообмена и за-
метном истощении накачки точность описания теряется. 
Лучшее приближение дает теория возмущений (метод P) 
[9, 10], но это достигается усложнением расчета за счет 
увеличения числа слагаемых высших порядков. Более 
точное квантовое решение (метод Q) можно получить 
путем численной диагонализации гамильтониана взаимо-
действия и нахождения собственных векторов и собствен-
ных значений квантовых состояний [11 – 13]. Следует так-
же отметить, что существует еще один метод решения за-
дач квантовой нелинейной оптики, который основан на 
полиномиальной алгебре [14].

В настоящей работе решена квантовая задача о взаимо-
действии всех плоских монохроматических мод с учетом 
истощения накачки. Результаты отличаются от результа-

тов, полученных приближенными методами вычислений 
в случае сильного энергообмена, когда происходит за-
метное истощение накачки. Показана динамика среднего 
числа фотонов в модах и их взаимная корреляция, что 
особенно важно для компьютерной обработки информа-
ции в условиях зашумления, поскольку известные корре-
ляционные зависимости позволяют эффективно выделять 
полезный сигнал на фоне шума, например при работе с 
квантовыми фантомными изображениями [4, 5].

2. Процессы в РДС-кристалле

Пусть пять плоских монохроматических мод, харак-
теризуемых операторами уничтожения фотона a1t , a2t , a3t , 
a4t  и a5t  на оптических частотах w1, w2, w3, w4 и w5, колли
неарно распространяются внутри РДС-кристалла с квад
ратичной нелинейностью. Операторы удовлетворяют стан-
дартным коммутационным соотношениям: [ , ]a aj k jkd=+t t . 
Одновременно происходят три процесса: параметриче-
ская генерация субгармоник и преобразование частоты 
вверх за счет суммирования частот субгармоник с часто-
той накачки:

w3 = w1 + w2,	
(1a)

dk3 = k3 – k1 – k2 + m3G3 = Dk3 + m3G3,

w1 + w3 = w4,	
(1б)

dk4 = k4 – k1 – k3 + m4G4 = Dk4 + m4G4,

w2 + w3 = w5,	
(1в)

dk5 = k5 – k2 – k3 + m5G5 = Dk5 + m5G5.

Здесь kj – модули волновых векторов мод с частотами wj ; 
j = 1 – 5; Dkq – волновые расстройки соответствующего 
процесса для однородного кристалла; q = 3, 4, 5; mq = ±1, 
±3, ±5, … – порядки квазисинхронизма; Gq = 2p/Lq – вол-
новое число (модуль псевдовектора) решетки доменной 
структуры с периодом Lq. 
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Выполнение условия квазисинхронизма для процес-
сов (1a) – (1в) соответствует dkq = 0. Одновременный ква-
зисинхронизм в одной и той же доменной структуре с 
G = G3 = G4 = G5 можно реализовать, например, при раз-
личных порядках квазисинхронизма mq или при разных 
длинах когерентности Lq = p/Dkq = Lq /(2mq). Нами чис-
ленно рассчитывались значения mq, Lq для одной доменной 
структуры с волновым числом G при выполнении равен-
ства dkq = 0 до пятого знака после запятой. Найдены зна-
чения порядков квазисинхронизма m3,4 = 1 (для процес-
сов (1a) и (1б)), m5 = 3 (для процесса (1в)) при длинах ко-
герентности L3,4 » 128.5 мкм, L5 ≈ 42.8 мкм и длинах волн 
необыкновенных волн l1 = 4.55 мкм, l2 = 4.041 мкм, l3 = 
2.166 мкм, l4 = 1.476 мкм, l5 = 1.373 мкм в РДС-кристал
ле LiNbO3.

Отметим, что для вырожденного случая выполнение 
условия квазисинхронизма проанализировано в работах 
[6, 7], где выявлены условия его реализации. Нами же рас-
считан квазисинхронизм для случая невырожденной ге-
нерации.

Гамильтониан взаимодействия рассматриваемых про-
цессов представляется в следующем виде [1, 2]:

( ) . .,H cH h a a a a a a a a aint 1 2 3 1 1 3 4 2 2 3 5b g g= + + ++ + +t t t t t t t t t t 	 (2)

где h – постоянная Планка; b и g1,2 – коэффициенты не
линейного взаимодействия; Н.с. – эрмитово сопряжение. 
Выражение (2) является приближением плоских монохро-
матических мод при коллинеарном взаимодействии. По
перечная пространственная структура пучков при этом 
полагается однородной.

Операторные уравнения движения вдоль оси z внутри 
РДС-кристалла в представлении Гейзенберга описывают-
ся уравнением 
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В приближении заданного поля накачку считаем класси-
ческой с постоянной амплитудой  |B3|  и фазой j3: B3 = 
|B3|exp(ij3). 

Введем приведенную длину взаимодействия z = bz и без-
размерные нелинейные коэффициенты связи x1,2 = g1,2 /b. 
Система уравнений движения при этом становится ли-
нейной:
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Ее решения можно найти с помощью преобразования Ла
пласа: at(z) = Q(z)at(0), где at(z) = ( ( ), ( ), ( ), ( )a a a a1 2 4 5z z z z+ +t t t t )T, 
T – операция транспонирования, at(0) – вектор операто-
ров мод на входе РДС-кристалла. Коэффициенты Q(z) 

несколько отличаются от приведенных в [1, 3], поскольку 
нами рассмотрен более общий случай произвольных фаз 
и амплитуд B3. Здесь 
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V1,2 = L1 ± L2,   W1,2 = L2 ± L3,   X1,2 = L2 ± L4.

В более точном приближении (в приближении теории 
возмущений) учитывается взаимодействие всех пяти мод 
и нелинейные по длине взаимодействия слагаемые. Опе
ратор эволюции в представлении Шредингера для гамиль-
тониана (2) имеет вид 

( ) ( / )exp iU H hintz z= -t t .	 (4)

Поскольку гамильтониан находится в экспоненте операто-
ра эволюции, последний можно разложить в ряд Тейлора:

( ) ( / )exp iU H hintz z= -t t
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Он вычислялся нами до 12-го порядка по параметру взаи-
модействия z, и были найдены операторы уничтожения 
фотона a1t , a2t , a3t , a4t  и a5t  для пяти мод:
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Более точно квантовую задачу можно решить следую-
щим образом. Запишем матричные элементы оператора 
уничтожения в энергетическом представлении:

| |a n a n nj j n n 1n n d= = -l ll
t t .	 (7)

Аналогичным образом выражаются матричные элемен-
ты оператора рождения ja+t . Тогда гамильтониан взаимо-
действия (2) принимает следующий вид:

3 4 52 3 3a a aint )= ( . .H ch a a a1 1 2 2+ + ++ + +
1b g gH a a al l l l l l l l l lt t t t t t t t t t ,	 (8)
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jEt  – единичные матрицы соответствующих мод; j( )a n nl
t  – 

матрица; знак 7  обозначает тензорное произведение.
Диагонализируем гамильтониан взаимодействия (8) 

и найдем его собственные векторы и собственные значе-
ния. Оператор эволюции в матричном представлении вы-
числяется по формуле

( ) ( )| |exp iU m mm
m

M

0

z l z= -
=

t / ,	 (9)

где M = (n1 + 1) (n2 + 1) (n3 + 1) (n4 + 1) (n5 + 1); nj – число 
фотонов в модах; |m  – собственный вектор с числом фо-
тонов m при собственном значении lm гамильтониана 
взаимодействия (8): | |m mint ml=Hlt .

Матрица плотности вычисляется по формуле 

( ) ( ) (0) ( ) .U UQr z z r z= +t t t t 	 (10)

Здесь ( ) | |0 0 0r y y=t  – матрица плотности начального 
состояния для всех пяти мод на входе РДС-кристалла. 
В тензорном представлении эта матрица принимает сле-
дующий вид:
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3. Средние значения числа фотонов  
и корреляции мод

Вычислим средние значения числа фотонов и коэф
фициентов корреляции 2-го порядка, или фактора g(2), в 
модах для рассмотренных трех методов по формулам
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Здесь нижние индексы при g(2) обозначают номера мод, 
для которых рассчитывается коэффициент корреляции, и 
метод вычисления (S, P, Q).

Расчеты выполнялись для x1 = 0.6 и x2 = 0.4, когда 
моды находились в состоянии | 0y  = |n10 |n20 | 30a |n40 |n50  
на входе (z = 0) РДС-кристалла, причем полагалось, что 
моды 1, 2, 4, 5 находились в вакуумном состоянии | 0 , а 
накачка была в когерентном состоянии со средним чис-
лом фотонов |a30|2 = 3 и фазой j30 = p/3. Постоянная на-
чальная фаза накачки влияет на результаты расчета, по-
тому что она определяет условия входа излучения в нели-
нейный кристалл. 

Для сравнения мы также провели расчет для всех мод, 
кроме накачки, находящихся в однофотонных состояниях. 
При этом общие тенденции, описанные нами ниже, со-
хранились.

Правильность вычислений проверялась контролем 
коммутационных соотношений

j[ ( ), ( )]a aj z z+t t  = 1  и  j( )z , (a z)[ ]aj +l lt t  = 1.

4. Результаты и выводы

На рис.1 и 2 представлена динамика среднего числа 
фотонов и коэффициентов корреляции, или, другими сло-
вами, фактора g(2), внутри РДС-кристалла для разных ме-
тодов расчета. Видно, что метод S, как и метод P, заметно 
теряет точность при истощении накачки по сравнению 
с более точным квантовым методом расчета Q.

На рис.1,в кривые демонстрируют почти периодиче-
ские осцилляции среднего числа фотонов, в отличие от 
кривых, полученных приближенными методами S и Р. На 
начальном этапе взаимодействия идут невырожденный 
параметрический процесс w3 ® w1 + w2 распада фотона 
моды 3 на два фотона мод 1 и 2, а затем процессы гене
рации суммарной частоты w1 + w3 ® w4 и w2 + w3 ® w5. 
В дальнейшем идут обратные процессы, причем они кон-
курируют между собой, что хорошо видно из осциллиру-
ющего характера кривых для N1Q, N2Q, N3Q, N4Q, N5Q при 
сильном энергообмене, т. е. с ростом z.

Для сравнения мы также рассчитали среднюю интен-
сивность мод при классическом описании с учетом исто-

Рис.1.  Динамика среднего числа фотонов в модах, рассчитанная 
методами S (а), P (б) и Q (в).



«Квантовая электроника», 48, № 7 (2018)	 А.В.Белинский, Р.Сингх614

щения накачки и тоже получили заметные расхождения 
с представленным здесь квантовым расчетом.

На рис.2 приведены значения коэффициентов корреля-
ции, или корреляционных факторов 2-го порядка. Видно, 
что методы S и P теряют точность даже при сравнительно 
небольшом истощении накачки. Рассчитанные более точ-
ным методом Q кривые ведут себя почти как периодиче-
ские функции. При g(2) > 1 преобладают парные корре
лированные в двух модах фотоны, а при g(2) < 1 – оди
ночные некоррелированные, аналогично тому, как для 
одиночной моды g(2) > 1 соответствует группировке и су-
перпуассоновской статистике фотонов, а g(2) < 1 – анти-
группировке и субпуассоновской статистике [15, 16].

Из рис.2, как и из рис.1, видно, что сначала реализу
ется процесс (1a), а затем процессы (1б) и (1в). При силь-
ном энергообмене все три процесса начинают конкуриро-
вать между собой, что выражается в почти периодическом 
характере приведенных кривых. В результате процесса 
(1б) практически не удается одновременно наблюдать 
парные совпадения фотонов мод 1 и 3, 2 и 3, что под-
тверждает выводы работы [4]. С другой стороны, парные 
моды 1 и 2, 1 и 5, 2 и 4, 4 и 5 заметно коррелированы и мо-
гут использоваться для восстановления изображений ме-
тодами компьютерной обработки информации по алго-
ритмам, предложенным в работах [4, 5]. При этом очень 
важно отметить, что между модами 1 и 4, 2 и 5, 3 и 4, 3 и 5 
может быть как взаимная корреляция, так и антикорре
ляция фотонов, что проявляется в значениях g(2), мень-
ших 1. Для реализации того или иного режима нужно вы-
бирать соответствующую длину взаимодействия с уче-
том интенсивного энергообмена между модами. Данный 
эффект инверсии взаимной корреляции установлен нами 
на основе описанного квантового расчета взаимодействия 
всех пяти мод, причем не только в случае вакуумного со-
стояния на входе всех мод, кроме накачки, но и в случае 
однофотонной затравки. Как следует из рис.2,а и б, из-
вестными приближенными методами его обнаружить прак-
тически невозможно.

Итак, мы решили задачу квантового описания взаимо-
действия плоских монохроматических мод в РДС-крис
талле. Для сравнения та же задача решена методом тео-
рии возмущений и в приближении заданного поля. Сход
ство результатов для всех трех методов наблюдается лишь 
на начальном этапе эволюции, когда истощение накачки 
несущественно, затем появляются значительные расхож
дения, которые нами исследованы. Получены результа-
ты  квантового расчета для интенсивного энергообмена 
между плоскими монохроматическими модами с учетом 
истощения накачки с помощью численного метода.
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