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Исследования генерации высших гармоник (ГВГ) тес-
но связаны с широким кругом практических задач, в 
частности с генерацией предельно коротких лазерных 
импульсов [1 – 3] и с развитием новых методов спектро-
скопии сверхбыстрых процессов, основанных на анализе 
спектров ГВГ [4 – 8]. Характерной особенностью ГВГ в 
сильных лазерных полях является возникновение плато в 
спектре высших гармоник, т. е. слабой зависимости выхо-
да гармоники от ее энергии EW. Число и форма плато
образных структур в спектре ГВГ существенно зависят от 
структуры лазерного импульса. Например, в простейшем 
случае монохроматического линейно поляризованного 
поля наблюдается одно плато с энергией отсечки Ec » E0 + 
3.17up, где E0 – энергия связи внешнего электрона; up = 
F 2/(4w2) – средняя колебательная энергия электрона в 
поле с напряженностью F и частотой w [9] (здесь и далее 
используется атомная система единиц). В этом случае 
управлять высотой плато и положением отсечки можно 
только за счет изменения F и w. Добавление электриче-
ских или магнитных полей к исходному интенсивному 
полю приводит к модификации платообразной структу-
ры в спектре ГВГ, а также к увеличению числа параме-
тров, позволяющих контролировать форму спектра выс-
ших гармоник.

В последнее время большое внимание привлекает 
двухкомпонентная схема ГВГ, в которой к интенсивному 
ИК полю добавляется высокочастотная компонента с 
одной или несколькими несущими частотами, лежащими 

в УФ диапазоне [10 – 12]. Добавление слабой УФ компо-
ненты приводит к существенной модификации спектра 
высших гармоник. Если энергия УФ фотона не превыша-
ет потенциала ионизации атомной системы, возможно 
увеличение эффективности выхода высших гармоник за 
счет резонансного заселения возбужденных состояний 
системы [10, 11, 13, 14]. Использование более высокоча-
стотных полей, лежащих в вакуумном УФ диапазоне, 
приводит к возникновению дополнительных платообраз-
ных структур как одноэлектронной [15 – 17], так и много
электронной природы [18 – 20]. В работе [17] для решения 
рассматриваемой задачи было предложено использо-
вать квазиклассический анализ динамики электрона в 
двухкомпонентном поле; получены оценки положения от-
сечки возникающих платообразных структур.

Целью настоящей работы является последовательный 
квантово-механический расчет спектра высших гармо-
ник в рамках модели эффективного радиуса [21, 22] и 
определение точности полученных в работе [17] квази-
классических оценок положения спектральной отсечки 
платообразных структур.

Рассмотрим атомную систему с валентным s-электро
ном с энергией связи E0 = – k2/2 в двухкомпонентном ла-
зерном поле. Будем параметризировать двухкомпонент-
ное лазерное поле с частотой w и напряженностью F, 
определяющими ИК компоненту, а также c частотой W = 
kw (k – нечетное целое число) и напряженностью Fk для 
УФ компоненты поля, 

t( ) ( ) ( )cos cosF t F tF ez kw fW= + +6 @ ,	 (1)

где f – фазовый сдвиг. Отметим, что выбор простран-
ственной ориентации компонент поля не меняет структу-
ру высокоэнергетической части спектра высших гармо-
ник, однако приводит к модификации поляризационных 
свойств гармоник.  

Взаимодействие атомной системы с периодическим 
по времени полем вида (1) может быть описано в рамках 
модельного подхода, сочетающего в себе нестационар-
ную теорию эффективного радиуса [21, 22] и метод ком-
плексных квазиэнергий [23]. В рамках данного подхода 
волновая функция квазистационарного квазиэнергетиче-
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ского состояния (ККЭС) атомной системы во внешнем 
периодическом поле может быть представлена в виде [24] 
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где C0 – безразмерный асимптотический коэффициент не-
возмущенной волновой функции связанного состояния;  

( , ; , )tG tr 0( )+ l  – запаздывающая функция Грина в лазер-
ном поле; 
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A(t) – векторный потенциал двухкомпонентного поля; c – 
скорость света в вакууме. Коэффициенты fq определяют-
ся из системы однородных уравнений для комплексной 
квазиэнергии e,

( ) f 0qqm e =
q

ql

l

l/ ,	 (4)

где матричный элемент ( )qqm el  может быть выражен в 
виде двойного интеграла: 
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Функцию ( )ER0  можно выразить через основные пара
метры теории эффективного радиуса – длину рассеяния a0 
и эффективный радиус r0:

( ) iE a r E E1 2R0
0

=- + -0 .	 (7)

Решение системы уравнений (4) позволяет найти 
штарковский сдвиг и уширение уровня во внешнем лазер-
ном поле. Однако, как показывает анализ, в задаче о ге-
нерации высших гармоник учет указанных поправок вно-

сит пренебрежимо малый вклад в амплитуду процесса, и 
точное значение квазиэнергии можно заменить энергией 
связи валентного электрона в отсутствие поля, e » E0. 
Тогда для нахождения коэффициентов fq решение систе-
мы (4) может быть найдено методом последовательных 
приближений [25]. Выбрав в качестве нулевого прибли-
жения  fq = dq 0, получим для коэффициентов fq 0!  следую-
щие выражения: 
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Знание волновой функции (2) позволяет записать амп
литуду ГВГ c заданной поляризацией eh в следующем 
виде [24]:
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где ( , )trFeu  – дуальная функция, получаемая из функции 
ККЭС ( , )trFe  путем комплексного сопряжения и обраще-
ния времени [24, 26]. Принимая во внимание разложение 
(2), фурье-образ дипольного момента dN может быть запи-
сан в виде двойной суммы, содержащей коэффициенты fq: 
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Если параметры УФ импульса удовлетворяют усло-
вию kW/Fk >> 1, то взаимодействие с таким полем может 
быть рассмотрено в рамках теории возмущений [27]. В 
этом случае амплитуду ГВГ в двухкомпонентном лазер-
ном поле можно представить в виде парциальных ампли-
туд, описывающих ГВГ с участием n-фотонов УФ поля: 
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Выпишем два первых члена данного разложения:
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Для анализа относительного вклада процессов, происхо-
дящих с обменом n фотонов УФ поля, удобно также вве-
сти парциальные вероятности процесса ГВГ: 
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В случае, когда ИК и УФ компоненты поля являются 
монохроматическими, выражения для матричных эле-
ментов D ( )

qq
i
l  и M ( )

q
i
0  (определяют коэффициенты f ( )q

i  в со-
ответствии с (8)) могут быть представлены в виде одно-
мерных интегралов от функции Бесселя. Например, для ма-
тричных элементов нулевого порядка они имеют вид [22]
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Для поправок первого порядка по напряженности Fk соот-
ветствующие матричные элементы имеют следующий вид:
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Для анализа влияния УФ поля на процесс ГВГ нами 
были вычислены спектры ГВГ для атомной системы с 
энергией связи E0 = –13.605 эВ и асимптотическим коэф-
фициентом С0 = 2 (соответствует параметрам атома водо-
рода). Частота ИК составляющей отвечает длине волны 
l = 1200 нм (w = 0.038 ат. ед.), а W = 41w или 51w. 
Интенсивность основной компоненты I = 2 ́  1014 Вт/см2, 
интенсивность добавочного поля составляет 1 % от ин-
тенсивности основного поля. Отметим, что в первом по-
рядке теории возмущений парциальный выход RN

(1) ли-
нейно зависит от интенсивности УФ компоненты поля. В 
то же время, как видно из (20) и (21), зависимость парци-
ального выхода от частоты УФ фотона не может быть вы
ражена в виде элементарной функции. Парциальные ве-
роятности RN

(0) и RN
(1) представлены на рис.1. Для парци-

ального выхода RN
(1) наблюдаются две платообразные 

структуры c разными длинами и интенсивностями. От
сечке короткого плато соответствует меньшая энергия 
гармоник, чем у отсечки плато в монохроматическом ИК 
поле. При увеличении энергии УФ фотона энергия обры-
ва короткого плато уменьшается. Энергия отсечки длин-
ного плато превышает максимальную энергию в моно-
хроматическом ИК поле ровно на величину энергии УФ 
фотона. 

Такое поведение положения отсечки платообразных 
структур находится в согласии с квазиклассической тео-
рией, предложенной в работе [17]. В соответствии с ней 
возникновение интенсивного короткого плато связано с 

Рис.1.  Зависимости парциальных выходов высоких гармоник RN
(0) 

(1) и RN
(1) (2) от номера гармоники для атомной системы с энергией 

связи E0 = –13.605 эВ в двухкомпонентном лазерном поле. Длина 
волны ИК компоненты l = 1200 нм, интенсивность I = 2 ́  1014 Вт/см2. 
УФ компонента c Ik = 2 ́  1012 Вт/см2 соответствует 41-й (a) и 51-й (б) 
гармоникам ИК компоненты. Результаты нормированы на усло-
вие R99

(0) = 1, где N = 99 соответствует положению отсечки плато в 
монохроматическом ИК поле. Здесь и на рис.2 вертикальными 
штриховыми линиями обозначено положение обрыва плато в со
ответствии с квазиклассическими оценками, предложенными в ра-
боте [17].
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поглощением УФ фотона на этапе ионизации, тогда как 
менее интенсивное длинное плато возникает вследствие 
поглощения УФ кванта на этапе рекомбинации. В работе 
[17] приведены также аналитические выражения для оцен-
ки границ высокоэнергетичных плато. Положения отсе-
чек платообразных структур, вычисленные в соответ-
ствии с указанными аналитическими выражениями, по-
казаны на рис.1 вертикальными штриховыми линиями. 
Видно, что квазиклассическая теория с хорошей точно-
стью описывает положение отсечки длинного плато, од-
нако для короткого плато даваемые ею оценки положе-
ния отсечки приводят к завышенным результатам. Хо
рошее согласие положения отсечки длинного плато с 
классическими оценками, предложенными в работе [17], 
объясняется тем, что динамика электрона в континууме 
определяется нулевой начальной скоростью и, следова-
тельно, минимальным расплыванием волнового пакета, 
образованного в результате туннелирования электрона 
из связанного состояния. В случае короткого плато пере-
ход электрона в континуум происходит посредством по-
глощения УФ фотона, что соответствует ненулевой на-
чальной скорости электрона в континууме. Расплывание 
такого пакета происходит значительно быстрее, вслед-
ствие чего реальное положение отсечки плато существен-
но отличается от классического результата.

Важным приближением, широко применяемым для 
расчетов в сильных лазерных полях, является приближе-
ние сильного поля (ПСП). Оно состоит в пренебрежении 
эффектами атомного потенциала на этапе движения элек-
трона в модифицированном полем континууме. В рамках 
теории эффективного радиуса ПСП сводится к замене 
fq = dq,0, и дипольный матричный элемент dN принимает 
следующий вид: 

( , )e N kD ,
( , )

,

i
N z 0 0

1!

mj m n

n m=
d e= / .	 (22)

При этом каждому из слагаемых в сумме (22) можно при-
дать прозрачный физический смысл. Очевидно, что сла-
гаемые с m = +1 соответствуют излучению УФ фотона в 
процессе ГВГ, а слагаемые с m = –1 отвечают поглощению 
УФ фотона. Для понимания смысла переменной v необ-
ходимо обратиться к общему выражению для дипольно-
го момента (11). Видно, что выражение для любого ма-
тричного элемента представляется в виде двойного инте-
грала по переменным t и t', которые могут быть интер-
претированы как времена начала и окончания движения 
в модифицированном полем континууме. Значение пере-
менной v соответствует моменту времени, в который про-
исходит взаимодействие с УФ полем: при m = n это мо-
мент ионизации (t' ), при m = – n это момент возврата элек-
трона к родительскому остову (t). Следует отметить, что, 
помимо описанных выше случаев, обмен УФ фотоном 
возможен также на этапе движения электрона в контину-
уме. Амплитуда ГВГ в соответствующем канале описыва-
ется слагаемыми, содержащими ненулевые коэффициен-
ты  f q(1). Таким образом, анализ точности ПСП позволяет 
также оценить относительный вклад канала ГВГ с излу-
чением или поглощением УФ фотона на этапе движения 
электрона в континууме. 

На рис.2 представлены парциальные вероятности 
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соответствующие поглощению УФ фотона на этапе ио-
низации (RN

(–, –)) и рекомбинации (RN
(–, +)), вычисленные 

для двухкомпонентного поля с теми же параметрами, что 
и на рис.1. Видно, что вклады парциальных выходов 
RN

(–, –) и RN
(–, +) полностью описывают наблюдаемые плато-

образные структуры в спектре ГВГ. Это свидетельствует 
о том, что в первом порядке теории возмущений по на-
пряженности УФ импульса основной вклад в полный вы-
ход ГВГ вносят только два канала, рассмотренные в ра-
боте [17], а вклад остальных каналов является пренебре-
жимо малым.

В заключение сформулируем основные результаты 
настоящей работы. Для двухкомпонентного поля, состо-
ящего из низкочастотной (ИК) и высокочастотной (УФ) 
компонент в рамках теории эффективного радиуса были 
получены аналитические выражения для амплитуды ГВГ 
в первом порядке теории возмущений по напряженности 
УФ поля как в приближении сильного поля, так и с уче-
том эффектов перерассеяния высших порядков. Было по-
казано, что в приближении сильного поля аналитическое 
выражение для амплитуды ГВГ позволяет выделить вкла-
ды каналов, соответствующих излучению/поглощению 
УФ фотона на этапе ионизации или рекомбинации. Из 
проведенных расчетов следует, что в первом порядке тео-
рии возмущений по напряженности УФ поля возникаю-
щие платообразные структуры полностью описываются 
вкладом от каналов, соответствующих поглощению УФ 
фотона на этапах ионизации и рекомбинации. Таким об-
разом, проведенные квантово-механические расчеты ка-
чественно подтверждают выводы работы [17].

Работа выполнена при финансовой поддержке Рос
сийского научного фонда (грант № 18-12-00476).

Рис.2.  Зависимости парциальных выходов высоких гармоник RN
(1) 

(штриховые кривые), RN
(–, –) (треугольники) и RN

(–, +) (квадраты) от 
номера гармоники в двухкомпонентном лазерном поле. Параметры 
расчета те же, что и на рис.1. 
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