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1. Введение

Квантовый электродинамический (КЭД) каскад [1] – 
один из ожидаемых процессов, который может быть ини-
циирован в экспериментах на создаваемых мультипета-
ваттных лазерных установках [2 – 4]. Природа КЭД каска-
да в сверхсильных лазерных полях заключается в излуче-
нии гамма-фотонов осциллирующими электронами и по-
зитронами и в последующем распаде излученных фото-
нов на электрон-позитронные пары [5]. Как показывают 
последние исследования, при оптимальной фокусировке 
для инициации каскада необходима суммарная мощность 
лазерного излучения, примерно равная 5 – 8 ПВт [6 – 8], 
причем важное значение могут иметь ионизация мишени 
[9, 10] и ее начальная плотность [11]. Когда темп рожде-
ния новых пар превышает темп их потерь (например, ухо-
да из области рождения) наблюдается экспоненциальный 
рост плотности плазмы.

Пока плотность меньше критического значения (с уче-
том релятивистских эффектов), развитие каскада проис-
ходит в линейном режиме и влиянием плазмы на поле 
можно пренебречь. В противном случае, когда плотность 
достигает критического значения, реализуется нелиней-
ный режим, в котором плазма оказывает существенное 
влияние на формирующее ее излучение. В частности, 
рождающаяся плазма вызывает сильное поглощение па-
дающего излучения [12 – 16], ограничивая тем самым мак-
симально достижимые интенсивности полей, а также 
может приводить к развитию неустойчивостей и форми-
рованию экстремальных состояний плазмы [17, 18]. Важ

ность линейной стадии заключается в том, что она во 
многом определяет, какие самосогласованные плазмен
но-полевые структуры будут сформированы на нелиней-
ной стадии каскада. Кроме того, на линейной стадии ге-
нерируются фотоны с наибольшей энергией [7], спектр 
которых зависит от пространственного распределения 
плазмы [19]. 

Отметим, что плазменные структуры на линейной 
стадии активно исследовались в полях встречных лазер-
ных пучков [20 – 27]. Так, в случае циркулярной поляриза-
ции анализ структур проводился не только с помощью 
численного моделирования, но и аналитически [25, 27], 
что обусловлено относительно простым движением ча-
стиц. В этом случае движение можно разложить на вра-
щение в плоскости электрического поля и дрейф от пуч-
ности к узлу поля. Если каскад развивается медленно, то 
дрейф частиц вызывает локализацию плазмы в узле. 
Однако при быстром развитии каскада уход частиц из 
пучности в сторону узла может быть скомпенсирован, и 
плазма может быть локализована как в пучности, так и 
одновременно в узле и в пучности в зависимости от ам-
плитуды поля. 

В настоящей работе мы рассмотрим более детально 
случай линейно поляризованного излучения, имеющий 
важное практическое значение. В линейно поляризован-
ном поле движение частиц более сложное и, как следст
вие, пространственно-временная структура каскада также 
усложняется. В отличие от циркулярно поляризованного 
поля в случае линейной поляризации не только есть не
устойчивое положение равновесия в пучности и аттрак-
тор в узле поля (пондеромоторный захват и нормальный 
радиационный захват (НРЗ) [27 – 30]), но и формируется 
за счет радиационных потерь аттрактор вблизи пучности 
поля (аномальный радиационный захват (АРЗ) [29, 30]). 
Кроме того, в пространственно-временной структуре ка-
скада явно выделяются колебания на частоте колебаний 
вектора Пойнтинга [22]. Сложность движений частиц и 
сложная структура каскада, с одной стороны, затрудня-
ют теоретический анализ, делая основным инструментом 
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численное моделирование, а с другой – приводят к разно-
образию плазменно-полевых структур.

Несмотря на то что линейным структурам в поле 
встречных лазерных импульсов линейной поляризации 
посвящен ряд исследований [22 – 24, 26], эти структуры в 
зависимости от параметров лазерного излучения еще не-
достаточно изучены. Настоящая статья посвящена отве-
ту на вопрос о том, какие плазменно-полевые структуры 
могут быть сформированы в поле плоской линейно поля-
ризованной стоячей волны в зависимости от ее ампли
туды на линейной стадии каскада. Вначале будет пред-
ставлен детальный анализ движения частиц и их распре-
деления без учета КЭД каскада. Затем будет показано, 
как эти структуры модифицируются за счет квантовых 
процессов. Также будут представлены темпы ухода ча-
стиц из пучности поля и темпы развития каскада в зави-
симости от амплитуды поля, которые во многом опреде-
ляют пороговые значения амплитуд, при которых проис-
ходит смена структур плазмы. 

Отметим, что в случае плоской волны амплитудный 
порог каскада по постоянному сигналу отсутствует, по-
скольку отсутствуют потери частиц. Однако при ампли-
тудах электрического поля в релятивистских единицах 
a << 1000 нормированный на обратный период поля темп 
развития Gcs  << 1 [26], и каскад не изменяет структуры 
электрон-позитронной плазмы, обусловленной только 
движением частиц. Амплитуда a = eE0 /(mwc), где m и e – 
масса и заряд электрона; E0 – амплитуда электрического 
поля; c – скорость света; w = 2.36 ´ 1015 с–1 – частота поля 
(длина волны l = 0.8 мкм). При a < 1 плазма осциллирует 
вокруг узла поля в режиме пондеромоторного захвата. 
При 1 < a < 600 частицы могут на случайный промежу-
ток времени захватываться в область узла, а затем выхо-
дить из этой области и двигаться вдоль вектора Пойн
тинга [28, 31 – 33], т. е. реализуется релятивистский хаос. В 
среднем это приводит к максимизации плотности частиц 
вблизи узлов. Следует также отметить, что вышеуказан-
ные режимы не исчезают при увеличении амплитуды, из-
меняются только их «бассейны» – объемы фазового про-
странства, откуда частицы могут попасть в тот или иной 
режим. Так, например, при релятивистских амплитудах 
пространственный размер бассейна пондеромоторного 
захвата ограничен областью значений l /(2pa), и частицы 
сильнее локализованы в окрестности узла электрическо-
го поля, чем в режиме НРЗ [31].

Мы представим детальный анализ плазменных струк-
тур в полях с амплитудами 500 < a < 10000, при которых 
могут реализовываться все режимы движений, и когда 
важную роль играют не только радиационные потери, но 
и каскад, темп развития которого при рассматриваемых 
амплитудах поля варьируется в диапазоне 1.7 ´ 10–2 < 
Gcs < 12.7. Данный диапазон амплитуд соответствует ши-
рокому диапазону интенсивностей 5 ´ 1023 Вт/см2 < I < 
2 ´ 1026 Вт/см2, которые планируется достичь на проекти-
руемых мультипетаваттных лазерных установках, напри-
мер XCELS [4].

2. Распределение плотности частиц  
в поле стоячей линейно поляризованной 
волны без учета каскада

Рассмотрим динамику частиц в поле стоячей плоской 
линейно поляризованной волны:

E = E0cos(wx/c)cos(wt)z,	
(1)

B = –E0sin(wx/c)sin(wt)y

(E, B – электрическое и магнитное поля, которые направ-
лены вдоль осей z и y соответственно, t – время, ось x на-
правлена вдоль вектора Пойнтинга) и определим, какие 
плазменные структуры могут образовываться. Пусть ча-
стицы, изначально покоящиеся, равномерно распределе-
ны в пространстве. Для анализа формирующихся плаз-
менных структур воспользуемся программой PICADOR 
[34], основанной на методе «частиц в ячейках». В данной 
программе реализован модуль [35], позволяющий моде-
лировать стохастическое излучение фотонов в квазиклас-
сическом приближении [36], а также распад фотонов на 
пары в лазерном поле [5]. В силу того что волна плоская, 
достаточно использовать одномерную по пространству 
модификацию программы. Размер расчетной области 
равнялся длине волны l = 0.8 мкм, число ячеек составля-
ло 128, шаг по времени был равен 0.005T, где T =  2.7 фс 
– период волны. Для частиц устанавливались периодиче-
ские граничные условия, что соответствовало отображе-
нию оси x на отрезок – 0.5l < x < 0.5l. Отметим, что в 
программе PICADOR частицы не привязаны к ячейкам, 
т. е. координаты частиц не обусловлены дискретизацией 
пространства и могут принимать любые значения. В свя-
зи с этим для вывода распределений частиц использова-
лись 256 точек на рассматриваемом отрезке с целью раз-
решения всех особенностей распределений частиц. Такой 
прием правомерен на линейной стадии каскада, когда 
плазма не оказывает обратного влияния на поле, а кроме 
того позволяет экономить вычислительные ресурсы. 

Чтобы избежать влияния включения поля, в началь-
ный момент времени задавались стоячая волна, сформи-
рованная во всей расчетной области, и электроны (пози-
троны) в состоянии покоя, равномерно распределенные 
также по всей расчетной области. Начальная фаза волны 
соответствовала нулевому магнитному полю, однако, как 
показывает моделирование, установившиеся плазменные 
структуры не зависят от нее. Поскольку рассматривалась 
линейная стадия каскада, то начальная концентрация вы-
биралась достаточно малой (n0 = 0.01 см–3), чтобы в ре-
зультате развития каскада рождающаяся плазма не изме-
няла формирующее ее поле. В линейном режиме началь-
ная плотность не влияет на форму плазменных структур, 
но определяет время существования этого режима. На
чальное число макрочастиц при моделировании равня-
лось 105 см–2 (такая размерность у числа частиц появля
ется при одномерном моделировании), т. е. примерно 
800 см–2 макрочастиц в ячейке, при этом одной реальной 
частице соответствовало ~1011 макрочастиц.

В одномерной геометрии образуются пространствен-
ные структуры с периодом 0.5l, что обусловлено перио-
дическим изменением величины вектора Пойнтинга в 
пространстве. Эти структуры также обладают отража-
тельной симметрией относительно осей, проходящих че-
рез узлы или пучности электрического поля, поэтому вся 
информация о структуре содержится на отрезке 0 < x/2 < 
0.25. Другое свойство таких структур заключается в том, 
что они являются нестационарными во времени и осцил-
лируют с удвоенной частотой поля (с частотой колебаний 
вектора Пойнтинга). Более того, разность фаз осцилляций 
электронной плотности и полей определяется возрастаю-
щими с увеличением амплитуды волны радиационными 
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потерями, по аналогии с вынужденными колебаниями 
гармонического осциллятора с учетом диссипации [37]. 
Данное обстоятельство может привести к неправильным 
выводам о динамике плазмы, если рассматривать плаз-
менные структуры только в определенной фазе поля. В 
связи со всеми этими факторами мы анализировали инте-
гральное за полупериод поля распределение электронной 
плотности. Такой подход не позволяет восстановить точ-
ное распределение электронов в определенный момент 
времени, но позволяет определить качественные измене-
ния в пространственной структуре. Изменения будут от-
ражены в интегральной структуре, если, во-первых, они 
заметны в моментальных распределениях и, во-вторых, 
сохраняются значительное время в течение полупериода 
поля. 

При численном моделировании на каждом k-м вре-
менном шаге электронные плотности nk(x), деленные на 
общее число частиц NS k в данный момент времени во 
всей расчетной области, суммировались в каждой точке 
пространства xi, и результат делился на общее число вре-
менных шагов Nt за полупериод поля и на максимальное 
значение суммарного распределения электронной плот-
ности M:

( ) ( ) ( )n x N M n x Nst ti k i k
k

N
1 1

1

t

= S
- -

=

/ .	 (2)

Установившаяся интегральная структура и момен-
тальные распределения в различные моменты времени

ne(x) = nk(x)(NS kM)–1,	 (3)

соответствующие случаю наиболее сложной простран
ственно-временной динамики электронов, приведены на 
рис.1. Видно, что в целом интегральная структура вос-
производит наблюдаемые в динамике электронной плот-
ности максимумы. Однако исключение составляет макси-
мум, находящийся вблизи x = 0.21l и наблюдаемый в те-
чение краткого промежутка времени 14.53 < t/T < 14.56.

На рис.2 представлены установившиеся интегральные 
структуры при различных амплитудах поля. Вопрос о 
времени установления интегральных структур детально 
не исследовался, однако, как показывает численное моде-
лирование, к моменту времени t = 15T структуры были 
установившимися для всех рассматриваемых амплитуд 
поля. При амплитудах a < 600 движение частиц происхо-
дит в режиме релятивистского хаоса. Из-за того что ча-

Рис.1.  Моментальные (ne, слошные кривые) и интегральные (nst, штриховые кривые) распределения электронной плотности в поле пло-
ской стоячей линейно поляризованной волны при амплитуде a = 3500, полученные в течение полупериода поля.

Рис.2.  Установившиеся интегральные структуры для различных диапазонов амплитуд поля: a Î [500, 2800] (a), a Î [2300, 4300] (б) и a Î 
[3500, 104] (в). Сплошные кривые – интегральные структуры при пороговых амплитудах поля, штрих-пунктирные кривые – примеры ин-
тегральных структур в различных режимах. Для каждой кривой (сплошной и штрих-пунктирной) указана соответствующая амплитуда 
поля. Точками отмечены локальные минимумы ( ) и максимумы ( ). Для наглядности на рис2,б интегральные структуры обрезаны по 
уровню nst = 0.45, вследствие чего максимумы в точке x = 0.25l не видны.
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стицы, диффузионным образом распространяясь вдоль 
оси x, на случайные промежутки времени попадают в об-
ласть узла, отчетливо виден максимум плотности частиц 
при x = 0.25l. Примеры траекторий частиц в этом режиме 
приведены на рис.3,a,  г. Для анализа движения частиц 
численно решались уравнения движения с учетом радиа-
ционных потерь, которые моделировались в квазиклас-
сическом приближении (излучение стохастическое) [31, 36] 
или описывались с помощью силы Ландау – Лифшица с 
учетом квантовых поправок [20, 27].

При бóльших амплитудах (a > 600) радиационные эф-
фекты начинают играть существенную роль в динамике 
частиц и возникает режим НРЗ, при котором частицы 
притягиваются к узлу поля. Заметим, что в случае цирку-
лярной поляризации соответствующая пороговая ампли-
туда равна 70 [27]. При линейной поляризации колебания 
вектора Пойнтинга и, как следствие, вынуждающей про-
дольной силы существенно повышают этот порог, до a » 
600. Более того, несмотря даже на стохастичность излуче-
ния в циркулярно поляризованном поле реализуется «чи-

стый» режим НРЗ, тогда как в случае линейной поляриза-
ции частицы имеют возможность покидать область за-
хвата и затем попадать в область другого узла поля (ср. 
рис.3,б и д). Также это отчетливо видно из рис.2,а: с ро-
стом амплитуды вблизи узла формируется более узкое 
распределение плотности частиц, но при этом nst(x) нигде 
не обращается в нуль.

Отметим, что режим НРЗ вследствие таких переходов 
похож на режим релятивистской стохастичности: в обоих 
режимах формируется максимум плотности в узле поля и 
наблюдаются случайные переходы частиц между узлами 
поля (ср. рис.3,а и б). Однако, в отличие от режима реля-
тивистской стохастичности, в режиме НРЗ отношение 
максимальной и минимальной плотностей m >> 1. При 
пороговой амплитуде a » 600 отношение m » 5, а при a = 
1600 имеем m » 86. Стоит также отметить, что режим НРЗ 
существует при всех амплитудах a > 600, но бассейн ре-
жима сильно уменьшается и частицы становятся более 
локализованными вблизи узла поля с ростом амплитуды 
(ср. распределения при a = 1000 и 10000 на рис.2,а и в). С 

Рис.3.  Траектории электронов в режимах релятивистской стохастичности и НРЗ в поле плоской стоячей линейно поляризованной волны 
при различных амплитудах, полученные в рамках квазиклассического подхода к описанию радиационных потерь (а – в) и в рамках описа-
ния этих потерь с помощью силы Ландау – Лифшица с квантовыми поправками (г – е); g – гамма-фактор электрона.
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ростом амплитуды, в отличие от уменьшения простран-
ственного масштаба колебаний частиц при силовом под-
ходе к описанию радиационных потерь (ср. рис.3,д и е), в 
квазиклассическом приближении частицы совершают пе-
реходы от узла к узлу поля и начинают задерживаться 
также вблизи пучности поля (рис.3,в). В интегральном 
распределении это проявляется в виде увеличения фоно-
вого уровня плотности между узлом и пучностью при a > 
1600 (рис.2,а). В итоге, начиная с a » 2590, когда время 
пребывания частиц между узлом и пучностью сравнива-
ется со временем поступления частиц из узла в пучность 
поля, возникает режим АРЗ.

При амплитудах a > 2590 режимы АРЗ и НРЗ могут 
реализовываться одновременно, причем доля частиц в 
каждом из них будет определяться начальными условия-
ми и темпом переходов частиц из режима в режим. Сви
детельством движения частиц в режиме НРЗ при этих 
амплитудах является максимум в узле поля. В режиме АРЗ 
формируются разнообразные структуры, которые разли-
чаются по набору экстремумов (локальных минимумов и 
максимумов). Амплитуда, начиная с которой происходит 

смена набора экстремумов, считается пороговой. По
грешность ее определения Da » 50 и соответствует шагу 
по амплитуде, с которым проводилось численное моде
лирование вблизи пороговых амплитуд. По результатам 
численного моделирования были выявлены три типа 
структур в режиме АРЗ. При 2590 < a < 3000 между узлом 
и пучностью поля появляется максимум, в то время как в 
пучности поля – локальный минимум (рис.2,б). При 
бóльших амплитудах, 3000 < a < 4120, вместо минимума 
возникает максимум в пучности поля, так что режиму АРЗ 
соответствуют два максимума плотности (рис.2,б, в). Ког
да a > 4120, остаются только максимумы в пучности и в 
узле поля и минимум между ними (рис.2,в). Положение 
минимума с ростом амплитуды стабилизируется в точке 
x » 0.21l.

2.1. Движение частиц в режиме АРЗ

Многообразие интегральных структур обусловлено 
особенностями движения частиц в режиме АРЗ (рис.4). В 
этом режиме частицы совершают колебания как вдоль 

Рис.4.  То же, что и на рис.3, но для режима АРЗ. На рис.3,б и д крестиками отмечено положение частиц в одной и той же фазе поля. 
Вертикальные штриховые линии соответствуют максимальному приближению частиц к пучности поля без учета перехода через нее.
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вектора Пойнтинга, так и вдоль электрического поля в 
течение каждого полупериода поля вблизи его пучности. С 
ростом амплитуды частицы (в среднем) приближаются к 
пучностям поля, что отмечено вертикальными штрихо-
выми линиями для разных амплитуд поля на рис.4,а – в. 
Этот факт анализировался ранее как для плоской волны 
[29], так и для сильно сфокусированного поля в форме ди-
польной волны [19]. Кроме того, в случайные промежут-
ки времени частицы могут переходить как через пуч-
ность, так и через узел поля, причем доля переходящих 
через пучность частиц возрастает с увеличением ампли-
туды. Наиболее вероятно, что частица после перехода по-
падет в соседние области между узлом и пучностью поля. 
Вероятность попасть в режим НРЗ намного меньше, т. к. 
бассейн этого режима становится гораздо меньше по 
сравнению с бассейном АРЗ. Из сравнения траекторий на 
рис.4,а – в и г – е видно, что причина переходов заключает-
ся в стохастичности излучения, поскольку при описании 
радиационных потерь с помощью силы формируются ат-
тракторы, не допускающие переходов частиц. Эти ат-
тракторы характеризуются дрейфом частиц вдоль элек-
трического поля, но при бóльших амплитудах (a > 7500) 
дрейф подавляется и траектория в виде восьмерки лока-
лизуется в пространстве. С учетом стохастичности излу-
чения частицы диффундируют как вдоль вектора Пой
нтинга, так и вдоль электрического поля. Стохастичность 
не позволяет частицам быть идеально синхронизованны-
ми (ср. рис.4,б и д), в связи с чем электронную плотность 
в области между узлом и пучностью поля можно считать 
распределенной вдоль вектора Пойнтинга на отрезке 
длиной lst на расстоянии dst от пучности поля:

f (x) = tanh[k(x – dst + 0.5lst)] – tanh[k(x – dst – 0.5lst)],	(4)

где k – коэффициент, характеризующий быстроту нарас-
тания функции f (x) на краях указанного отрезка. Функ
ция, выходящая за указанную область, соответствует ча-
стицам, перелетающим в соседние области. Для расчета 
модельных интегральных структур учтем распределения 
плотности электронов, колеблющихся по обе стороны от 
заданной пучности поля. Пренебрежем вкладом частиц, 
прилетающих из более отдаленных областей. Будем гру-
бо считать, что колебания (с амплитудой Dl ) центра масс 
электронов вдоль вектора Пойнтинга описываются функ-
цией Dl |coswt|, учитывающей быстроту смены направле-
ния движения частиц вдоль оси x в окрестности пучности 
поля в момент t » 0.25Tj ( j – целое число), когда электри-
ческое поле близко к нулю. С учетом сделанных предпо-
ложений зависимость распределения электронной плот-
ности вблизи пучности от времени имеет вид

f (x, t) = fR(x, t) + fL(x, t),	 (5)

где

fR(x, t) =  tanh[k(x – dst + 0.5lst + Dl |coswt|)]

	 – tanh[k(x – dst – 0.5lst + Dl |coswt|)],	

(6)

fL(x, t) =  tanh[k(x + dst + 0.5lst – Dl |coswt|)]

	 – tanh[k(x + dst – 0.5lst – Dl |coswt|)].

Интегральное распределение определятся следующим об
разом:

.( , )df x t t( ) (0.5 )n x TM
.

st

T1

0

0 5
= - y 	 (7)

Согласно свойствам динамики частиц в режиме АРЗ, с 
ростом амплитуды величины lst, dst и Dl уменьшаются, а 
коэффициен k возрастает. Можно подобрать такие значе-
ния этих параметров, чтобы характеризуемые ими рас-
пределения (7) соответствовали всем возможным интег
ральным структурам в окрестности пучности поля в ре-
жиме АРЗ (рис.2). Модельные структуры с подобранны-
ми параметрами показаны на рис.5.

Приведенное качественное модельное описание дина-
мики ансамбля частиц также позволяет понять, чем обу-
словлена смена интегральных структур в режиме АРЗ. 
Для этого введем параметр h, определяющий долю ча-
стиц, перелетающих через пучность поля:
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Для нахождения данного параметра достаточно исполь-
зовать только одну из функций – fR или fL, сосредоточен-
ную в основном по правую или по левую сторону от пуч-
ности поля соответственно. Выбранный момент времени 
t = 0 отвечает наиболее близкому (в среднем по ансамб
лю) положению частиц к пучности поля согласно выра-
жениям (6). Значения h для разных амплитуд поля приве-
дены на рис.5. При амплитудах, когда только возникает 
режим АРЗ, небольшая доля частиц может перейти через 
пучность поля. Интегральная структура характеризуется 
локальными максимумом плотности в промежуточной 

Рис.5.  Модельные интегральные структуры (сплошные кривые), 
рассчитанные по формуле (7), и интегральные структуры (штрихо-
вые кривые), полученные при численном моделировании (см. 
рис.2). На рисунках указаны амплитуды плоских стоячих линейно 
поляризованных волн, соответствующие интегральным структу-
рам, и параметры, при которых наблюдаются схожие модельные 
распределения.
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области и минимумом в пучности поля. Однако с ростом 
амплитуды поля параметр h возрастает и появляется ло-
кальный максимум непосредственно в пучности электри-
ческого поля, а максимум в промежуточной области по-
степенно уменьшается по отношению к максимуму в пуч-
ности и в итоге исчезает. Увеличение доли переходящих 
через пучность частиц с ростом амплитуды подтвержда-
ется также примерами траекторий на рис.4, полученных в 
течение одинакового промежутка времени. Таким обра-
зом, можно сделать вывод о том, что темп переходов ча-
стиц через пучность поля определяет все наблюдаемые 
структуры в режиме АРЗ.

3. Структуры плазмы при развитии каскада

В предыдущем разделе были рассмотрены структуры 
электронной плотности, которые формируются при взаи-
модействии частиц с плоской линейно поляризованной 
волной. Такие структуры определяются движением ча-
стиц. Однако вследствие квантовых процессов эти струк-
туры в сверхсильных полях могут модифицироваться. В 
результате движений частиц в релятивистски сильных по-
лях излучается большое количество гамма-фотонов, ко-
торые могут в сильном лазерном поле распадаться на 
электрон-позитронные пары, порождая тем самым лави-
нообразный процесс – КЭД каскад [1]. Рождение частиц 
происходит неравномерно в пространстве и во времени 
[22], поэтому каскад может существенно модифицировать 
распределение плотности электронов и вызывать появле-
ние экстремумов в интегральной структуре.

Интегральные структуры с учетом КЭД каскада мож-
но также рассчитывать согласно выражениям (1). Важно 
отметить, что в связи с ростом числа частиц, величина NS 
зависит от времени (при численном моделировании – от 
номера шага по времени k). Проведенное численное мо-
делирование показало (рис.6), что интегральные структу-
ры устанавливались также за время, меньшее 15T, их на-
бор такой же, как и без учета каскада, однако имеется 
важное отличие. Пороговые значения амплитуд, при ко-
торых происходит смена структур, уменьшились. По
грешность их определения Da » 50, как и без учета каска-
да. За счет каскада интегральные структуры, характер-
ные для режима АРЗ, появляются при амплитудах a > 
1550 (рис.6,а), т. е. пороговая амплитуда в 1.7 раз меньше, 
чем в случае без учета каскада. При этих амплитудах 

(вплоть до a » 2590) без учета каскада реализуется режим 
НРЗ, но частицы могут задерживаться на некоторое вре-
мя между узлом и пучностью поля (в промежуточной об-
ласти). Для возникновения режима АРЗ без учета каскада 
необходимо было, чтобы темп прихода частиц из узла 
поля сравнялся с темпом ухода частиц из промежуточной 
области в узел. При развитии каскада появляется допол-
нительный источник частиц в промежуточной области – 
распад фотонов на пары, поэтому амплитудный порог 
режима АРЗ снижается. Структуры с максимумами в узле 
и между узлом и пучностью поля наблюдаются при ам-
плитудах 1550 < a < 2500. Моментальные распределения 
плотностей электронов с учетом и без учета каскада при-
ведены на рис.7. Моментальные структуры нормированы 
на максимум M соответствующих интегральных струк-
тур. Развитие каскада приводит к увеличению доли ча-
стиц, расположенных между пучностью и узлом поля. 
Когда (в релятивистских единицах) электрическое поле 
превышает по абсолютной величине магнитное в проме-
жуточной области (при t/T = 14.5, 14.55,14.63 и 14.95 на 
рис.7), в ней появляется максимум плотности, в то время 
как без учета каскада плотность практически монотонно 
возрастает от пучности к узлу поля. Когда электрическое 
поле меньше магнитного, структуры с учетом и без учета 
каскада похожи по форме, но каскад также повышает 
долю частиц в промежуточной области.

В диапазоне 2500 < a < 4100 (рис.6,а, б) за счет осо-
бенностей движения частиц (как и в случае без учета ка-
скада при 3000 < a < 4120) появляется максимум в пучно-
сти поля. В этом диапазоне уже даже без учета каскада ре-
ализуется режим АРЗ, так что рождающиеся частицы 
притягиваются к пучности поля. За счет случайности 
рождения частиц увеличивается пространственный мас-
штаб функции распределения, что повышает долю ча-
стиц, переходящих через пучность поля, и вызывает появ-
ление максимума в пучности при меньших амплитудах 
поля, чем в случае без учета каскада. Заметим, что разви-
тие каскада непосредственно в пучности поля подавлено, 
т. к. вероятность распада фотонов, излучаемых частица-
ми в результате колебаний строго вдоль вектора электри-
ческого поля, пренебрежимо мала при рассматриваемых 
амплитудах поля. Кроме того, в этом диапазоне ампли-
туд динамика рождающихся частиц с ростом амплитуды 
приводит к смещению максимума интегральной структу-
ры в промежуточной области ближе к пучности поля.

Рис.6.  То же, что и на рис.2, но с учетом КЭД каскада.
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При дальнейшем росте амплитуды аттрактор АРЗ рас-
полагается все ближе к пучности поля, куда частицы бы-
стро притягиваются и движутся значительную часть вре-
мени в течение каждого полупериода поля. В связи с этим, 
несмотря даже на неоднородность во времени и в про-
странстве темпа рождения частиц, максимум интеграль-
ной структуры между узлом и пучностью поля при a > 
4100 исчезает (рис.6,б, в), хотя и наблюдается в динамике.

В то же время положение минимума не стабилизиру-
ется, как без учета каскада, а смещается все ближе к узлу 
поля, и относительное значение максимума интегральной 
структуры в узле поля уменьшается. Это происходит 
вследствие уменьшения (увеличения) бассейна режима 
НРЗ (АРЗ) и доли частиц, попадающих в этот режим в ре-
зультате развития каскада. Зависимость пространствен-
ных размеров бассейнов этих режимов от амплитуды поля 
отражают интегральные структуры без учета каскада на 
рис.2,в. Распределение частиц, соответствующее НРЗ, 
при больших амплитудах сильно локализовано вблизи 
узла поля. По этой причине для корректного описания 
интегральных структур вблизи узла поля требуется высо-
кое пространственное разрешение. Например, при ис-
пользуемом разрешении 256 точек на длину волны макси-
мум в узле поля сменяется на минимум при a  » 10500. 
Однако увеличение разрешения до 512 точек на длину 
волны позволило установить, что в узле поля находится 
максимум интегральной структуры. В исследованном ди-
апазоне амплитуд вплоть до a = 15000 при улучшенном 
пространственном разрешении сохранялся максимум ин-
тегральной структуры в узле поля. Таким образом, мож-
но предположить, что при a > 10000, так же как и при 
4100 < a < 10000, максимум в узле поля сохраняется, про-
странственный масштаб интегральной структуры вблизи 
узла поля уменьшается и положение локального миниму-
ма асимптотически стремится к узлу поля. Стоит также 
отметить, что, хотя интегральное распределение стано-
вится монотонно убывающим за исключением малой 
окрестности узла поля, пространственная производная 
интегральной структуры не монотонная, а имеет несколь-
ко максимумов, которые определяются рождением ча-
стиц и их последующей динамикой (рис.6,в).

3.1. Порог структур АРЗ с учетом каскада

В целом интегральные структуры в режиме АРЗ с уче-
том каскада достаточно сложные, что связано не только 

со сложным движением частиц, определяемым во многом 
радиационными потерями и стохастичностью излучения, 
но и с неоднородной во времени и пространстве динами-
кой каскада. Выше были качественно рассмотрены раз-
личные интегральным структуры в режиме АРЗ (a > 
1550). Однако возникновение структур в режиме АРЗ с 
учетом каскада можно исследовать более детально. Для 
этого необходимо проанализировать зависимость темпа 
развития каскада и динамики частиц от амплитуды поля.

Как отмечалось выше, в случае линейно поляризован-
ной волны темп развития каскада непостоянен во време-
ни, в отличие от случая циркулярной поляризации [22]. 
Однако в среднем за полупериод поля рост плотности 
плазмы экспоненциальный и его можно характеризовать 
средним темпом развития каскада Gcs. После того как ин-
тегральная структура устанавливается, для нахождения 
Gcs при численном моделировании используются значе-
ния максимальной плотности плазмы ne

max или суммарное 
число частиц NS с шагом в полупериод поля. Норми
рованный на обратный период поля темп развития каска-
да определяется как

2 [ ( /2) / ( )]ln
j

n t jT n tmax max

cs
e eG =

+

	
2 [ ( /2) / ( )]ln

j
N t jT N t

=
+S S ,

где j – целое число. Зависимость его от амплитуды поля 
представлена на рис.8,а. С одной стороны, в плоской вол-
не частицы не уходят из области взаимодействия, поэто-
му порог возникновения каскада отсутствует. В связи с 
этим можно предположить, что каскад должен модифи-
цировать распределение плазмы при любых амплитудах. 
Однако с другой стороны, при малых амплитудах (a << 
1000) влияние каскада на плазменные структуры незна
чительно, т. к. промежуток времени между рождением 
электрон-позитронных пар 1/Gcs много больше характер-
ного времени выхода на установившийся режим движе-
ния (релятивистский хаос или НРЗ). В режиме реляти-
вистского хаоса время выхода примерно равно отноше-
нию величины пространственной неоднородности поля к 
скорости частицы вдоль градиента поля, т. е. составляет 
~0.3T, а темп развития каскада пренебрежимо мал. От
метим, что при амплитудах a < 800 для определения не-
большого темпа развития каскада моделирование прово-

Рис.7.  Моментальные распределения электронных плотностей с учетом (сплошные кривые) и без учета (штриховые кривые) каскада при 
амплитуде поля плоской стоячей линейно поляризованной волны a = 1600.
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дилось для большего промежутка времени – 300T, по-
скольку время выхода на установившийся режим разви-
тия каскада при малых амплитудах поля существенно 
больше времени выхода на установившийся режим дви-
жения.

При a » 1000 темп развития каскада возрастает и 
электронные структуры с учетом и без учета каскада на-
чинают различаться: в первом случае увеличивается доля 
частиц между узлом и пучностью поля (см. рис.2,а и 6,а). 
Частицам, попавшим в промежуточную область, также 
требуется время, примерно равное 0.3T, чтобы выйти на 
установившийся режим движения. С ростом амплитуды 
поля возрастает роль радиационных потерь, и время вы-
хода на режим НРЗ также возрастает, т. к. при движении 
частицы к узлу поля «отдача» от излучаемых фотонов на-
правлена в противоположную сторону. В то же время 
увеличивается и темп развития каскада. В итоге возника-
ет баланс между темпом рождения новых частиц и тем-
пом их выхода на установившийся режим движения, что 
и определяет амплитудный порог возникновения струк-
тур, характерных для режима АРЗ. Из сравнения рис.2,а и 
6,а видно, что этот баланс наблюдается, когда частицы 
движутся в режиме НРЗ. Траектории частиц, а также ди-
намика функции распределения без учета каскада в режи-
ме НРЗ представлены на рис.3,б,  в и рис.7. Частицы в 
этом режиме сосредоточены в основном внутри областей 
0.15 + 0.5j < x/l < 0.35 + 0.5j. Как было показано ранее, в 
установившемся режиме плотность частиц из-за стоха-
стичности излучения вне этих областей не нулевая и фик-
сируется на некотором уровне вследствие переходов че-
рез пучности поля. Для определения темпа возращения 
частиц в узел поля мы выяснили, как быстро на отрезке 
0 < x/l < 0.15 уменьшается число частиц, которые изна-
чально равномерно распределены на нем с нулевым им-
пульсом в момент времени, когда магнитное поле равно 
нулю. Рассматриваемый отрезок отвечает области наи-
большего различия распределений плотности электронов 
с учетом и без учета каскада в момент, когда магнитное 
поле стремится к нулю (t/T = 14.5 на рис.7).

В результате взаимодействия с полем частицы совер-
шают колебания вдоль вектора Пойнтинга, причем с 

каждым колебанием все большее число частиц попадает в 
режим НРЗ (рис.8,б). В итоге изначальное возмущенное 
распределение релаксирует к установившемуся распреде-
лению с соответствующим равновесным соотношением 
числа частиц внутри и вне отрезка 0 < x/l < 0.15. При 
численном моделировании приближенно можно считать, 
что темп выхода частиц на установившийся режим дви-
жения (темп их ухода к узлу поля) определяется как Gesc = 
T/tesc, где tesc – время, за которое средняя за полупериод 
разность между изначальным и установившимся числом 
частиц внутри рассматриваемого отрезка уменьшается в 
e раз. Определенная из численного моделирования зави-
симость Gesc от амплитуды поля представлена на рис.8,а. 
Темп установления распределения и темп развития каска-
да сравниваются при a » 1500, что очень близко к поро-
говой амплитуде a » 1550, найденной по интегральным 
структурам (рис.6,а). Таким образом, численное модели-
рование подтверждает, что порог АРЗ с учетом каскада 
определяется балансом ухода частиц к узлу поля и тем-
пом развития каскада.

4. Заключение

Таким образом, при численном моделировании уда-
лось выявить и проанализировать структуры электрон-
позитронной плазмы в поле стоячей линейно поляри
зованной волны в линейном режиме. В связи с неодно
родной пространственно-временной динамикой функции 
распределения предложено использовать пространствен-
ные распределения, усредненные за полупериод поля (ин-
тегральные структуры), для определения различных ре-
жимов движения частиц. В установившемся режиме эти 
структуры стационарные, и по набору их экстремумов 
были выделены различные режимы и найдены амплитуд-
ные пороги возникновения этих режимов. В отличие от 
циркулярно поляризованного поля, при линейной поля-
ризации структуры являются более разнообразными, и в 
зависимости от амплитуды поля наблюдаются максиму-
мы интегральной структуры не только в узле, в пучности 
или в узле и в пучности поля одновременно, но и в проме-
жуточной области между узлом и пучностью поля. Эти 

Рис.8.  Темп развития КЭД каскада в зависимости от амплитуды поля плоской стоячей линейно поляризованной волны (а) и прост
ранственно-временная динамика движения электронов в поле этой волны с амплитудой a = 1600 без учета каскада (б). На вставке в линей-
ном масштабе по оси ординат представлены темп развития каскада (сплошная линия) и темп ухода частиц из области 0 < x/l < 0.15 (штри
ховая линия). Вертикальная пунктирная линия определяет порог возникновения режима АРЗ с учетом каскада.
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отличия продиктованы более разнообразной динамикой 
частиц с учетом радиационных потерь и более сложной 
пространственно-временной динамикой каскада.

В области амплитуд a < 1550 максимум наблюдается 
в узле поля, а минимум – в пучности. Однако за счет раз-
вития каскада при a > 1000 возрастает доля частиц в про-
межуточной области, что приводит в итоге к смене инте-
гральной структуры при a » 1550. Появляется дополни-
тельный максимум в промежуточной области, наблюдае-
мый при 1550 < a < 2590, который связан с балансом ухо-
да частиц к узлу поля в режиме НРЗ и их рождения за счет 
распада гамма-фотонов. При бóльших амплитудах (2590 < 
a < 4100) этот максимум определяется режимом АРЗ. 
Максимум интегральной структуры в пучности поля при 
a > 2500 обусловлен переходами частиц через пучность, 
что происходит вследствие стохастичности излучения. 
Непосредственно в пучности поля развитие каскада по-
давлено при рассматриваемых амплитудах. Заметим, что 
в случае циркулярной поляризации максимум в пучности 
поля вызван именно максимальным темпом развития ка-
скада в этой области и появляется при a > 1100 [27]. По 
интенсивности этот порог примерно соответствует по
рогу появления максимума в промежуточной области в 
поле линейно поляризованной волны.

При a > 4100 из-за приближения с ростом амплитуды 
положения центра масс частиц в режиме АРЗ к пучности 
поля и увеличения доли переходящих через нее частиц 
максимум интегральной структуры в промежуточной об-
ласти исчезает, остаются только максимумы интеграль-
ных структур в узле и в пучности поля. Положения мини-
мумов структур не фиксируются на расстоянии около 
0.04l от узла поля, как в случае без учета каскада, а с ро-
стом амплитуды приближаются к узлу поля, где достига-
ются максимумы интегральных структур во всей рассмат
риваемой области амплитуд: a £ 10000. Для анализа 
структур при еще бóльших амплитудах с помощью чис-
ленного моделирования требуются высокие пространст
венные разрешения вблизи узла поля, поскольку харак-
терный масштаб распределения частиц, соответствующих 
режиму НРЗ, существенно уменьшается с увеличением 
амплитуды. Проведенное численное моделирование при 
амплитудах вплоть до a = 15000 с улучшенным простран-
ственным разрешением для расчета интегральных струк-
тур позволяет предположить, что при a > 10000 положе-
ния максимумов структур в узле поля сохраняются, а по-
ложения их локальных минимумов асимптотически стре-
мятся к узлу поля.

В заключение отметим также, что темп установления 
рассмотренных структур сильно зависит от начального 
затравочного распределения плотности плазмы. Это осо-
бенно актуально для амплитуд 1000 < a < 2000, когда 
темп развития каскада небольшой, и для коротких лазер-
ных импульсов. Более того, использование сфокусиро-
ванных лазерных пучков [23] может изменить пороги воз-
никновения режимов, выявленных для плоских волн, по-
скольку появится возможность поперечного ухода частиц 
из фокальной области и, как следствие, возникнет порог 
самоподдерживающегося КЭД каскада. Данные факторы 
могут сильно повлиять на структуру КЭД каскада в сфо-
кусированных линейно поляризованных лазерных пуч-
ках, что требует дополнительных исследований.
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