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1. Введение

Важнейшей	проблемой	современной	поляриметрии	яв-
ляется	решение	обратной	задачи.	Последняя	определяет-
ся	как	задача,	в	которой	характеристики	излучения	до	и	
после	взаимодействия	со	средой	частично	или	полностью	
известны	 (или	 могут	 быть	 измерены)	 и	 необходимо	 из-
влечь	максимум	информации	об	исследуемой	среде.

В	настоящей	работе	мы	обращаемся	к	классу	обрат-
ных	задач,	в	которых	при	взаимодействии	поляризован-
ного	электромагнитного	излучения	с	исследуемой	средой	
не	возникает	деполяризации.	В	этом	классе	обратных	за-
дач	максимально	возможный	объем	информации,	необ-
ходимой	 для	 определения	 характеристик	 среды,	 содер-
жится	 в	матрице	Джонса	размером	2	́  2	или	 в	матрице	
Мюллера	 размером	 4	́  4	 [1,	2],	 между	 которыми	 суще-
ствует	 взаимно	однозначное	 соответствие	 [2].	При	 этом	
состояния	поляризации	излучения	описываются	вектором	
Джонса	2	́  1	или	вектором	Стокса	4	́  1.

В	работах	[3	–	5]	данная	проблема	исследовалась	с	ис-
пользованием	модели	произвольной	однородной	анизо-
тропной	 среды	на	 основе	 обобщенной	 теоремы	 эквива-
лентности,	согласно	которой	[3]	любая	комбинация	поля-
ризационных	элементов	с	линейной	и	круговой	фазовой	
и	 амплитудной	 анизотропией	 эквивалентна	 оптической	
системе,	содержащей	по	одному	элементу	каждого	сорта:

T = T LP(d,	a)T CP(j)T LA(P,	q)T CA(R),	 (1)

где	Т	 –	результирующая	матрица	рассматриваемой	сре-
ды.	Матрицы	T LP,	T CP,	T LA,	T CA	 описывают	четыре,	 в	

соответствии	с	терминологией	Джонса	[6],	элементарных	
вида	анизотропии:	линейную	(LP)	и	круговую	(CP)	фазо-
вую	анизотропию	 (т.	е.	 случай,	 когда	 электромагнитное	
излучение	с	двумя	собственными	ортогональными	линей-
ными	(циркулярными)	поляризациями	распространяется	
в	среде	с	разными	фазовыми	скоростями),	а	также	линей-
ную	 (LA)	 и	 круговую	 (CA)	 амплитудную	 анизотропию	
(когда	излучение	с	двумя	собственными	ортогональными	
линейными	(циркулярными)	поляризациями	по-разному	
поглощается).	Выражения	для	этих	матриц	имеют	следу-
ющий	вид:
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где	d	и	a –	величина	и	азимут	ориентации	линейной	фазо-
вой	анизотропии;	j	–	величина	круговой	фазовой	анизо-
тропии;	P	и	q	–	величина	и	азимут	ориентации	линейной	
амплитудной	 анизотропии;	R	 –	 величина	 круговой	 ам-
плитудной	анизотропии.

Как	 известно,	 матрицы	 элементарных	 видов	 анизо-
тропии	 (2)	 не	 коммутируют	 [2].	Это	порождает	один	из	
важнейших	контекстов	неоднозначности	решения	обрат-
ной	задачи	поляриметрии	для	однородных	анизотропных	
недеполяризующих	сред.

В	работе	[5]	было	показано,	что	рассматриваемая	об-
ратная	задача	в	общем	случае	имеет	два	решения,	связан-
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ные	с	существованием	двух	различных	поляризационных	
базисов	 (порядков	перемножения	матриц	 элементарных	
видов	анизотропии	(2)):

T CPT LPT CAT LA,	 (3а)

T CPT LPT LAT CA.	 (3б)

Опираясь	на	этот	результат,	авторы	[5]	исследовали,	как	
свойства	 (азимуты	и	эллиптичности)	 собственных	поля-
ризаций	среды	зависят	от	параметров	амплитудной	ани-
зотропии	для	случая	эрмитова	дихроизма.

Еще	одной	важнейшей	проблемой	поляриметрии	в	рас-
сматриваемом	 контексте	 неоднозначности	 решения	 об-
ратной	задачи	является	исследование	условий,	при	кото-
рых	 собственные	 поляризации	 однородной	 анизотроп-
ной	среды	ортогональны.	С	одной	стороны,	как	видно	из	
(2),	все	 (!)	четыре	элементарных	вида	анизотропии	сами	
по	 себе	 характеризуются	 ортогональными	 собственны-
ми	 поляризациями.	 Ситуация	 же	 с	 различными	 комби-
нациями	элементарных	видов	анизотропии	значительно	
сложнее	 и	 разнообразнее.	 Ранее	 самим	 Джонсом	 было	
показано	в	виде	так	называемой	первой	теоремы	эквива-
лентности	 [6],	 что	 произвольная	 комбинация	 поляриза-
ционных	 элементов	 с	 линейной	 (T LP)	 и	 круговой	 (T CP)	
фазовой	 анизотропией	 всегда	 характеризуется	 ортого-
нальными,	в	общем	случае	эллиптическими	собственны-
ми	поляризациями.	Поскольку	матрицы	Джонса	и	Мюл-
лера	 круговой	 и	 линейной	 фазовой	 анизотропии	 явля-
ются	 унитарными,	 то	 подобная	 теорема	 существует	 и	 в	
линейной	 алгебре	 [7],	 в	 том	 смысле,	 что	 произведение	
унитарных	матриц	всегда	есть	матрица	унитарная.	При-
мечательно	 в	 данном	 случае	 то,	 что	 подобной	 теоремы	
для	произведения	эрмитовых	матриц,	каковыми	являют-
ся	матрицы	линейного	и	кругового	дихроизма	T LA	и	T CA 
в	 (2),	 не	 существует.	Это	 означает,	 что	 в	 поляри	метрии	
нет	вариантов	произведения	матриц	T LA	и	T CA,	которые	
характеризовались	 бы	 ортогональными	 собственными	
поляризациями.

В	классе	 сред,	 характеризующихся	двумя	 элементар-
ными	видами	анизотропии,	в	контексте	ортогональности	
собственных	 поляризаций	 исследуемой	 среды	 остается	
еще	упомянуть	лишь	два	случая.	В	первом	случае	среда	
характеризуется	одновременно	круговой	фазовой	и	кру-
говой	амплитудной	анизотропией,	что	в	рамках	мульти-
пликативного	моделирования	соответстует	варианту	вто-
рой	теоремы	эквивалентности	Джонса	[6].	Такая	среда	или	
эквивалентная	ей	комбинация	поляризационных	элемен-
тов	всегда,	очевидно,	характеризуется	ортогональными	
круговыми	собственными	поляризациями.	Во	втором	слу-
чае	среда	характеризуется	линейной	фазовой	и	амплитуд-
ной	анизотропией	с	совпадающими	азимутами	ориента-
ции	[1].

В	работе	 [8]	для	поляризационного	базиса	 (3а)	нами	
получены	условия	ортогональности	собственных	поля-
ризаций	 среды	в	общем	 случае,	 т.	е.	 когда	исследуемая	
среда	 характеризуется	 всеми	четырьмя	 элементарными	
видами	анизотропии.	Цель	настоящей	работы	–	получить	
подобные	общие	условия	ортогональности	собственных	
поляризаций	произвольной	анизотропной	среды	для	по-
ляризационного	 базиса	 (3б)	 и	 провести	 сравнительный	
анализ	этих	условий.

2. Условия ортогональности произвольной 
анизотропной среды

Как	показано	в	 [8]	 для	матричной	модели	Джонса	 в	
базисе	(3а),	условия	ортогональности	собственных	поля-
ризаций	для	произвольной	однородной	анизотропной	
среды	имеют	вид

(1	–	P ){(1	+	R2	)	cos[2(a – q – j)]

	 –	(1	–	R2	)	cos[2(a – q)]}	=	0,

2R tan
2
dc m = 

P
P

1
1
+
-c m{(1	–	R2)	sin[2(a – q)]	
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	 –	(1	+	R2	)	sin[2(a – q – j)]}.

Используя	рассуждения	и	действия,	аналогичные	при-
веденным	в	работе	[8],	получаем	следующие	условия	ор-
тогональности	собственных	поляризаций	для	базиса	(3б):

(1	–	P ){(1	+	R2	)	cos[2(a – q)]

	 –	(1	–	R2	)	cos[2(a – q – j)]}	=	0,

2R tan
2
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	 –	(1	–	R2	)	sin[2(a – q – j)]}.

Видно,	что	условия	ортогональности	 (4)	и	 (5)	 струк-
турно	весьма	близки,	их	отличия	заключаются	в	следую-
щем:	разные	аргументы	косинусов	в	первых	уравнениях	
(там,	где	в	одном	базисе	есть	величина	–	j,	в	другом	бази-
се	она	отсутствует)	и	разные	знаки	перед	величиной	R2	во	
вторых	уравнениях.

3. Сравнительный анализ полученных 
решений

Дальнейший	анализ	проведем	для	двух	случаев:	a = q 
и	a ¹ q,	т.	е.	равенства	и	неравенства	азимутов	ориента-
ции	линейной	фазовой	и	амплитудной	анизотропии.

3.1. Случай a = q

В	этом	случае	системы	уравнений	(4)	и	(5)	принимают	
вид

(1	–	P )[–	1	+	R2	+	(1	+	R2)	cos	2j]	=	0,	
(6а)
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Общее	(в	том	смысле,	что	рассматриваемая	среда	ха-
рактеризуется	 всеми	 четырьмя	 элементарными	 видами	
анизотропии	одновременно)	решение	системы	(6а)	отно-
сительно	параметров	фазовой	анизотропии	было	получе-
но	в	работе	[9]	и	имеет	следующий	вид:

d = ±	2	arctan	
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-e o,
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(7)

В	то	же	время,	как	показывает	анализ	системы	(6б),	ана-
логичный	проведенному	нами	для	системы	(6а)	в	работе	
[9],	подобного	общего	решения	для	нее	не	существует.

В	 качестве	 примера,	 иллюстрирующего	 данный	 ре-
зультат,	рассмотрим	решение	обратной	задачи	в	базисах	
(3а)	и	(3б)	для	следующей	матрицы	Джонса:

T = 
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В	базисе	(3а)	имеем	d	=	–	20	°,	a	=	10	°,	j	=	26.6	°,	P	=	0.7,	
q	=	10	°,	R	=	0.5,	а	в	базисе	(3б)	d	=	–	31.3	°,	a	=	–	14.4	°,	j = 
–	24.4	°,	P	=	0.56,	q	=	10	°,	R	=	0.45.	Таким	образом,	в	пер-
вом	случае	a = q	и	существующее	решение	соответствует	
условиям	(7).	Во	втором	случае	решение	тоже	существу-
ет,	но	при	этом	a ¹ q.

Для	обеих	систем,	(6а)	и	(6б),	решений	в	случае,	когда	
рассматриваемая	среда	одновременно	характеризуется	лю-
быми	тремя	элементарными	видами	анизотропии	из	(2),	
также	не	существует.

Теперь	обратимся	собственно	к	условиям	(7).	Видно,	
что	при	совпадении	азимутов	ориентации	фазовой	и	ам-
плитудной	анизотропии	величина	фазовой	линейной	ани-
зотропии	 d	 полностью	 определяется	 только	 значением	
параметра	P,	т.	е.	величиной	амплитудной	линейной	ани-
зотропии,	 а	 величина	круговой	фазовой	анизотропии	j 
полностью	определяется	только	значением	параметра	R,	
т.	е.	величиной	круговой	амплитудной	анизотропии.	Графи-
ческая	интерпретация	условий	(7)	представлена	на	рис.1.

Важным	в	данном	случае	является	то,	что,	как	следует	
из	 рис.1,а,	 величина	 линейной	 фазовой	 анизотропии	 d 
при	изменении	величины	линейной	амплитудной	анизо-
тропии	P	 во	всем	диапазоне	ее	физически	приемлемых	
значений	может	достигать	значений	только	в	интервале	
0	–	90	°,	значения	же	d,	превышающие	90	°,	получить	нель-
зя.	Из	рис.1,б	следует,	что	при	изменении	параметра	R	во	
всем	диапазоне	физически	приемлемых	значений	величи-
на	 j	 может	 изменяться	 только	 в	 интервалах	 0	–	45	°	 и	
135	°	–	180	°.	 Таким	 образом,	 для	 параметров	 d	 и	 j	 для	
ортогональности	 собственных	поляризаций	существуют	
«запрещенные	зоны»	значений	в	интервалах	90	°	–	180	°	и	
45	°	–	135	°	соответственно.	Следует	отметить,	что	ширины	
запрещенных	зон	равны	p	в	обоих	случаях.

Отметим,	что	условия	(6а)	и	(6б)	описывают,	очевид-
но,	все	 среды,	характеризующиеся	двумя	видами	анизо-
тропии,	о	которых	шла	речь	в	разд.1,	в	том	числе	и	такие	
среды,	которые	характеризуются	линейной	фазовой	и	ам-
плитудной	 анизотропией	 с	 совпадающими	 азимутами	
ориентации.

3.2. Случай a ¹ q

В	этом	случае	общие	решения	систем	(4)	и	(5)	приобре-
тают	соответственно	следующий	вид:
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где	D = a – q.
Таким	образом,	в	случае	a ¹ q	в	обоих	базисах,	(3а)	и	

(3б),	существуют	общие	решения	обратной	задачи,	кото-
рые	представлены	системами	уравнений	(9)	и	(10).	Эти	ре-
шения	различаются	знаком	между	R2	и	1,	а	также	знаком	
параметра	d.	 Графическая	 интерпретация	 условий	 (9)	 и	
(10)	представлена	на	рис.2	и	3.	Видно,	что	для	базиса	(3а)	

Рис.1.	 Условия	 ортогональности	 собственных	 поляризаций	 (7):		
зависимости	величины	линейной	фазовой	анизотропии	d	от	вели-
чины	линейной	амплитудной	анизотропии	P	(а)	и	величины	круго-
вой	фазовой	анизотропии	j	 от	величины	круговой	амплитудной	
анизотропии	R	(б).



81Обратная	задача	поляриметрии	для	сред	с	ортогональными	собственными	поляризациями

значения	параметров	j	и	d	являются	физически	приемле-
мыми	для	любых	значений	пары	параметров	R	и	D,	тогда	
как	для	базиса	(3б)	существуют	запрещенные	зоны	значе-
ний	параметров	j	и	d,	как	и	в	случае	a = q.

Добавим,	что	системы	(4)	и	(5)	в	случае,	когда	рассма-
триваемая	среда	одновременно	характеризуется	любыми	
тремя	элементарными	видами	анизотропии	из	(2),	имеют	
единственные	решения	[4,	5]

j	=	0,	p,

a = q ±
4
p ,	 (11)

d	=	2	arctan	
[ ( )]

P
R P
1
1"

+

-' 1,

j	=	0,	p,

a = q ±
4
p ,	 (12)

d	=	2	arctan	
[ ( )]

P
R P
1
1!

+

-' 1.

Эти	решения	соответствуют	так	называемому	эрмито-
вому	 дихроизму	 и	могут	 рассматриваться	 как	 дихроич-
ные	полярные	формы	в	модели	анизотропной	среды,	ос-
новывающейся	на	теореме	полярного	разложения	[10].

4. Выводы

В	 настоящей	 работе	 рассмотрена	 проблема	 неодно-
значности	обратной	задачи	поляриметрии	для	однород-
ной	анизотропной	среды,	характеризующейся	ортогональ-
ными	собственными	поляризациями,	порождаемая	неком-
мутативностью	 матриц	 Джонса	 и	Мюллера	 элементар-
ных	видов	анизотропии	(2).	Некоммутативность	матриц	
Джонса	и	Мюллера	приводит	к	наличию	двух	решений	
обратной	задачи	поляриметрии,	связанных	с	существова-
нием	 двух	 различных	 поляризационных	 базисов	 (3а)	 и	
(3б)	[5].

Для	поляризационного	базиса	 (3б)	 найдены	условия	
(5),	при	которых	произвольная	анизотропная	среда	харак-
теризуется	ортогональными	собственными	поляризация-
ми.	Для	условий	(5)	и	условий	(4),	которые	были	нами	по-
лучены	в	работе	[8],	был	проведен	сравнительный	анализ.

Для	случая	a = q	показано,	что	общего	решения	для	
условий	(5)	не	существует.	В	то	же	время	для	условий	(4)	
такое	решение	есть	[9].	Это	означает,	что	если	для	среды	с	
ортогональными	 собственными	 поляризациями,	 анизо-
тропные	 свойства	 которой	 описываются	 некоторой	ма-
трицей	Джонса,	в	рамках	поляризационного	базиса	(3а)	
существует	решение	обратной	задачи,	содержащее	все	че-
тыре	элементарных	вида	анизотропии,	то	в	рамках	бази-
са	(3б)	всегда	(!)	найдется	решение	для	данной	матрицы	
Джонса,	содержащее	только	три	элементарных	вида	ани-
зотропии.

Показано	также,	что	в	случае	a = q	не	существует	ре-
шений	обратной	задачи	рассматриваемого	класса,	одно-
временно	содержащих	в	базисах	(3а)	и	(3б)	по	три	элемен-
тарных	вида	анизотропии.

Получены	общие	решения	обратной	задачи	(9)	и	(10)	
для	случая	a ¹ q.	Характерными	особенностями	этих	ре-
шений	является	то,	что	в	них,	если	считать	дихроичные	

Рис.2.	 Условия	ортогональности	 (9):	 зависимости	величины	кру-
говой	фазовой	анизотропии	j	 (а)	и	 величины	линейной	фазовой	
анизотропии	d	 (б)	от	величины	круговой	амплитудной	анизотро-
пии	R	и	D = a – q	при	P	=	0.2.

Рис.3.	 Условия	ортогональности	(10):	зависимости	величины	круговой	фазовой	анизотропии	j	(а)	и	величины	линейной	фазовой	анизо-
тропии	d	(б)	от	величины	круговой	амплитудной	анизотропии	R	и	D = a – q	при	P	=	0.2.



«Квантовая	электроника»,	49,	№	1	(2019)	 С.Н.Савенков,	A.В.Приезжев,	Е.А.Оберемок	и	др.82

параметры	P	и	R	произвольными,	величина	круговой	фа-
зовой	анизотропии	j	 зависит	только	от	R	и	разности	D 
азимутов	ориентации	линейной	фазовой	и	амплитудной	
анизотропии.	Величина	линейной	фазовой	анизотропии	
d	зависит	от	всех	параметров	–	двух,	указанных	выше,	и	
P.	При	этом,	однако,	показано,	что	в	базисе	(3а)	для	лю-
бой	пары	значений	параметров	R	и	D	могут	быть	найде-
ны	 физически	 приемлемые	 значения	 параметров	j	 и	 d,	
тогда	как	в	базисе	(3б)	далеко	не	для	каждой	пары	пара-
метров	R	и	D	такие	значения	j	и	d	существуют.

Полученные	 в	 работе	 результаты,	 с	 одной	 стороны,	
представляют	несомненный	интерес	 для	 адекватной	ин-
терпретации	данных	поляриметрических	измерений,	 а	 с	
другой	стороны,	они	могут	быть	использованы	в	задаче	
синтеза	поляризационных	элементов	с	заданными	харак-
теристиками.
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