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1. 	Введение

В	настоящее	 время	 большое	 внимание	 уделяется	 ис
следованию	линейных	и	нелинейных	оптических	эффек
тов	в	массивах	связанных	световодов.	Эти	исследования	
проводятся	 с	 использованием	 метода	 связанных	 мод	 с	
учетом	связи	данного	световода	как	с	ближайшими,	так	и	
с	более	удаленными	соседями.	Указанные	связи	приводят	
к	появлению	в	системе	световодов	поперечной	дискрет
ной	дифракции.	При	больших	уровнях	возбуждения,	ког
да	в	игру	вступают	нелинейные	эффекты,	свет	может	рас
пространяться	 вдоль	 световодов	 в	 виде	 дискретных	 со-
литонных	импульсов.	В	таких	системах	возникает	ряд	ин
тересных	 явлений,	 в	 частности	 блоховские	 осцилляции	
[1	–	13],	 зенеровское	 тунеллирование	 [12	–	14],	 динамиче
ская	локализация	 [15	–	19]	и	др.	В	 [1,	8	–	11]	изучены	бло
ховские	осцилляции	в	массиве	световодов	при	учете	ли
нейно	изменяющейся	в	зависимости	от	номера	световода	
поправки	к	постоянной	распространения.	В	[12]	иcследо-
ваны	 особенности	 распространения	 света	 в	 планарных	
полубесконечных	массивах	световодов	с	переменной	кон
стантой	связи	между	световодами.	Была	предсказана	воз
можность	 создания	 массивов	 Чебышева	 I	 и	 II	 рода,	
Лагерра,	Лежандра,	Якоби,	Гегенбауэра.

В	последнее	время	большой	интерес	представляет	ис
следование	 свойств	 зигзагообразных	 массивов	 светово
дов	[8	–	11],	где	важную	роль	в	эффектах	дифракции	игра
ет	связь	второго	порядка.	В	[8	–	11]	обобщены	результаты	
работы	[1]	на	случай	зигзагообразных	массивов	светово
дов,	 в	 которых	 изучены	 ангармонические	 блоховские	
осцилляции	с	использованием	системы	уравнений	для	свя
занных	мод.	В	этих	работах	найдено	аналитическое	вы
ражение	для	траектории	пучка,	которая	имеет	осцилли
рующую	 форму.	 Полученные	 решения	 для	 траектории	

пучка	позволяют	определить	периоды	его	осцилляций	и	
положение	точек	поворота	траектории.

Ангармонические	 блоховские	 осцилляции,	 по-види-
мому,	могут	иметь	место	и	в	более	сложных	оптических	
объектах,	например	в	оптических	волноводных	массивах	
с	произвольным	законом	связи	световода	с	ближайшими	
и	дальними	соседями,	в	массивах	массивов	световодов,	в	
системах,	обладающих	PT-симметрией,	и	др.	Из	представ
ленного	краткого	обзора	литературы	видно,	что	исследо
вание	особенностей	распространения	света	в	сложных	си
стемах	световодов	вызывает	интерес	как	с	теоретической,	
так	и	с	прикладной	точки	зрения	и	вследствие	этого	явля
ется	актуальной	задачей.	Сложные	геометрии	массивов	и	
использование	новых	материалов,	таких	как	графен,	ме
таматериалы,	 фотонные	 структуры,	 предоставляют	 уни
кальные	возможности	для	управления	распространением	
света	и	контроля	 за	ним.	Ниже	мы	приводим	основные	
результаты	 теоретического	 исследования	 эффектов	 рас
пространения	света	в	одной	из	таких	систем,	а	именно	в	
направленном	 ответвителе	 (каплере),	 состоящем	 из	 двух	
параллельно	расположенных	массивов	световодов,	с	уче
том	их	связи	с	ближайшими	соседями	и	линейной	зависи
мости	постоянной	распространения	от	номера	световода.	

2. Постановка	задачи.	Основные	уравнения

Исходной	для	нашего	рассмотрения	является	система	
уравнений	для	амплитуд	связанных	мод	двух	параллель
ных	бесконечных	массивов	световодов	(рис.1):
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где	для	простоты	слагаемое	с	постоянной	распростране
ния	b0	убрано	простым	экспоненциальным	преобразова
нием;	z = kx;	k	–	константа	связи	данного	световода	с	бли
жайшими	соседями;	x	–	координата	вдоль	световода;	g – 
константа	связи	между	массивами;	b	–	ангармоническая	
поправка	к	постоянной	распространения	b0	в	каждом	из	
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массивов,	которая	определяет	разность	фаз	между	сосед
ними	 световодами	 массива;	 a	 –	 аналогичная	 поправка,	
учитывающая	ангармонизм	связи	между	массивами;	fn	и	
gn	 –	 нормированные	 амплитуды	 полей	 распространяю
щихся	мод	в	n-м	световоде.	Система	уравнений	(1)	являет
ся	обобщением	соответствующей	системы	из	работы	[10].	
В	нашем	случае	два	одинаковых	массива	световодов	вза
имодействуют	 друг	 с	 другом,	формируя	 таким	образом	
направленный	ответвитель.	Будем	считать,	что	свет	с	ам
плитудой	поля	f0	направляется	только	в	нулевой	световод	
первого	массива.	Поэтому	начальные	условия	для	систе
мы	(1)	можно	записать	в	виде

 fn|z = 0 = f0dn0,			gn|z = 0	=	0,		 (2)

где	dn0	–	символ	Кронекера.	Вводя	далее	новые	функции	
un = fn + gn	и	un = fn – gn,	из	(1)	получаем	для	них	два	неза
висимых	дифференциально-разностных	уравнения:

( )iu n n u u u 0n n n n1 1g a b+ + + + + =- +o ,	
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c	начальными	условиями

un|z = 0 = un|z = 0 = f0dn0.	 (4)

Рассмотрим	 сначала	 решение	 первого	 уравнения	 из	 (3)	
для	функции	un(z).	Полагая

 un(z)	=	Fn(z)exp[i(g + an + bn)z],	 (5)

из	(3)	получаем	для	Fn(z)	уравнение	вида

( ) [ ( ) ]expi
d
d i
z
F F z zn

n 1 a b+ - +-

 ( ) [ ( ) ] 0exp iF z zn 1 a b+ + =+ 	 (6)

с	начальным	условием	Fn(z)|z = 0 = f0dn0.	Воспользуемся	да
лее	фурье-преобразованием	для	функции	Fn(z):
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Подставляя	 (7)	 в	 (6),	 для	 фурье-образа	F(q,	z)	 получаем	
дифференциальное	уравнение	первого	порядка
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решение	которого	с	учетом	начальных	условий	имеет	вид
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Подставляя	(9)	в	(7)	и	используя	известное	соотношение	
[20,	21]

( ) ( ) ( )exp cos expi i iz J z kk
k

k

j j=
3

3

=-

+

/ ,	 (10)

где	Jk (z)	–	функция	Бесселя	k-го	порядка,	находим	следу
ющее	решение	для	функции	Fn(z):
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Тогда	функция	un(z)	в	соответствии	с	(5)	принимает	вид
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Аналогичным	 образом,	 используя	 второе	 уравнение	 из	
(3),	можно	получить	решение	и	для	un(z):
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Тогда	окончательно	решения	исходных	уравнений	(1)	для	
функций	fn(z)	и	gn(z)	будут	иметь	вид
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Что	касается	интенсивностей	распространяющихся	волн	
| fn(z)|2	и	|gn(z)|2,	то	для	них	получаем	выражения
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Используя	(16)	и	соотношение
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Рис.1.	 Схема	 расположения	 световодов	 двух	 связанных	 парал
лельных	бесконечных	массивов.
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из	[22,	23],	легко	показать,	что
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Это	 соотношение	представляет	 собой	 закон	 сохранения	
энергии	в	системе:	в	любой	точке,	независимо	от	коорди
наты	z,	сумма	энергий	по	всем	световодам	обоих	масси
вов	 сохраняется	и	равна	энергии,	поступающей	в	торец	
(z	=	0)	нулевого	световода.

Полагая	в	(14),	(15)	g	=	0	и	a	=	0	(связь	первого	масси
ва	со	вторым	отсутствует),	приходим	к	решению	для	от
дельного	массива,	полученному	ранее	в	[1]:
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В	другом	частном	случае,	когда	только	a	=	0	 (ангармо
низм	связи	между	массивами	отсутствует,	однако	ангар
монизм	 для	 каждого	 массива	 сохраняется),	 выражения	
для	интенсивностей	излучения	в	световодах	имеют	вид
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Если	b	=	0	(ангармонизм	связи	между	световодами	в	мас
сиве	 отсутствует),	 для	 интенсивностей	 излучения	 полу
чим	выражения
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Наконец,	если	a = b	(ангармонизм	связи	между	массива
ми	и	для	каждого	массива	одинаков),	имеем	выражения
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3. 	Обсуждение	результатов

Рассмотрим	сначала	простейший	случай,	когда	связь	
со	световодами	соседнего	массива	отсутствует	(	g = a	=	0).	
При	этом	накачка	осуществляется	только	в	торец	нулево
го	световода	первого	массива.	В	данном	случае	излучение	
в	 световоды	 второго	 массива	 не	 поступает	 и,	 следова
тельно,	|gn(z)|2	=	0.	Свет	распространяется	только	в	свето
водах	первого	массива.	Интенсивность	 света,	 распрост-
раняющегося	в	n-м	световоде,	как	следует	из	(18),	зависит	
от	 координаты	 z	 и	 от	 номера	 световода	 n.	 Простран-
ственное	 распределение	 интенсивности	 поля	n-го	 свето
вода	 периодически	 изменяется	 с	 ростом	 координаты	 z 
вдоль	оси	световода	(рис.2).

На	рис.3	представлен	первый	период	пространствен
ного	 распределения	 интенсивности	 света	 в	 световодах	
массива.	В	нулевом	(накачиваемом)	световоде	интенсив
ность	 света	 равна	 f0

2	 в	 точках	 zk = kp/b	 (k	 =	 0,	2,	4,	…	)	
(рис.2),	 т.	е.	 пространственное	 распределение	 интенсив
ности	света	в	данном	световоде	периодически	повторяет
ся	 с	 пространственным	 периодом	T	 =	 2p/b.	 В	 пределах	

одного	периода	интенсивность	в	этом	световоде	осцилли
рует,	так	что	огибающая	осцилляций	сначала	медленно	
убывает	от	точки	z0	=	0	до	точки	с	координатой	z1 = p/b,	
после	чего	монотонно	растет	до	конца	периода,	z2 = T = 
2p/b	 (рис.3).	 Это	 обусловлено	 тем,	 что	 благодаря	 связи	
между	 соседними	 световодами	 имеет	 место	 перекачка	
света	от	накачиваемого	световода	к	его	ближайшим	сосе
дям,	от	них	к	следующим	световодам	и	т.	д.

Такое	 распространение	 света	 можно	 рассматривать	
как	 диффузию	 в	 направлении,	 перпендикулярном	 оси	
све	товода.	Периодичность	распределения	интенсивности	
обусловлена	 периодичностью	 функции	 sin(bz/2)	 в	 аргу
менте	функции	Бесселя.	В	начале	периода	синус	растет	с	
ростом	z	от	нуля	до	единицы,	затем	убывает	от	единицы	
до	нуля,	при	этом	функция	Бесселя	на	первом	полуперио
де	 является	 осциллирующей,	 с	 монотонно	 убывающей	
амплитудой	осцилляций,	а	на	втором	полупериоде	функ
ция	Бесселя	повторяет	эволюцию	первого	полупериода,	
но	в	обратном	порядке.	При	больших	n	функция	Бесселя	
долго	остается	равной	нулю	и	лишь	при	больших	значе
ниях	аргумента	(при	больших	z)	она	быстро	растет,	воз
можно,	совершает	несколько	осцилляций,	после	чего	сно
ва	изменяется	в	обратном	порядке.	Из	рис.3	видно,	что	
амплитуды	осцилляций	интенсивности	 света	 в	 середине	
периода	меньше,	чем	в	начале	и	в	конце	периода.	Если	ве
личина	4/b	меньше	амплитуды	первого	максимума	функ
ции	Бесселя	n-го	порядка,	 то	 заметное	возмущение	n-го	
световода	практически	не	возникает,	и	именно	этим	об

Рис.2.	 Пространственное	распределение	интенсивности	света	в	пер
вом	массиве	в	зависимости	от	координаты	z	при	g = a	=	0,	b = 0.01.

Рис.3.	 Пространственные	распределения	интенсивности	поля	для	
ряда	световодов	с	разными	номерами	n	в	массиве	в	области	перво
го	периода.	Для	наглядности	нулевые	значения	функций	|	fn|2	сме
щены.
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стоятельством	 определяется	 максимальный	 поперечный	
размер	области	возмущенных	световодов	массива.	

Пространственное	распределение	интенсивности	в	ос-
тальных	(ненакачиваемых)	световодах	также	представля
ет	 собой	 последовательность	 максимумов,	 разделенных	
нулями	 поля.	Координаты	 znk	 нулевых	 значений	 интен
сивности	определяются	выражением

arcsinz j k2
4nk nk p

b
b

= +c m; E,

где	jnk – k-й	нуль	функции	Бесселя	n-го	порядка.	
Из	выражений	(18)	и	рис.4	видно,	что	при	b ®	0	харак

терный	период	изменений	пространственного	распреде
ления	поля	стремится	к	бесконечности.	Это	означает,	что	
при	b ®	0	возмущенная	область	массива	находится	между	
прямыми,	 расположенными	 симметрично	 относительно	
накачиваемого	 световода,	 т.	к.	 |	f–n(z)|2 = | fn(z)|2	 (рис.4).	
При	b ¹	0	наибольшее	расстояние	между	нулевым	свето
водом	и	световодом,	до	которого	доходит	свет,	определя
ется	выражением	z = z1 = p/b.	Таким	образом,	с	ростом	b 
максимальный	 поперечный	 размер	 области	 возмущен
ных	световодов	монотонно	убывает	(рис.4).

Рассмотрим	 теперь	 пространственное	 распределение	
интенсивности	света	в	световодах	в	случае,	когда	присут
ствует	только	линейная	связь		(g ¹	0,	a	=	0)	между	масси
вами.	 Из	 выражений	 (19)	 видно,	 что	 функции	 |	fn(z)|2	 и	
| gn(z)|2	характеризуются	двумя	пространственными	пери
одами	(рис.5).	Один	из	периодов	функций	|	fn(z)|2	и	|	gn(z)|2 

обусловлен,	как	и	в	предыдущем	случае,	изменением	ар
гумента	функции	Бесселя	sin(	bz/2),	а	другой	–	множите
лем	cos2(gz)	для	функции	|	fn(z)|2	либо	sin2(gz)	для	функции	
| gn(z)|2.	Эти	множители	определяют	 скорость	 перекачки	
света	с	периодом	T1 = p/g,	что	свойственно	каплеру	(от
ветвителю),	 состоящему	 из	 двух	 параллельно	 располо
женных	световодов	с	константой	связи	g.	Поэтому	про
странственное	распределение	интенсивности	света	в	пер
вом	массиве	световодов	представляет	собой	распределе
ние,	 полученное	 для	 f 2(z)	 = Jn

2((	4/b)sin(	bz/2))	 при	 g = 0 
(рис.2),	 но	 модулированное	 дополнительно	 функцией	
cos2(gz)	 (рис.5,а).	Следовательно,	пространственное	рас
пределение	интенсивности	света	во	втором	массиве	пред
ставляет	собой	функцию	|	gn(z)|2	при	g	=	0,	модулирован
ную	функцией	sin2(gz)	при	b = g	(рис.5,б).

Положения	нулей	и	экстремумов	множителей	cos2(gz)	
и	sin2(gz),	определяющих	скорость	перекачки	света	между	
массивами,	 не	 зависит	 от	 номера	 световода	 n.	 Прост-
ранственное	распределение	интенсивности	света	в	масси
вах	 зависит	 от	 положений	 максимумов	 интенсивности,	
определяющихся	значением	функции	Бесселя,	z = z1 = p/b,	
которые	совпадают	с	положениями	минимумов	z = z2 = 
p/2g	функции	sin2(gz),	z1 = z2	при	b	=	2g	(рис.5).	Темные	по
перечные	 полосы	 соответствуют	 нулевым	 значениям	
поля	в	световодах.	Центры	этих	темных	полос	располага
ются	в	точках	zk	=	(k	+	1/2)p/g	в	первом	массиве	и	в	точках	
zk = kp/g	для	второго	массива.

Пространственное	 распределение	 интенсивности	 су
щественно	 зависит	 от	 соотношения	между	 константами	
взаимодействия	b	и	g.	Анализ	выражения	(19)	показыва
ет,	что	распределение	максимумов	интенсивности	света	в	
массивах	существенно	изменяется	по	сравнению	с	приве
денным	на	рис.2	в	зависимости	от	соотношения	b и	2g.	В	
случае	b <	2g	максимумы	интенсивности	света	в	первом	
массиве	 по-прежнему	 расположены	 в	 узлах	 распределе
ния	(рис.6,а),	тогда	как	максимумы	интенсивности	света	
во	втором	массиве	сосредоточены	в	крайних	возбужден
ных	световодах	(рис.6,б),	что	свидетельствует	о	практиче
ски	полной	перекачке	света	между	массивами.	При	b >	2g 
положения	максимумов	распределения	интенсивностей	в	
обоих	 массивах	 изменяются.	 Максимум	 интенсивности	
света	 находится	 в	 нулевом	 световоде	 первого	 массива	
(рис.7,а).	На	расстоянии	в	полпериода	максимум	интен
сивности	перемещается	в	нулевой	световод	второго	мас
сива	(рис.7,б).	При	этом	возбуждаемая	область	массивов	
сужается	в	поперечном	направлении	по	сравнению	с	по
казанной	на	рис.6	из-за	диффузии	света.	При	b >>	2g	про

Рис.4.	 Пространственное	распределение	интенсивности	света	в	пер
вом	массиве	в	зависимости	от	координаты	z	при	g = a =	0,	b	=	0.2.

Рис.5.	 Пространственные	распределения	интенсивности	света	в	первом	(а)	и	втором	(б)	массивах	в	зависимости	от	координаты	z	при	
a	=	0,	g = b = 0.3.
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исходит	 резкое	 сужение	 возбуждаемой	 области	 в	 попе
речном	 направлении,	 практически	 до	 одного	 световода	
(рис.8).	Если	b	 =	 0,	 то	 пространственное	 распределение	
интенсивности	 |	fn(z)|2	 представляет	 собой	 совокупность	
максимумов	и	минимумов	 (нулей)	 с	 периодом	T1 = p/g,	
расположенных	между	 двумя	 прямыми,	 на	 которых	 ле
жат	первые	максимумы	функции	Бесселя	Jn

2(2z)	(рис.9).	
Если	ангармонизм	связи	между	световодами	в	масси

ве	отсутствует	(	b	=	0)	и	a ¹ g ¹	0,	пространственное	рас
пределение	интенсивности	света	остается	периодическим.	
Период	полной	перекачки	между	массивами	T	=	2p/a.	В	
пределах	этого	периода	имеют	место	пространственные	
осцилляции	распределения	интенсивности.	При	этом	по
ложения	максимумов	и	минимумов	интенсивности	как	в	
первом,	так	и	во	втором	массиве	несимметричны	относи
тельно	 нулевого	 световода	 (рис.10).	 В	 (20)	 множитель	

sin2[(g + an/2)z]	определяет	наличие	невозбужденного	све
товода	с	номером	n	=	–	2g/a	во	втором	массиве	(рис.10,б).

Наконец,	на	рис.11	–	13	представлены	пространствен
ные	распределения	интенсивности	света	в	первом	и	вто
ром	массивах	световодов.	На	этих	рисунках	видна	слож
ная	 суперпозиция	 осцилляций	 с	 несколькими	 периода
ми,	число	которых	зависит	от	значений	параметров	си
стемы.

4. Заключение

С	 использованием	 метода	 связанных	 мод	 изучено	
пространственное	 распределение	интенсивности	излуче
ния,	распространяющегося	в	двух	связанных,	параллель
но	 расположенных	 массивах	 световодов,	 с	 учетом	 их	
связи	 с	 ближайшими	 соседями	и	 линейной	 зависимости	

Рис.6.	 То	же,	что	и	на	рис.5,	но	при	a	=	0,	g	=	0.4,	b	=	0.2.

Рис.7.	 То	же,	что	и	на	рис.5,	но	при	a	=	0,	g	=	0.1,	b	=	0.4.

Рис.8.	 То	же,	что	и	на	рис.5,	но	при	a	=	0,	g	=	0.6,	b = 5.
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Рис.9.	 То	же,	что	и	на	рис.5,	но	при	a = b	=	0,	g = 0.01.

Рис.10.	 То	же,	что	и	на	рис.5,	но	при	a	=	0.2,	g	=	0.1,		b = 0.

Рис.11.	 То	же,	что	и	на	рис.5,	но	при	a = g = b = 0.1.

Рис.12.	 То	же,	что	и	на	рис.5,	но	при	a	=	0.15,	g	=	0.5,	b	=	0.02.
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постоянной	распространения	от	номера	световода.	По	-
ка	зано,	что	распределение	интенсивности	света	является	
периодической	функцией	координаты.	Найдены	периоды	
перекачки	 света	 из	 одного	 световода	 в	 другой	 в	 зави-
симости	от	параметров	системы.	Установлено,	что	в	рас
сматриваемой	 системе	 возникает	 ограниченная	 в	 про
странстве	 поперечная	 дифракция	 света.	 Полученные	
результаты	 могут	 найти	 практическое	 применение	 при	
создании	новых	приборов	квантовой	электроники	для	уп		-
рав		ления	распространением	света.
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