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1. Введение

Оптические частотные гребенки (ОЧГ), представляю-
щие собой последовательности ультракоротких лазерных 
импульсов с регулярно расположенными спектральными 
линиями, находят применение в различных приложениях, 
включая метрологию, спектроскопию, зондирование, дис
танционную диагностику, и оказывают огромное влия-
ние на науку и технологию [1]. ОЧГ, формируемые на 
основе лазеров с синхронизацией мод, применяются, в 
основном, в научных лабораториях. Открытые в 2007 г. 
керровские частотные гребенки, генерируемые в высоко-
добротных оптических микрорезонаторах с модами шеп-
чущей галереи (МШГ) [2], позволяют существенно умень-
шить размеры и энергопотребление оптических устройств 
и создавать новые типы приборов с беспрецедентными 
характеристиками (разрешение, быстродействие, компакт-
ность, энергопотребление). В последние годы достигнут 
значительный прогресс в разработке компактных микро-
резонаторов на микросхемах для генерации ОЧГ в режи-
ме диссипативного солитона. Для существования дисси-
пативных солитонов должен выполняться двойной ба-
ланс – керровской нелинейности и аномальной диспер-
сии, а также диссипации и усиления [3]. В связи с этим при 
разработке микрорезонаторов для генерации диссипа-
тивных солитонов особое внимание уделяется дисперсии, 
вклад в которую вносят как материальная, так и геоме-

трическая составляющие [4]. В качестве материалов для 
микрорезонаторов могут быть использованы, например, 
кристаллические материалы [5] или различные стекла, са-
мым простым из которых является кварцевое [6].

В настоящей работе мы впервые, насколько нам из-
вестно, теоретически исследуем возможность использо-
вания микросфер на основе германосиликатных стекол 
для генерации оптических гребенок (в режиме диссипа-
тивного солитона). Особое внимание уделяется исследо-
ванию нелинейности и дисперсии таких микрорезонато-
ров, поскольку эти параметры оказывают сильное влия-
ние на нелинейную динамику системы. Отметим, что при-
менение микросфер на основе стекол (1 – x)SiO2 – xGeO2 с 
x » 0.2 ранее демонстрировалось экспериментально для 
прецизионного сдвига частоты под действием УФ излу-
чения [7] и для узкополосных фильтров [8]. Существующие 
в настоящее время технологии позволяют создавать вы-
сококачественные стекла (1 – x)SiO2 – xGeO2 с любым со-
держанием диоксида германия x (0 £ x £ 1) [9, 10]. 
Германосиликатные стекла обладают более высоким не-
линейным показателем преломления, чем кварцевое стек-
ло, и смещенным в длинноволновую область нулем дис-
персии. При этом по теплофизическим свойствам герма-
носиликатные стекла близки к кварцевым, что позволяет 
применять к ним хорошо отработанные технологии изго-
товления стеклянных микрорезонаторов, например мето-
дом нагрева торца световода. Отметим также, что ранее 
при изготовлении германосиликатных микрорезонато-
ров использовался метод нанесения пленки из германат-
ного стекла на поверхность кварцевой микросферы [7]. В 
кварцевых стеклах на длинах волн более 2.2 мкм велики 
оптические потери, что ограничивает область их исполь-
зования. Область прозрачности стекол (1 – x)SiO2 – xGeO2 

при больших значениях x выходит за пределы 3 мкм [9], 
что обуславливает их потенциальную применимость как 
в телекоммуникационном диапазоне, так и в диапазоне 
длин волн 2 – 3 мкм. Обнадеживающим фактом является и 
то, что в настоящее время в световодах на основе герма-
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носиликатных стекол продемонстрирована генерация пе-
рестраиваемых солитонов в диапазоне 2 – 3 мкм [11] и су-
перконтинуумов с длинноволновой границей 3 мкм и бо-
лее [12 – 16].

В разд.2 настоящей работы мы численно исследуем 
дисперсионные и нелинейные свойства сферических ми-
крорезонаторов МШГ на основе германосиликатных сте-
кол с различным содержанием диоксида германия (0 £ x 
£ 1) и различных радиусов, а в разд.3 моделируем генера-
цию диссипативных солитонов при накачке на длинах 
волн 1.55 и 2 мкм. 

2. Расчет дисперсионных и нелинейных 
характеристик 

Собственные частоты микрорезонаторов МШГ могут 
быть найдены путем численного решения характеристи-
ческого уравнения, получающегося на основе уравнений 
Максвелла для заданной системы [1]. Характеристическое 
уравнение для сферических микрорезонаторов для волн 
TM-типа имеет вид [1, 17]
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где штрих означает полную производную по аргументу; 
k = k0n – постоянная распространения в среде; k0 = 2pn/c 
– постоянная распространения в вакууме; с – скорость 
света; n – частота излучения; l – длина волны ( l = c/n); 
Jl + 1/2 – функция Бесселя порядка (l + 1/2); H /

( )
l 1 2
1
+  – функ-

ция Ганкеля первого рода порядка (l + 1/2); R – радиус 
микросферы; n – показатель преломления; l – номер моды, 
который для МШГ совпадает с азимутальным индексом. 
Также введен индекс q, указывающий номер корня харак-
теристического уравнения. Мы рассматривали фунда-
ментальные моды с q = 1.

Зависимость показателя преломления n германосили-
катных стекол (1 – x)SiO2 – xGeO2 от длины волны l опре-
делялась согласно следующей модели [18]:
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где x – молярная доля GeO2; i = 1 – 3; SAi, Sli – коэффици-
енты Сельмейера для SiO2, а GAi, Gli – коэффициенты 
Сельмейера для GeO2: SA1 = 0.6961663 мкм, Sl1 = 
0.0684043 мкм, SA2 = 0.4079426 мкм, Sl2 = 0.1162414 мкм, 
SA3 = 0.8974794 мкм, Sl3 = 9.896161 мкм, GA1 = 0.80686642 мкм, 
Gl1 = 0.068972606 мкм, GA2 = 0.71815848  мкм, Gl2 = 
0.15396605 мкм, GA3 = 0.85416831 мкм, Gl3 = 11.841931 мкм 
[18].

Был разработан численный код для нахождения кор-
ней характеристического уравнения и определения соб-
ственных частот nl. Для локализации корней использова-
лись аппроксимационные формулы для собственных ча-
стот волн TM-типа [17],
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и волн TE-типа: 
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Приближенные значения nl использовались в качестве 
инициаторов алгоритма поиска корней уравнения (ис-
пользовался модифицированный метод Пауэлла). Зави
симость показателя преломления от частоты учитыва-
лась итерационно. 

Было установлено, что собственные частоты МШГ 
для TE и TM мод различаются незначительно, поэтому 
далее все расчеты приведены для TM мод. 

Коэффициент квадратичной дисперсии b2 с учетом 
материального и геометрического вкладов рассчитывал-
ся по формуле
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Мы рассчитали дисперсию микросфер с различными 
радиусами R из стекол (1 – x)SiO2 – xGeO2 для 0 £ x £ 1. 
На рис.1 приведены зависимости длины волны нулевой 
дисперсии l0, а на рис. 2 – зависимости коэффициента b2 
от x и R на предполагаемых длинах волн излучения на-
качки lp » 1.55 и 2 мкм. Здесь и далее мы находили номер 
моды, соответствующей наиболее близкой к lp длине вол-
ны, и предполагали, что длина волны лазера накачки мо-
жет быть подстроена нужным образом. Нас интересова-
ли области небольшой аномальной дисперсии, необходи-
мой для потенциальной генерации диссипативных соли-
тонов. Для фундаментальной моды в микрорезонаторах 
МШГ наблюдается смещение нуля дисперсии в длинно-
волновую область относительно нуля материальной дис-
персии, обусловленное волноводным вкладом. Чем мень-
ше размер микросферы, тем больше волноводный вклад в 
дисперсию МШГ и сильнее ее отличие от дисперсии стек-
ла. Из рис.1 и 2 видно, что при использовании накачки на 
lp = 1.55 мкм следует выбирать микросферы из кварцево-
го стекла или германосиликатного стекла с низким содер-
жанием диоксида германия (x £ 0.2), а при использова-
нии накачки на lp = 2 мкм для изготовления микросфер, 
наоборот, следует выбирать германатное стекло (GeO2) 
или германосиликатное стекло с высоким содержанием 

Рис.1.  Длины волн нулевой дисперсии l0 (мкм) в зависимости от 
молярной доли диоксида германия в стекле x и радиуса микросфе-
ры R на основе этого стекла. 
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диоксида германия (x ³ 0.7). В обоих случаях предпочти-
тельно использовать микросферы с R » 150 – 250 мкм. На 
рис.3 показаны рассчитанные дисперсионные зависимо-
сти МШГ микросфер радиусом 200 мкм для различных x. 
Также для сравнения здесь приведены материальные дис-
персионные зависимости кварцевого и германатного сте-
кол (SiO2 и GeO2). Кварцевые микросферы на длине вол-
ны 2 мкм обладают большой аномальной дисперсией, 
что является фактором, ограничивающим их применение. 

Для оценки эффективных объемов МШГ использова-
лась аппроксимационная формула [19]:

Veff » 3.4p3/2[l/(2pn)]3l 11/6.	 (8)

Рассчитанные эффективные объемы МШГ на lp = 1.55 и 
2 мкм показаны на рис.4. Следует отметить слабую зави-
симость Veff от x. 

Нелинейные коэффициенты микросфер g определя-
лись по формуле [5]

2
/(2 )V R
n
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2p
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l
= .	 (9)

При расчете g мы взяли экспериментально измерен-
ные значения нелинейного показателя преломления n2 
стекол (1 – x)SiO2 – xGeO2 для различных x [20] и аппрок-
симировали их линейной функцией: 

Рис.2.  Коэффициент квадратичной дисперсии b2 (пс2/км) в зависи-
мости от молярной доли диоксида германия в стекле x и радиуса 
микросферы R на основе этого стекла на длине волны 1.55 (а) и 
2 мкм (б).

Рис.3.  Спектральные зависимости коэффициента квадратичной 
дисперсии b2 для  микросфер радиусом 200 мкм на основе стекол 
(1 – x)SiO2 – xGeO2 при 0 £ x £ 1 и стекол SiO2 и GeO2.

Рис.4.  Эффективные объемы МШГ Veff (103 мкм3) в зависимости 
от молярной доли диоксида германия в стекле x и радиуса микро-
сферы R на основе этого стекла на lp = 1.55 (а) и 2 мкм (б).

Рис.5.  Нелинейные коэффициенты резонаторов МШГ  g (Вт–1×км–1) 
в зависимости от молярной доли диоксида германия в стекле x и 
радиуса микросферы R на основе этого стекла на lp = 1.55 (а) и 
2 мкм (б).
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n2 = n2(SiO2) + xK(GeO2),	 (10)

где n2(SiO2) = 2.2 ´ 10–20 м2/Вт; K(GeO2) = 2.9 ´ 10–20 м2/Вт.
На рис.5 приведены рассчитанные зависимости нели-

нейных коэффициентов g от x и R на длинах волн накач-
ки lp = 1.55 и 2 мкм. Чем больше x, тем больше g,  что об-
условлено зависимостью n2(x).

3. Моделирование оптических частотных 
гребенок 

Динамика формирования оптических частотных гре-
бенок в микросферах на основе германосиликатных сте-
кол моделировалась в рамках уравнения Луджиато – Ле
февра [21, 22]:
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где E(t, t) – комплексная огибающая поля внутри микроре-
зонатора; t и t – медленное и быстрое время; tR = 2pRn/c – 
время обхода микрорезонатора; t = mtR; m – номер обхо-
да микрорезонатора; d0 – отстройка частоты поля накач-
ки Ein от ближайшего резонанса; q – коэффициент связи; 
a – коэффициент потерь как сумма собственных потерь и 
потерь связи. В расчетах мы использовали значение до-
бротности Q = 107, чтобы продемонстрировать саму воз-
можность генерации оптических частотных гребенок. Ко
эффициент потерь на длине волны накачки связан с пара-
метрами микросферы следующим образом: a = (2p)2R ´ 
(Qlp)–1. Зависимостью потерь от длины волны мы прене-
брегали. Предполагалось, что мощность узкополосных ис-
точников накачки как на lp = 1.55 мкм, так и на  lp = 2 мкм 
может составлять 100 мВт. Характерные отстройки от резо-
нанса d0 составляли ~10–3, радиус микросфер R = 200 мкм. 
Коэффициент связи был равен коэффициенту потерь [23]: 
q = a = 5 ´ 10–4 на lp = 1.55 мкм и q = a = 4 ´ 10–4 на lp = 
2 мкм. При накачке на длине волны 1.55 мкм рассматри-
вались составы стекол с молярной долей диоксида герма-
ния x = 0 – 0.2, а при накачке на 2 мкм – с x = 0.7 – 1 в соот-

Рис.6.  Полученные в результате численного моделирования при накачке на lp = 1.55 мкм спектры оптических частотных гребенок (а) и 
распределения мощностей во временном представлении (б) на выходе микросфер радиусом 200 мкм на основе германосиликатных стекол 
с различными молярными долями диоксида германия x. ДВ – дисперсионные волны, l – номер МШГ.
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ветствии с требованиями на параметры микросфер, сфор-
мулированными в разд.2 при анализе их дисперсионных 
свойств. 

При моделировании уравнения (11) с помощью спе
циально разработанного нами численного кода приме-
нялся метод расщепления Фурье по физическим факто-
рам (SSFM) с использованием быстрого преобразования 
Фурье [24]. 

Известно, что динамика формирования оптических гре
бенок может быть очень сложной – в зависимости от па-

раметров системы могут реализовываться различные сце-
нарии [3, 5, 25 – 27]. Здесь анализируемыми объектами яв-
ляются диссипативные солитоны [3, 5, 23, 28]. Мы ищем 
стационарные решения, поэтому в качестве начальных 
условий для уравнения (11) задаются приближенные ана-
литические выражения, приведенные в работе [5]. В чис-
ленном моделировании использовались дисперсионные 
зависимости, показанные на рис.3. Рассчитанные спектры 
ОЧГ и распределения мощностей во временном представ-
лении при lp = 1.55 мкм для x = 0.2, 0.1, 0 и при lp = 2 мкм 

Рис.7.  Полученные в результате численного моделирования при накачке на lp = 2 мкм спектры оптических частотных гребенок (а) и рас-
пределения мощностей во временном представлении (б) на выходе микросфер радиусом 200 мкм на основе германосиликатных стекол с 
различными молярными долями диоксида германия x. ДВ – дисперсионные волны, l – номер МШГ.
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для x = 1, 0.9, 0.8, 0.7 показаны на рис.6 и 7. На рис.6,а, 
и  7,а приведены длина волны накачка и номер l соот
ветствующей МШГ, на рис.6,б и 7,б – длительность и ча-
стота следования (1/tR) диссипативных солитонов во вре-
менном представлении. Чем меньше абсолютное значе-
ние аномальной дисперсии на длине волны накачки, тем 
шире спектр диссипативного солитона и меньше его дли-
тельность. Так, спектральная ширина ОЧГ, сгенериро-
ванной в микросфере из стекла 0.8SiO2 – 0.2GeO2 с b2 = 
– 3 пс2/км на длине волны 1.55 мкм, составляет ~200 нм 
при длительности солитона ~100 фс, тогда как спект
ральная ширина ОЧГ, сгенерированной в микросфере из 
кварцевого стекла с b2 = –12 пс2/км на той же длине вол-
ны, составляет менее 100 нм при длительности солитона 
~200 фс. При lp = 2 мкм спектральные ширины оптиче-
ских частотных гребенок составляют ~300 и ~150 нм при 
длительностях солитонов ~100 и ~200 фс, сгенерирован-
ных в микросферах из германатного стекла с b2 = –5 пс2/км 
и из стекла 0.3SiO2 – 0.7GeO2 с b2 = –23  пс2/км соответ-
ственно. 

Отметим интересную особенность оптических частот-
ных гребенок, сгенерированных при lp = 1.55 мкм, x = 0.2 
и при lp = 2 мкм, x = 1, – наличие локальных максимумов 
спектральных интенсивностей на коротковолновых кры-
льях (рис.6, 7). Эта особенность имеет простое объясне-
ние. Известно, что если в процессе эволюции импульса в 
среде с керровской нелинейностью и аномальной диспер-
сией при наличии кубической дисперсии уширенное кры-
ло спектра попадает в область нормальной дисперсии, то 
вблизи точки синхронизма с солитоном наблюдается ге-
нерация дисперсионных волн (ДВ). Отметим, что этот эф-
фект вначале был открыт и изучен для оптических воло-
кон [24, 29], а позднее исследован для микрорезонаторов 
[23, 30]. Во временном представлении коротковолновые 
ДВ расположены на заднем фронте диссипативного соли-
тона, что также отмечено на рис.6, 7. 

4. Заключение

Предложена и теоретически исследована возмож-
ность использования сферических микрорезонаторов мод 
шепчущей галереи на основе германосиликатных стекол 
(1 – x)SiO2 – xGeO2 с различным содержанием GeO2 (0 £ x 
£ 1) для генерации оптических частотных гребенок в ре-
жиме диссипативного солитона при накачке на длине 
волны 1.55 или 2 мкм. Проведен расчет и анализ диспер-
сии и нелинейности микросфер различных радиусов, опре-
делены их оптимальные характеристики и ожидаемые 
при этом параметры выходного излучения. Показано, 
что при использовании накачки на длине волны 1.55 мкм 
следует выбирать микросферы из кварцевого или герма-
носиликатного стекла с низким содержанием диоксида 
германия (x £ 0.2), а при использовании накачки на дли-
не волны 2 мкм, наоборот, следует выбирать германоси-
ликатное стекло с высоким содержанием диоксида герма-
ния (x ³ 0.7). В обоих случаях предпочтительно исполь-
зовать микросферы радиусом 150 – 250 мкм. Показано, 
что при мощности лазерной накачки 100 мВт в оптималь-
ных случаях спектральные ширины оптических частот-
ных гребенок, формируемых в микросфере из стекла 
0.8SiO2 – 0.2GeO2 на центральной длине волны 1.55 мкм и 

в микросфере из стекла GeO2 на центральной длине вол-
ны 2 мкм, могут составлять ~200 и ~300 нм соответствен-
но. В этих случаях, помимо диссипативного солитона 
длительностью ~100 фс, также наблюдается генерация 
дисперсионных волн. Использование микросфер на осно-
ве германосиликатных стекол с оптимальными состава-
ми позволяет получить оптические частотные гребенки с 
большей спектральной шириной, чем при использовании 
кварцевых микросфер. 
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