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1. Введение

Возможность создания оптических или оптически уп-
равляемых квантовых компьютеров, в частности ком-
пьютеров на квантовых точках, выполняющих роль ку-
битов, всегда являлась одной из самых впечатляющих 
проблем квантовой электроники [1, 2]. Однако в послед-
нее время стало ясно, что взаимодействие в системе кван-
товых точек сложнее, чем предполагалось ранее [3]. Это 
особенно существенно для системы квантовых точек, по-
груженных в полупроводниковую матрицу. В данном 
случае взаимодействие с окружением может возмущать 
энергетическую структуру уровней точки столь сильно, 
что приближение изолированной точки станет непригод-
ным. С другой стороны, правильный учет этого взаимо-
действия может позволить найти новые пути повышения 
эффективности электронных приборов (в частности, ла-
зеров) на квантовых точках. 

Как известно, квантовыми точками называют нуль-
мерные гетероструктуры, способные локализовать сво-
бодные заряды в своих потенциальных ямах. Идеальны-
ми их считают тогда, когда они способны локализовать 
только один электрон [4]. Для того чтобы такие точки не 
могли связать и дырки, энергетическая структура гетеро-
системы должна быть ковариантной [5], т. е. как дно зоны 
проводимости, так и потолок валентной зоны материала 
точки должны быть ниже, чем в матрице (в материале 
барьера). Благодаря своему «чистому» спектру, а также 
простоте управления им внешними полями одноуровне-
вые идеальные квантовые точки будут иметь множество 
применений в наноэлектронике и спинтронике, особенно 
в связи с проблемой квантовой обработки информации 
[6, 7].

В наших предыдущих работах [8 – 12] рассчитывались 
критические размеры, различные характеристики элек-
тронных состояний и их поведение во внешних полях для 
уединенных квантовых точек. При этом мы, вслед за по-
давляющим большинством других авторов, в качестве 
эффективной массы связанного электрона в материале 
точки использовали табличное значение, характерное 
для данной среды. Однако, как показал более тщатель-
ный анализ стандартной (k, p)-модели Кейна [13 – 15], эф-
фективная масса электрона в квантовой точке малого 
размера перенормируется не так, как в объемном полу-
проводнике. Основное отличие в том, что масса зависит 
от энергии основного состояния локализованного на точ-
ке электрона. Энергия эта, в свою очередь, сама зависит 
от эффективной массы электрона и размера точки. 
Основная цель настоящей работы – предложить алго-
ритм определения энергии уровня и критических разме-
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ров в системе одноуровневых идеальных квантовых то-
чек с учетом «самосогласованности» эффективной массы 
с размерами точек, а также изучить кулоновское взаимо-
действие таких точек и их статистическое распределение 
по вероятностям заполнения при комнатной температу-
ре. Сразу отметим, что очевидный следующий (и, по на-
шему мнению, решающий) шаг в этом направлении – учет 
обменного взаимодействия электронов в одноуровневых 
идеальных квантовых точках. Физически ясно, к чему это 
приведет. Поэтому в настоящей работе фактически ис-
следуется фон, на котором будут взаимодействовать спи-
ны локализованных на таких точках электронов.

Работа имеет следующую структуру. В разд.2 фор-
мулируется и решается трансцендентное уравнение для 
энергии единственного связанного электронного уровня 
в идеальной квантовой точке. Его решение определяется 
размером точки, глубиной потенциальной ямы (скачком 
энергии дна зоны проводимости на гетерогранице), эф-
фективными массами электронов в используемых мате-
риалах и, в меньшей степени, средней концентрацией то-
чек. Для расчета эффективной массы стандартная модель 
Кейна впервые, насколько нам известно, модифицирова-
на применительно к квантовым точкам малых размеров 
(т. е. фактически приведена в соответствие с правилами 
размерного квантования). Показано, что критический 
размер точки, при котором она остается одноуровневой, 
как и само значение энергии уровня, сложным образом 
зависят от средней концентрации точек. Прин ципиально 
важно, что ограничения снизу на размер точек, при кото-
ром в них появляется первый связанный уровень, в систе-
ме точек не существует – в отличие от случая уединенной 
точки. 

В разд.3 рассматриваются вопросы экранировки ку-
лоновского взаимодействия электронов, локализованных 
на одноуровневых идеальных квантовых точках, свобод-
ными носителями заряда в матрице. Мы ограничиваемся 
случаем собственных полупроводников при комнатной 
температуре. Экранировка при этих условиях имеет в це-
лом классический дебаевский характер. Здесь же рассчи-
тан ее эффективный радиус в системе точек. 

В разд.4 исследуется влияние кулоновского отталки-
вания локализованных электронов на вероятность запол-
нения ими точек. Энергия такого отталкивания (при фик-
сированном размере точек) пропорциональна квадрату 
общего числа заполненных точек, а общая энергия связи 
электронов в точках – первой степени этого числа. По-
этому с определенного момента электрон вытесняется из 
потенциальной ямы. Следовательно, кулоновское взаи-
модействие приводит к ограничению сверху на возмож-
ное число заполненных электронами одноуровневых иде-
альных точек. Максимально возможное число заполнен-
ных точек пропорционально объему образца, диэлектри-
ческой проницаемости матрицы, энергии связи электро-
на и обратно пропорционально квадрату дебаевской дли-
ны. Наиболее устойчивым состоянием системы таких то-
чек будет состояние, в котором число заполненных точек 
составит ровно половину от максимально возможного. 
Это соотношение универсально в том смысле, что оно 
не зависит от свойств материалов соответствующей ге-
тероструктуры и концентрации точек. Обусловлено оно 
лишь упомянутыми выше зависимостями от числа за-
полненных точек отрицательной энергии связи и поло-
жительной энергии кулоновского отталкивания. Таким 
образом, становится бессмысленным излишне повы-

шать концентрацию одноуровневых идеальных кванто-
вых точек, ибо они останутся «пустыми». Это, несо-
мненно, имеет прямое отношение к эффективности по-
лупроводниковых лазеров на квантовых точках. В дан-
ном разделе построена также классическая (максвеллов-
ская) функция распределения по числу заполненных 
точек.

2. Трансцендентное уравнение для энергии 
единственного уровня идеальной квантовой 
точки и его решение. Критические размеры 
одноуровневой идеальной точки

В монографиях [16, 17] были рассмотрены электрон-
ные состояния в системе d-потенциалов. Наша ситуация 
отличается только тем, что мы описываем потенциаль-
ные ямы с конечными размерами и глубинами. Тем не ме-
нее и уравнение Шредингера для одноэлектронного со-
стояния, и его решение (по сути функция Грина) во внеш-
ней матрице (в пространстве между потенциальными 
ямами, созданными точками) записываются точно так 
же, как и в упомянутых монографиях:
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Здесь ∆ – трехмерный оператор Лапласа; E < 0 – энергия 
связи электрона в идеальной точке, которая, как обычно, 
отсчитывается от дна зоны проводимости материала 
барь ера; me

*
x – эффективная масса электрона в материале 

барьера; R – радиус точки; i = 1, ... , N – номер конкретной 
квантовой точки; /'m E2 exk = - *  – волновое число свя-
занного электрона в материале барьера; А – нормировоч-
ная постоянная, далее несущественная.

В дальнейшем будем рассматривать одноуровневые 
идеальные квантовые точки как сферы с радиусом R и 
концентрацией n, причем глубина потенциальной ямы 
определяется скачком энергии ∆Ec дна зоны проводимо-
сти на гетерогранице:

( )
,

, .
U

E r R
r R

r
0

c 1

2

D
=

- ,
)  (3)

Следовательно, во внутренней области точки уравнение 
Шредингера для одночастичных состояний примет вид
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где введена зависимость min
* (R) эффективной массы элек-

трона внутри одноуровневой идеальной точки от разме-
ра точки. 

Везде далее будем исходить из условия

R << / n1 3 , (5)

т. е. точки расположены не слишком плотно, так что сред-
нее расстояние между соседними точками много больше 
их размеров. Тогда, следуя [16], в окрестности точки с 
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конкретным номером j радиус-вектор электрона r можно 
«заморозить» во всех слагаемых (2), кроме одного, отно-
сящегося к данной точке. В результате решение (2) преоб-
разуется к виду
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где | | , | |a rr r r rj j ij i jr = - = -  – расстояние между цент-
рами точек. Снова следуя [16], сумму в (6) можно оценить, 
заменив ее интегралом:
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Теперь аналогично работам [8, 10, 12] выпишем решение 
(4) в области внутри точки:
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В приближении (5) оно формально аналогично решению 
внутри уединенной точки.

Для замыкания задачи осталось лишь получить явную 
зависимость эффективной массы электрона от размера 
точки min

* (R). Как известно, процесс перенормировки 
массы в объемном полупроводнике состава АIIIВV (типа 
InAs, AlSb, GaAs и т. д.) описывает (k, p)-теория Кейна 
[13 – 15]. Нам необходимо трансформировать ее в со-
ответствии с правилами размерного квантования, т. е. 
фактически учесть конечные размеры квантовой точки. 
Очень кратко напомним основные идеи модели Кейна, 
относящиеся к нашей ситуации. Перенормировка массы 
электрона в s-состоянии в окрестности минимума зоны 
проводимости (двукратно вырожденном по спину) про-
исходит благодаря перемешиванию этого состояния с 
р-состоянием дырки в окрестности максимума валентной 
зоны (шестикратно вырожденным). Спин-орбитальное 
взаимодействие расщепляет это дырочное состояние на 
четырехкратно вырожденное (тяжелые дырки с проек-
цией 3/2 полного момента и легкие дырки с проекцией 
1/2) и двукратно вырожденное, отстоящее от этого мак-
симума на величину энергии спин-орбитального взаи-
модействия –D и также связанное с легкими дырками 
(полный момент 1/2). В первом порядке теории возму-
щений энергия перемешивания – энергия Кейна еР – 
пропорциональна квад рату матричного элемента им-
пульса между указанными состояниями. Таким обра-
зом, полное уравнение Кейна – это уравнение для 8-ком-
понентного «тетраспинора» с гамильтонианом 8 ́  8. В 
результате для эффективной массы электрона в окрест-
ности минимума зоны проводимости теория Кейна дает 
следующее выражение:
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где m – масса свободного электрона; eg – ширина запре-
щенной зоны; коэффициенты в правой части учитывают 
кратность вырождения примешиваемых состояний. (Фор-
мула (9) – самое простое выражение, учитывающее вклад 
только валентной зоны в перенормировку массы электро-
на на дне зоны проводимости. Вообще говоря, вклад в пе-
ренормировку дают все зоны, что обычно учитывают 

введением небольшого подгоночного параметра в (9).) 
Отметим, что исходные уравнения (1), (4) с перенорми-
рованной массой – это координатная часть уравнения 
Паули для огибающей волновой функции электрона на 
дне зоны проводимости, отщепленного от исходного 8-ком-
понентного уравнения [13, 18].

Как привести это выражение в соответствие с прави-
лами размерного квантования, т. е. фактически учесть 
«не достроенность» зонной структуры в квантовой точке 
малого размера? Согласно [15] определяющий параметр 
в (9) – ширина запрещенной зоны eg. Именно то, каким 
является данный полупроводник – узкозонным или ши-
рокозонным, и задает в первую очередь величину эффек-
тивной массы (и, кстати, фактора Ланде) электрона на 
дне зоны проводимости. Хорошо известно, что именно в 
уз козонных материалах электроны наиболее подвижны. 
Энергия спин-орбитального расщепления определяется в 
основном внутриатомными взаимодействиями, а энергия 
Кейна – параметр, мало различающийся для разных ма-
териалов, значительно превышает ширину запрещенной 
зоны. 

Таким образом, недостроенность зонной структуры в 
квантовой точке малого размера должна прежде всего 
сказываться на величине eg – фактическом расстоянии (по 
энергетической шкале) между вершиной валентной зоны 
и дном зоны проводимости. Но тогда самый простой спо-
соб учесть размер квантовой точки – заменить eg на вели-
чину eg + ∆Ec – E, которая является энергетической щелью 
между вершиной валентной зоны и основным состоянием 
электрона в квантовой точке. (Аналогичные дырочные 
эффекты в окрестности потолка валентной зоны мы не 
рассматриваем, потому что предполагаем ковариант-
ность гетероструктуры, о чем шла речь выше.) В резуль-
тате для эффективной массы получаем (см. также [19]) 
уравнение

+
( )

1
( ) ( )

[ ( ) ]

m R
m

E E E E
E E E

3
3 2

in g g c g c

P g c

e e e
e

D D
D

D
D

=
+ - + - +

+ - +
*

. (10)

Далее с помощью алгоритма [16] строим вспомога-
тельную функцию в окрестности j-й точки rj y( rj), где 
y(  rj) определяется из (6), (8), и ставим условие непрерыв-
ности логарифмической производной на границе точки 
rj = R. Это приводит к трансцендентному уравнению для 
энергии связи электрона

( ) ( ) ( ( ) ( ) / )cotm R E E R m R E E2 2in c in c 'D D+ +* *

( / ) 4 /( 2 )

( / ) /( )

exp

exp

R m E n m E

m E R m E n m E

2

2 2 4 2

ex ex

ex ex ex

2

3

' '

' '

p
p

=
- - + -

- - - + -
* *

* * *
, (11)

которое вместе с уравнением (10) уже позволяет ее рас-
считать. 

Значительно упростит и прояснит физический смысл 
полученного уравнения переход к более естественным 
безразмерным единицам длины и энергии:

e/ / , ( ) /R R l R m E E E E2 ex c c0" "' D D= = -* .

Здесь l0 – дебройлевская длина для электрона с энергией 
DEc, а e  – энергия связи в долях глубины потенциальной 
ямы. Уравнение (11) в новых единицах примет вид
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Ясно, что перенормировка массы фактически эквива-
лентна изменению масштаба локализации электрона вну-
три точки. 

Результаты расчета энергии связи при различных кон-
центрациях квантовых точек приведены на рис.1. При 
этом использовались данные для ковариантной гетеро-
структуры InAs/AlSb из обзора [20], которые приведены в 
подписи к рисунку. Из рис.1 видно, начиная с какой кон-
центрации квантовых точек становится ощутимым ее 
влияние на энергию связи. 

Важнейший вопрос состоит в том, в каком диапазоне 
размеров квантовая точка остается одноуровневой, т. е. 
«вмещает» не более одного связанного электронного со-
стояния. Для точного ответа на него необходимо числен-

но решить уравнение (12) в пределе e 0" , когда оно сво-
дится к уравнению 

( ) ( )
cot

m
m R

l
R

m
m R

R
l

ex

in

ex

in

0

0=
**

**
= G , (13)

причем сама величина n непосредственно в формулу не 
входит. Отсюда сразу следует, что наименьший критиче-
ский размер, т. е. минимальный радиус Rmin, при котором 
в потенциальной яме появляется первый связанный уро-
вень, равен нулю, в отличие от случая уединенных точек. 
Это вполне согласуется с результатами [16]. 

Наибольший критический размер квантовой точки 
определяется условием появления второго связанного 
уровня, после чего точка, естественно, перестает быть 
идеальной одноуровневой. Задача его нахождения для уе-
диненных точек во внешнем магнитном поле решена в ра-
ботах [8, 10], а во внешнем электрическом поле – в работе 
[12], правда в приближении min

* (R) = min
* (∞). Для системы 

точек, аппроксимируя cotx в окрестности второго нуля (x = 
3p/2) линейной функцией*, из (13) можно получить
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Решение этого уравнения совместно с (12) и (10) опреде-
ляет диапазон идеальности сферических квантовых то-
чек. В частности, для рассмотренной гетероструктуры 
InAs/AlSb радиус Rmax » 4.976l0 » 1.64 нм и, опять-таки, 
практически не зависит от концентрации точек. 

Представляют интерес также зависимости энергии 
связанного уровня от концентрации квантовых точек. 
Они показаны на рис.2. Концентрация приведена в без-
размерных единицах nl 03. Заметим, что именно в таком 
виде она входит в уравнение для энергии связи (12). 
Верхний предел используемого диапазона концентраций 
соответствует n = 1018 см–3. Из рис.1, казалось бы, следу-
ет, что с ростом радиуса квантовой точки и, соответ-
ственно, модуля энергии основного состояния растет и 
чувствительность к изменению концентрации, но это не 
совсем так. Электроны в квантовых точках малых разме-
ров более чувствительны к наличию соседних точек (по 
сути, соседних потенциальных ям) из-за значительного 
размера электронного облака. Наиболее наглядно это ил-
люстрирует следующее обстоятельство: уединенные точ-
ки при R < Rmin вообще не способны локализовать элек-
трон, в то время как в системе точек (т. е. при достаточно 
большом n) он локализуется формально при сколь угодно 
малых размерах точек. Другими словами, электрон «вир-
туально присутствует» во множестве квантовых точек. 
(Можно сказать и так: совокупность точек образует одну 
«многоячеистую» потенциальную яму.) На наш взгляд, 
это имеет самое непосредственное отношение к возмож-
ности реализации квантовых вычислений в рассматрива-
емой системе. 

Рис.1. Зависимости энергии связи локализованного на одноуров-
невой идеальной квантовой точке электрона e  от радиуса точки 
для гетероструктуры InAs/AlSb со следующими параметрами [20]: 
∆Ec = 2.2 эВ, eg = 0.42 эВ, D = 0.39 эВ, m in

* (∞) = 0.023m в InAs, mex
* = 

0.14m в AlSb. Концентрация n = 1016 (1), 1017 (2) и 1018 см–3 (3), дли-
на l0 » 0.33 нм.

* Такая аппроксимация возможна практически при любых реали-
стичных соотношениях эффективных масс. В обзоре [20], напри-
мер, для достаточно большого числа рассмотренных там гете-
роструктур контрпримеров мы не нашли.
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3. Механизмы экранировки заряда 
локализованных электронов 

Квантовая точка представляет собой, по сути, потен-
циальную яму, в которой может сконцентрироваться от-
рицательный заряд. Существуют два наиболее простых 
механизма экранировки этого заряда в среде со свобод-
ными носителями. Первый – обычный механизм Дебая, 
т. е. формирование внешнего, достаточно протяженного 
и подвижного экранирующего облака вокруг локализо-
ванного на точке заряда. Второй – внедрение дырок в 
окрестность потенциального барьера на границе точки. 
Ясно, что отталкивающий дырки потенциал барьера* 
снижается под действием поля локализованного электро-
на, что в результате искажает структуру барьера на гете-
рогранице. Если суммарный потенциал в окрестности 
границы точки выше потолка валентной зоны в матрице, 
этот эффект имеет классический характер, если ниже, – 
мы имеем дело с квантовым внедрением дырок в потен-
циальный барьер. Похожий механизм характерен для бо-
лее сильной, чем дебаевская, экранировки Рида и рассмо-
трен в работе [21] для протяженных линейных дислока-
ций. В итоге первый из описанных механизмов экспонен-
циально обрезает потенциал заполненной электроном 
квантовой точки на некотором расстоянии, а второй сни-
жает эффективный заряд локализованного электрона.

Критерием применимости приближения слабой экра-
нировки Дебая является условие превышения кинетиче-
ской энергией заряда потенциальной энергии [15]:

( )
k T
e

B

j0j r
 < 1, (15)

где j0(rj) – потенциал, созданный локализованным на од-
ноуровневой идеальной точке электроном. Именно воз-
можные нарушения этого условия в окрестности границы 
точки создают условия для реализации второго механиз-

ма экранировки. В дальнейшем мы будем считать это 
условие выполненным. Ясно, что последовательное рас-
смотрение механизма сильной экранировки требует са-
мосогласованного учета обратного влияния локализо-
ванных частиц на исходный потенциал гетероструктуры 
и исказит простые решения (6) и (8), на которых мы осно-
вывались. Грубо действие второго механизма экраниров-
ки можно учесть, подразумевая под зарядом электрона e 
некоторый эффективный заряд, меньший обычного.

Уравнение Пуассона, описывающее распределение по-
тенциала в окрестности j-й точки с заполненным элек-
тронным состоянием, имеет вид
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Здесь qe – плотность заряда, созданная локализованным 
электроном; qi – плотность индуцированного заряда в 
«дебаевском облаке» свободных носителей; n0 – концен-
трация свободных носителей заряда в материале барьера; 
e – диэлектрическая проницаемость материала барьера. 
Выражение для плотности индуцированного заряда ли-
неаризовано по потенциалу согласно (15). Другими сло-
вами, в точке среды с потенциалом j превышение Dn кон-
центрацией свободных дырок nh концентрации свобод-
ных электронов ne оценивается как

2exp expn n n n
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Переписывая уравнение (16) в каноническом виде, по-
лучаем
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где

L
e n
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2
D

B
2
0

0e e
=  (19)

– дебаевская длина экранировки. Наличие двойки в зна-
менателе связано с присутствием двух типов носителей 
заряда в собственном полупроводнике, создающих экра-
нирующее дебаевское облако. 

Уравнение (18) можно упростить, если учесть, что

1/k << LD. (20)

В самом деле, при типичных для комнатной температуры 
концентрациях свободных носителей заряда в собствен-
ных полупроводниках n0 » 108 – 1011 см–3 длина экрани-
ровки оценивается как LD » 3 – 300 мкм. Величина 1/k мо-
жет достигать таких значений только при энергиях связи 
локализованного электрона e  » 10–8 – 10–10 эВ. При таких 
ничтожно малых энергиях связанное состояние электро-
на в квантовой точке, разумеется, не будет устойчивым. 
Поэтому в правой части (18) можно сделать замену

j j j( 2 ) / ( )expA2 2
" dkr r r- . (21)

Фактически это переход к приближению точечного заря-
да в уравнении (18), возможность которого обусловлена 

Рис.2. Зависимости энергии связи локализованного на одноуров-
невой идеальной квантовой точке электрона e  от концентрации 
точек для гетероструктуры InAs/AlSb, параметры которой приве-
дены в подписи к рис.1, при R = l0 (1), 2l0 (2) и 3l0 (3).

* Для упоминавшейся уже гетероструктуры InAs/AlSb этот барьер 
– скачок энергии потолка валентной зоны на гетерогранице – со-
ставляет 0.2 эВ [20]. 
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соотношениями (5) и (20). В результате решение (18) при-
обретает более знакомый вид:

j

j( )
4
( / )exp LD

j
0pj

e er
r

=
-

r . (22)

4. Кулоновское взаимодействие одноуровневых 
идеальных квантовых точек. Оптимальное 
число заполненных точек. Максвелловское 
распределение для числа заполненных точек

Локализованные на точках электроны, хотя и экрани-
рованные дебаевскими облаками, будут взаимодейство-
вать друг с другом. Ясно, что энергия такого кулоновско-
го отталкивания положительна и пропорциональна ква-
драту числа заполненных электронами точек. Поэтому 
при определенной концентрации квантовых точек энер-
гия кулоновского отталкивания компенсирует суммар-
ную отрицательную энергию связи электронов в одноу-
ровневых идеальных точках, и уровень «вытеснится» из 
потенциальной ямы. Естественно, это ограничивает свер-
ху число заполненных электронами квантовых точек. Со-
ответственно и исходная концентрация рассматриваемых 
точек оказывается ограниченной.

Энергию кулоновского взаимодействия в расчете на 
одну заполненную точку можно оценить по тому же алго-
ритму, что и в (7), заменив сумму интегралом:

( ) expR L+e expde n r L
r e n
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 ( ) expL L L
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D
D

2
- + -c mE .

С учетом того, что линейный размер образца L » 1 см, де-
баевская длина LD » 3 – 300 мкм и радиус одноуровневой 
идеальной точки R » 1 – 3 нм, для энергии кулоновского 
отталкивания получаем следующую оценку:

D De
e nL e NL

Q
0

2 2

0

2 2

. e e e eW=
u

, (23)

где nu  – средняя концентрация заполненных электронами 
точек (n nGu ); N nW= u  – полное число этих точек; W » 
1 см3 – характерный объем образца.

Ясно, что квантовые точки перестанут заполняться 
электронами, когда это будет энергетически невыгодным, 
т. е. при условии

e e 0Q- = .

Следовательно, максимально возможное число запол-
ненных точек

D

e e2N
e L k T

n
max

B
2 2
0 0e eW W

= = . (24)

С учетом приведенных выше значений постоянных, ха-
рактерных для собственных полупроводников при ком-
натной температуре, получаем Nmax » 108 – 1011.

Естественно, возникает вопрос о том, насколько обо-
сновано первоначальное одночастичное приближение 

(6) – (11) для определения энергии связи при наличии со-
седних точек и кулоновского взаимодействия локализо-
ванных электронов. Оценка (24) его апостериори оправ-
дывает. Из рис.1 и 2 видно, что для ощутимого влияния 
на энергию связи нужна гораздо большая концентрация 
одноуровневых идеальных квантовых точек, чем дает 
оценка Nmax. Что касается кулоновского взаимодейст вия, 
то использованый при получении оценок (23), (24) под-
ход аналогичен обычному приближению псевдопотен-
циала [16].

Наиболее устойчивым состоянием матрицы с одно-
уровневыми идеальными квантовыми точками будет, 
ра зумеется, состояние с минимальной энергией. Полная 
энер гия системы точек с кулоновским взаимодействием 
составит N(e eQ - ), а условие ее минимизации определит 
наиболее вероятное число заполненных электронами 
точек:

D

e /2N
e L

N
4

max0 2 2
0e eW

=- = . (25)

Последнее условие не зависит от конкретных параметров 
используемой гетероструктуры и в этом смысле универ-
сально. Оно обусловлено, по сути, лишь тем, что полная 
отрицательная энергия связи пропорциональна числу за-
полненных точек, а положительная энергия кулоновско-
го отталкивания – квадрату этого числа. Это полностью 
определяет положение минимума энергии. (Здесь просма-
тривается очень любопытная аналогия с энергией основ-
ного состояния тяжелого ядра. Полная отрицательная 
ядерная энергия пропорциональна общему числу нукло-
нов, а положительная энергия кулоновского отталкива-
ния – квадрату числа протонов. Более того, энергия силь-
ного взаимодействия в расчете на один нуклон, как и 
энергия связи локализованного электрона, считается не-
зависимой от энергии кулоновского отталкивания.)

Построим теперь функцию статистического распреде-
ления (типа Максвелла – Больцмана – Гиббса) по числу 
заполненных электронами точек. Легко видеть, что ми-
нимальная полная энергия системы точек 

D

eE
e L4

min 2 2
0

2e eW
=- ,

а ее флуктуации за счет изменения числа заполненных 
электронами точек

D ( )
E

e L N N
0

2 2
0
2

e e
D

W=-
- .

Таким образом, функция распределения для числа запол-
ненных одноуровневых идеальных квантовых точек (или 
вероятность заполнения точки электроном) имеет следу-
ющий вид:

p(N) µ D ( )exp
T

e L N N
B0

2 2

0
2

e eW- -k
; E .

В заключение отметим, что в наших работах [8 – 12] 
исследованы некоторые способы управления волновой 
функцией и спиновыми состояниями локализованных на 
одноуровневых идеальных квантовых точках электронов 
с помощью внешних электрических и магнитных полей. 
Все это, в сочетании с чистым спектром одноуровневых 
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идеальных точек, делает описанные в работе системы 
чрезвычайно привлекательными для решения целого ря-
да задач микроэлектроники вообще и спинтроники и 
квантовой обработки информации в особенности. Что 
касается оценки максимальной эффективности лазеров 
на диодных квантовых точках, то этому вопросу мы на-
мерены посвятить нашу следующую работу. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Мини-
стерства образования и науки РФ (грант № 3.6634.2017/6.7) 
и РФФИ (грант № 16-07-00289).
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