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1. Введение

Квантовое моделирование сложных физических си-
стем – одна из наиболее интересных задач современной 
физики [1, 2]. Основная проблема проведения такого мо-
делирования на классическом компьютере заключается в 
экспоненциальном росте необходимых вычислительных 
ресурсов при увеличении сложности моделируемой си-
стемы. В связи с этим в последние десятилетия активно 
развиваются методы реализации квантовых симуляторов.

Существуют квантовые симуляторы двух типов [3]. 
Так называемые аналоговые квантовые симуляторы – ис-
кусственные квантовые системы, состоящие из отдель-
ных квантовых объектов, взаимодействие между которы-
ми описывается операторами, аналогичными операто-
рам взаимодействия в более сложных физических систе-
мах. Основные трудности в создании таких симуляторов 
связаны с необходимостью поиска подходящих искус-
ственных систем и подбора их параметров, которые были 
бы пригодны для описания реальных условий экспери-
мента. К другому типу относятся так называемые цифро-
вые квантовые симуляторы, аналогичные квантовым 
компьютерам. В таких симуляторах используются алго-
ритмы оценки фазы произвольного унитарного операто-
ра, позволяющие найти его собственные значения. Если в 
качестве унитарного оператора выбран пропагатор для 

какой-либо физической системы, то можно найти соб-
ственные значения энергии соответствующего ему га-
мильтониана. 

Достоинства цифровых квантовых симуляторов за-
ключаются в их универсальности, а также в широких воз-
можностях их применения, в частности в области кванто-
вой химии [4]. Основной задачей проведения квантово-
химических расчётов является нахождение возможной 
структуры и свойств отдельных молекул или молекуляр-
ных образований. Эта задача может быть сведена к зада-
че поиска энергий различных состояний молекулы, или, 
иными словами, поиска собственных значений унитарно-
го оператора. В частности, алгоритмы поиска собствен-
ных состояний молекулы, известные на сегодняшний 
день, основаны на алгоритме оценки фазы (Phase Esti
mation Algorithm, PEA), предложенном Абрамсом и 
Ллойдом [5].

Основные трудности в создании цифровых квантовых 
симуляторов связаны в первую очередь с ограниченной 
точностью двухкубитовых вентилей, необходимых для 
выполнения квантовой оценки фазы. Кроме того, деком-
позиция унитарных операторов произвольной размерно-
сти, необходимая для моделирования сложных многоча-
стичных систем, является нетривиальной математиче-
ской задачей [2].

Одним из перспективных подходов к реализации 
квантовых симуляторов является использование холод-
ных атомов в массивах оптических дипольных ловушек. 
Подобные массивы могут служить для построения как 
аналоговых, так и цифровых квантовых симуляторов, 
что было подробно описано в [3, 6]. В работе [7] проде-
монстрирован квантовый симулятор, состоящий из 51 хо-
лодного атома рубидия в одномерном массиве оптиче-
ских дипольных ловушек. Примеры современных анало-
говых симуляторов и их возможные приложения были 
подробно рассмотрены в работе [8]. Вместе с тем, пробле-
ма низкой точности двухкубитовых вентилей остаётся ак-
туальной для атомных систем, что затрудняет реализа-
цию цифровых квантовых симуляторов. В связи с этим на 
данном этапе большой интерес представляет реализация 
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простейшего цифрового квантового симулятора, кото-
рый может быть создан на основе двух нейтральных ато-
мов, захваченных в пространственно разнесенные опти-
ческие дипольные ловушки.

2. Алгоритмы квантовой оценки фазы

Простейшим примером реализации цифрового кван
тового симулятора является определение энергии связи 
основного состояния молекулы водорода. Эта задача 
была экспериментально решена с использованием ядер-
ного магнитного резонанса в работе [9] методом Аспуру-
Гузика [10]. Для её решения достаточно использовать два 
кубита: состояние одного из них кодирует основное со-
стояние молекулы водорода, а второй кубит служит для 
измерения фазы. Авторы экспериментально реализовали 
адиабатическое приготовление начального состояния 
(Adiabatic State Preparation, ASP) и провели итеративное 
измерение фазы, получив 45 значащих битов данных.

Следуя работе [9], мы использовали минимальный ба-
зисный набор 1s-орбиталей Слэтера – Зенера STO-3G [11]. 
При расстоянии между ядрами атомов в молекуле водо-
рода 1.4 ат. ед. матрица гамильтониана (в атомных еди-
ницах) имеет следующий вид [9]:
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Как показано на рис.1,а, в алгоритме оценки фазы [5, 10] 
используются два квантовых регистра: регистр S (state), в 
который записывается волновая функция рассматривае-

мого состояния системы | y ñ, и регистр R (readout), необ-
ходимый для хранения промежуточной информации и 
получения собственного значения энергии E. Обозначим 
состояния регистра R как | n ñ. Гамильтониан системы 
Hmol используется для генерации унитарного оператора 
эволюции Ut :

| ( ) | ( ) |exp expi iU H 2mol py t y j y= - =t t .	 (2)

Измерив фазу j, можно найти собственное значение га-
мильтониана (энергию системы) Emeas = 2pj/t. Для этого 
мы последовательно контролируемым образом приме-
ним операторы вида ( )exp iU Hmolk

2kt= -t t  к регистру S и в 
конечном итоге получим следующее состояние системы:

77| | ( ) | |exp iR S n n2
n

p j y= / .	 (3)

Затем выполним обратное квантовое преобразование 
Фурье с регистром R и измерим его состояние. Это позво-
лит нам оценить фазу с произвольной точностью. Об
ратим внимание на то, что состояние регистра измеряет-
ся однократно.

Данный алгоритм может быть реализован даже в том 
случае, когда регистр R состоит из одного кубита (метод 
Китаева, рис.1,б) [2,  12]. После выполнения контролируе-
мого унитарного преобразования система из двух куби-
тов окажется в состоянии 0 1(1/ ) [| (2 ) | ] |exp i2 p j y+ . 
Система после вентиля Адамара H находится в состоянии 

0 1( ) | | ( ) | |exp expi i
2
1 1 2

2
1 1 2p pj y j y+ + -6 6@ @ .	 (4)

Рис.1.  Общая схема выполнения квантовой оценки фазы (а), алгоритм Китаева [2, 12] для оценки фазы с использованием одного контро-
лирующего кубита (б), итерационный алгоритм оценки фазы Аспуру-Гузика [10] (в) и адаптивная схема оценки фазы с единственным из-
мерением контролирующего кубита на каждом шаге [13] (г). Здесь H – вентиль Адамара; ( )exp iU Hmolt= -t t ; ( )exp iU Hmolk

2kt-=t t ; FT+ – обрат-
ное квантовое преобразование Фурье; RZ(wk) – вращение кубита вокруг оси Z на угол wk.
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Вероятность нахождения контролируемого кубита в 
состоянии «0» есть P = cos2(pj). Измеряя вероятность P, 
можно найти фазу j. Вместо однократного измерения со-
стояния многокубитового регистра, для получения за-
данной точности измеряемой фазы требуется произвести 
многократное измерение состояния одного кубита.

Отличительной особенностью алгоритма Аспуру-Гу
зика [10], изображенного на рис.1,в, является его рекур-
сивность, позволяющая значительно сократить число ку-
битов в регистре R, достигая при этом необходимой точ-
ности в оценке фазы. В исходной работе [10] было пред-
ложено использовать четыре кубита в регистре R, как по-
казано на рис.1,в. На первом шаге к регистру S системы 
применяется оператор U U0 =t t . Это позволяет получить 
оценку фазы j с точностью 15/16. После этого на каждом 
шаге итерации выполняется унитарное преобразование 

) ]U[ ( 2exp iU 1k k k 1
2p= - - -jlt t .	 (5)

Здесь j'k – 1 – нижняя граница оценки фазы, полученной на 
предыдущем шаге. Таким образом, при каждой последу-
ющей итерации измеряется следующий значащий бит. 
Авторы работы [9] использовали алгоритм Аспуру-
Гузика для регистра R, состоящего из одного кубита. В 
этой работе ими на каждом шаге итерации измерялись 
три бита, причем каждая итерация приводила к увеличе-
нию точности на один бит. 

Интересный метод итерационной оценки фазы был 
предложен в работе [13]. Его преимущество заключается 
в том, что каждый следующий значащий бит можно по-
лучить в результате единственного измерения состояния 
вспомогательного кубита. Схема оценки фазы изображе-
на на рис.1,г. В отличие от рассмотренных выше схем, из-
мерение начинается с младшего бита фазы. Каждая ите-
рация включает в себя однократное измерение состояния 
контролирующего кубита. Перед измерением его состоя-
ние корректируется для учета результатов предыдущих 
измерений путем выполнения фазового сдвига RZ(wk).

В соответствии с принятой в книге Нильсена и Чанга 
[2] системой обозначений, представим фазу j в виде по-
следовательности m битов j1... jm в следующей форме: 
j = 0. j1j2... jm = j1/2 + j2/4 + ... + jm /2m. В первой итера-
ции алгоритма выполняется контролируемое преобразо-
вание ( )exp iU Hm mol

2mt= -t t  (здесь мы положили wm = 0). 
Вероятность получения результата «0» при измерении со-
стояния первого кубита есть P0 = cos2[p(0.jm)], поскольку 
все старшие биты фазы не влияют на результат измере-
ний из-за периодичности комплексной экспоненты. По
скольку jm  способно принимать только два возможных 
значения, его измерение может быть проведено одно-
кратно.

На следующем шаге выполняется контролируемое 
вращение ( )exp iU Hm

2 1m

= -
-t t . Состояние системы после его 

выполнения из-за периодичности комплексной экспонен-
ты можно представить следующим образом: 0(1/ ) [|2 + 

1(2 0. ) | ] |exp i m m1p j j y- . Чтобы исключить из задачи уже 
измеренный бит jm, производится вращение RZ(wm – 1) на 
угол wm – 1 = –2p(0.0jm), как показано на рис.1,г. В итоге 
после выполнения вентиля Адамара вероятность найти 
контролирующий кубит в состоянии «0» есть P0 =
cos2[p(0.jm – 1)], что позволяет определить значение бита jm – 1 
в результате единственного измерения.

Точно таким же образом происходит измерение всех 
последующих битов. Как было показано в работе [13], 

точность данного алгоритма равна точности стандартно-
го измерения на основе обратного квантового преобра-
зования Фурье регистра, состоящего из m битов.

3. Адиабатическое приготовление 
начального состояния кубита

Квантовые алгоритмы оценки фазы требуют, чтобы 
контролируемый кубит был первоначально приготовлен 
в собственное состояние | y ñ гамильтониана Hmol

t . Для 
этого может быть использован метод адиабатического при
готовления начального состояния [9, 10]. Первоначально 
кубит приготавливается в состояние 0 1(1/ ) (| | )2 - , ко-
торое является собственным для матрицы

0
1
1
0xs = e o.

Пусть вспомогательный гамильтониан 

( ) 1H t T
t

T
t Had molxs= - +t t` j 	 (6)

описывает медленное изменение гамильтониана системы 
от sx до Hmol

t  за время T, выраженное в безразмерных от-
носительных единицах. Если динамика системы описыва-
ется оператором эволюции | ( ) |exp iU H tady y= -t t , то ку-
бит останется в собственном состоянии гамильтониана 
Had
t  и в конечном счете окажется в собственном состоя-

нии гамильтониана Hmol
t . Эволюцию состояния системы 

в течение времени T можно разделить на M шагов. Пре
образование состояния кубита на каждом шаге m описы-
вается оператором эволюции 

( ) exp expi iU t M
m T

M
m T H1

2ad mol
m

xsD D
= - - -t tb l: :D D

	 ´ exp i M
m T1

2 xsD
- -b l: D .	 (7)

Здесь DT = T/M, а m принимает значения от 1 до M. 
Оператор эволюции может быть представлен в виде по-
следовательности однокубитовых вращений с использо-
ванием формулы Троттера [14],

Рис.2.  Численно рассчитанная зависимость точности задания на-
чального состояния кубита от числа итераций при адиабатическом 
приготовлении состояния.
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[ ( )]exp lim exp expt A B A n
t B n

t
n

n

+ =
"3

t t t ta ak k: D ,	 (8)

и разложения по базису ( )Tr H2
1 s/H mol i imol s= i

t t/ , где i = 0, 
x, y, z.

Точность приготовления начального состояния мо-
жет быть определена как |á yad | y ñ| 2 , где | yad ñ – состояние, 
полученное в результате адиабатического приготовле-
ния. Численно рассчитанная зависимость точности от 
числа шагов приведена на pис.2 при T = 18.4 и M = 51. 
Полученная в численном расчете погрешность не превы-
сила 10–2.

4. Схема квантового моделирования 
с использованием ультрахолодных 
нейтральных атомов рубидия

Для квантового моделирования молекулы водорода 
мы рассматриваем два атома рубидия, захваченные в 
пространственно разнесенные оптические дипольные ло-
вушки, образованные жестко сфокусированными лазер-
ными пучками [15]. В качестве логических состояний ку-
битов «0» и «1» используются долгоживущие сверхтонкие 
подуровни основного состояния атомов. Однокубитовые 
вентили с ультрахолодными нейтральными атомами мо-
гут быть реализованы с использованием микроволнового 
излучения или двухфотонных оптических рамановских 
переходов между сверхтонкими подуровнями основного 
состояния атомов. Такие вентили были продемонстриро-
ваны с высокой точностью в работах [16,17]. 

Взаимодействие двухуровневой системы с резонансным 
лазерным излучением может быть описано матрицей [18]: 
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Здесь угол q задается площадью лазерного импульса, а 
угол c – его фазой. Значения c = 0 и c = p /2 соответствуют 
вращениям кубита на угол q вокруг осей X и Y соответ-
ственно. Все однокубитовые вентили, необходимые для 
адиабатического приготовления начального состояния и 
преобразования состояний отдельных кубитов во время 
итерационной оценки фазы, могут быть сведены к после-
довательности X- и Y-вращений.

Основную трудность представляет выполнение кон-
тролируемых двухкубитовых унитарных операций. Для 
этого может быть использована изображенная на рис.3 
схема, аналогичная предложенной нами в работах [18 – 20]. 
В этой схеме используется эффект дипольной блокады, 
заключающийся в невозможности одновременного воз-
буждения близкорасположенных атомов в ридберговские 
состояния [21]. 

Если контролирующий атом первоначально находит-
ся в состоянии «1» и не возбуждается лазерным p-им
пульсом 1 в ридберговское состояние | r ñ, то результатом 
последовательности лазерных p-импульсов 2 – 6 будет 
преобразование, описываемое матрицей (1). Если кон-
тролирующий атом первоначально находился в состоя-
нии «0», то лазерным импульсом 1 он будет возбужден в 
состояние | r ñ. Вследствие дипольной блокады, исключа-
ющей возбуждение обоих атомов в коллективные состоя-
ния | rr' ñ или | r'r ñ, действие импульсов 2 – 6 будет неэффек-

тивным. Затем контролирующий атом вернется в исход
ное состояние под действием лазерного импульса 7. 
Чтобы исключить нежелательный фазовый сдвиг при по-
следовательном возбуждении и девозбуждении ридбер-
говских состояний, импульсы 5,6,7 имеют противополож-
ный по сравнению с импульсами 1,2,3 знак частоты Раби. 
Это соответствует фазовому сдвигу лазерного излучения 
на p, как показано на рис.3.

Экспериментальная реализация такой схемы требует 
выбора состояний | r ñ, | r' ñ, | r'' ñ, сильно взаимодействую-
щих при одновременном возбуждении двух атомов в кол-
лективные состояния | rr' ñ и | rr'' ñ. В качестве примера рас-
смотрим состояния | r = 81S ñ, | r' = 80S ñ и | r'' = 82S ñ. 
Основной вклад во взаимодействие атомов в состояниях 
| 81S, 80S ñ вносит резонанс Фёрстера | 81S, 80S ñ ® 
| 80P3/2, 80P3/2 ñ с энергетическим дефектом –161 МГц [22]. 
Энергия взаимодействия Ван-дер-Ваальса для этого ка-
нала U = 4750 ГГЦ · мкм6. Основной вклад во взаимодей-
ствие атомов в состояниях | 81S, 82S ñ вносит резонанс 
Фёрстера | 81S, 82S ñ ® | 80P3/2, 81P3/2 ñ с энергетическим де-
фектом 110 МГц. Энергия взаимодействия Ван-дер-
Ваальса для этого канала U = –7350 ГГц · мкм6. Таким об-
разом, препятствующий лазерному возбуждению энерге-
тический сдвиг превысит 100 МГц уже при межатомном 
расстоянии 4 мкм и менее. Энергетический интервал меж-
ду состояниями 80S и 82S составляет 27.9 ГГц. Двух
фотонные переходы между этими состояниями могут 
быть реализованы с использованием микроволнового из-
лучения, которое не будет влиять на контролирующий 
атом, находящийся в состоянии 81S.

Для численного моделирования данного эксперимен-
та мы декомпозировали унитарное преобразование 

( )exp iU Hm
2 1m

t= -
-t t  как последовательность X- и Y-враще

ний на заданные углы, рассчитанные отдельно для каж-

Рис.3.  Схема контролируемого вращения кубита для двух ультра-
холодных атомов в оптических дипольных ловушках. Лазерные 
p-импульсы 1,2,3,5,6,7 возбуждают и девозбуждают ридберговские 
состояния с индивидуальной адресацией к отдельным атомам. 
Микроволновый импульс 4 имеет произвольную площадь и фазу.
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дого шага итерации. В расчетах мы учли конечное время 
жизни ридберговских состояний 80S (t = 208 мкс), 81S (t = 
214 мкс), и 82S (t = 221 мкс) при температуре 300 K [23] и 
конечные энергии взаимодействия Ван-дер-Ваальса при 
расстоянии между оптическими дипольными ловушками 
8 мкм. Для моделирования процесса измерений мы рас-
считывали вероятность нахождения контролирующего 
кубита в состоянии «0» и принимали его состояние за «0» 
в том случае, если полученная вероятность превышала 
0.5. Обратим внимание на то, что для всех битов, кроме 
младшего, численно рассчитанная вероятность находит-
ся вблизи значений 0 или 1 для каждой итерации.

Численно рассчитанная зависимость относительной 
ошибки |(E – Emeas)| /E в определении энергии связи основ-
ного состояния молекулы водорода от числа итераций 
алгоритма оценки фазы приведена на рис.4. Здесь E – соб-
ственное значение матрицы Hmol

t ; Emeas – результат чис-
ленного моделирования квантового алгоритма. Сту
пенчатый характер зависимости связан с тем, что измене-
ние точности происходит только тогда, когда измерен-
ный следующий значащий бит оказывается равным 1. 
Учет конечного времени жизни ридберговских состояний 
и конечной энергии взаимодействия Ван-дер-Ваальса при 
выбранных нами параметрах эксперимента не приводит 
к ухудшению точности расчета, которая определяется 
только числом итераций. Наши расчеты показали, что 
относительная ошибка не превышает 10–14 при 50 итера-
циях. Мы пренебрегли конечной точностью однокубито-
вых вентилей, а также влиянием конечной ширины линии 
лазерного излучения, конечным временем жизни проме-
жуточных возбужденных состояний (при использовании, 
например, двухфотонного лазерного возбуждения рид-
берговских состояний), движением атомов, влиянием па-
разитных электрических и магнитных полей.

Интересная особенность полученных результатов за-
ключается в том, что чувствительность алгоритма к 
ошибкам при выполнении двухкубитовых вращений име-
ет пороговый характер. Это связано с дискретностью из-
меренного состояния кубита при каждой итерации. При 
вероятности нахождения кубита в состоянии «0», превы-
шающей 0.5 и не достигающей 1, в случае единственного 
измерения он может быть обнаружен в состоянии «1», что 
приведет к вычислительной ошибке. Конечное время 

жизни ридберговских атомов и конечные энергии взаи-
модействия Ван-дер-Ваальса приводят к уменьшению ве-
роятности правильного измерения состояния кубита. В 
наших расчетах при расстоянии между атомами 8 мкм ве-
роятность ошибочного измерения состояния отдельного 
бита (кроме трех младших битов) не превышает 2 %. Та
кие ошибки могут быть легко устранены за счет несколь-
ких дополнительных измерений на каждой итерации.

5. Заключение 

Предложена схема реализации квантового симулято-
ра молекулы водорода с использованием двух ультрахо-
лодных атомов в оптических ловушках. Схема основана 
на адиабатическом приготовлении начального состояния 
и на итерационной квантовой оценке фазы с единствен-
ным измерением конечного состояния атома при каждой 
итерации. Преимущество использованного нами итера-
ционного метода заключается в том, что для каждой ите-
рации требуется единственное измерение квантового со-
стояния контролирующего кубита. Точность измерения 
энергии основного состояния молекулы численно рассчи-
тана в зависимости от числа итераций. При моделирова-
нии мы представили адиабатическое приготовление на-
чального состояния как последовательность однокубито-
вых вращений вокруг осей X и Y. Для реализации алго-
ритма квантовой оценки фазы мы предложили схему вы-
полнения контролируемых вращений с использованием 
эффекта дипольной блокады при возбуждении двух ато-
мов в ридберговские состояния. В расчетах продемон-
стрировано, что при учете конечного времени жизни рид-
берговских уровней и конечных энергий взаимодействия 
Ван-дер-Ваальса возможно достижение высокой точно-
сти измерения энергии молекулы (относительная ошибка 
не превышает 10–14 при 50 итерациях).

Экспериментальная реализация данного алгоритма 
представляет интерес для демонстрации простейшего 
цифрового квантового симулятора на основе ультрахо-
лодных нейтральных атомов. Наиболее существенное его 
ограничение связано с необходимостью индивидуально-
го подбора параметров контролируемых вращений для 
каждой итерации алгоритма оценки фазы. Альтернатива 
такому подбору – использование формулы Троттера [14], 
что требует резкого увеличения числа двухкубитовых 
вентилей и в конечном итоге приводит к уменьшению 
точности [3]. 

Численное моделирование алгоритма итерационной 
оценки фазы поддержано РФФИ (грант № 17-02-00987). 
Разработка схемы контролируемых вращений поддержа-
на грантом РНФ № 18-12-00313. Моделирование адиаба-
тического приготовления начального состояния проведе-
но в рамках гранта РФФИ № 19-52-15010. Работа также 
поддержана Фондом перспективных исследований (в ча-
сти исследования межатомных взаимодействий), Ново
сибирским государственным университетом и РАН.
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