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1. Введение

Проблема световых сдвигов частоты реперного пере-
хода за счет действия пробного поля является ключевой 
для многих типов существующих и планируемых опти
ческих стандартов частоты на ультрахолодных атомах и 
ионах. Приведем несколько примеров: электрический ок
тупольный (Е3) переход в одиночном ионе иттербия [1], 
магнитно-индуцированные 1S0 ® 3P0-переходы четных изо-
топов атомов щелочно-земельных металлов и им подоб-
ных элементов [2], оптические переходы в многозарядных 
ионах [3], двухфотонные Е1 – М1-переходы в атомах Hg, 
Sr, Yb, Mg [4] и др.

К настоящему времени разработано и исследовано 
множество обобщенных рэмсиевских методов (см. ориги-
нальные работы [5 – 11] и обзор [12]), позволяющих пода-
вить сдвиги частоты указанного типа до пренебрежимо 
малого уровня (dw/w < 10–18). Часть этих методов реали-
зована в экспериментах [1, 6, 9, 13], а часть еще нет. Теоре
тические модели не учитывают некоторые реально при-
сутствующие факторы, в частности нагрев иона в радио-
частотной ловушке за счет флуктуаций электрического 
поля. Учет этого нагрева и анализ его влияния на эффек-
тивность методов подавления полевых сдвигов являются 
актуальными научными задачами, которые решаются в 
настоящей работе в рамках простых теоретических моде-
лей движения иона (одномерный гармонический потенци-
ал) и процесса нагрева (гармонический осциллятор, нахо-
дящийся в тепловом равновесии с окружением).

На основе численного решения системы кинетических 
уравнений для элементов матрицы плотности иона нами 
показано, что нагрев иона уменьшает эффективность ра-
нее предложенных однопетлевых обобщенных рэмсиев-
ских методов, приводя во всех случаях к появлению ли-
нейной зависимости сдвига реперной частоты от остаточ-
ного полевого сдвига частоты. Выделены два наиболее 
устойчивых по отношению к нагреву варианта обобщен-
ных рэмсиевских схем, для которых коэффициент про-
порциональности в этой зависимости минимален: ориги-
нальная [5] и гибридная обобщенная [8] гиперрэмсиев-
ские схемы.

2. Обобщенные рэмсиевские схемы

Рассмотренные в настоящей работе обобщенные рэм-
сиевские схемы подавления сдвига частоты, обусловлен-
ного нерезонансным действием сильного пробного поля, 
основаны на резонансном взаимодействии двухуровне
вого атома (иона) с последовательностью лазерных им-
пульсов, разделенных темным рэмсиевским интервалом 
длительностью T, изображенной на рис.1. Амплитуды, дли
тельности, частоты и фазы импульсов подбираются таки-
ми, чтобы достичь желаемого эффекта подавления сдвига 
реперной частоты за счет нерезонансного сдвига рабочих 
уровней во время действия импульсов. В исследованных в 
работе случаях в начальный момент времени ион нахо-
дится в основном электронном состоянии. Детектируемой 
величиной (сигналом) является вероятность нахождения 
иона в возбужденном электронном состоянии. Эта веро-
ятность зависит от всех параметров задачи. Амплитуды 
импульсов одинаковы (W 1 = W 3 = W 4 = W = p /(2t)), а их 
длительности удовлетворяют соотношению t1 = t3 /2 = 
t4 = t. Здесь W i – частоты Раби для лазерных импульсов 
(i = 1, 3, 4), площади которых q1 = p /2, q3 = p, q4 = p /2. 
Частоты wi одинаковы для всех импульсов. Следователь
но, одинаковы и отстройки di частот излучения от часто-
ты w0 невозмущенного перехода. Частота wi выбирается 
такой, чтобы частично компенсировать нерезонансный 
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световой сдвиг Dshift: d1 = d3 = d4 = w – w0 + Dstep, где w – 
частота лазерного поля во время темного промежутка, а 
Dstep – контролируемая добавка к частоте пробного поля 
во время действия импульсов. Остаточный полевой сдвиг 
D удовлетворяет условию |D| = |Dshift – Dstep| < W.

Для дальнейшего изложения удобно выделить в яв-
ном виде зависимость вероятности возбуждения от фаз 
лазерных импульсов: P (j1, j3, j4). В случае оригинальной 
гиперрэмсиевской (ГР) схемы сигнал ошибки (дискрими-
натор) формируется следующим образом:

DEHR = P (p/2, p, 0) – P (– p/2, p, 0).

Реперная частота, к которой привязывается частота излу-
чения пробного лазера, обращает в нуль сигнал ошибки. 
В результате, как было показано нами в работе [5], в рам-
ках идеализированной модели взаимодействия, основан-
ной на решении динамического уравнения Шредингера 
для неподвижного двухуровневого атома во внешнем поле 
лазерных импульсов, сдвиг d w реперной частоты от час
тоты невозмущенного перехода, в отличие от случая 
стандартной рэмсиевской схемы, имеет кубическую зави-
симость от остаточного полевого сдвига: d w = (C/T  )(D/W)3 
(C – числовой коэффициент порядка единицы). Это поз
воляет подавить сдвиг частоты на три-четыре порядка до 
относительного уровня менее 10–18. Эффективность ГР  
метода подавления сдвига частоты реперного резонанса 
за счет действия пробного поля была подтверждена экс-
периментально [1], в том числе при разработке и созда-
нии оптического стандарта частоты на одиночном ионе 
иттербия с рекордными (для ионных стандартов) метро-
логическими характеристиками [14].

Позже в работе [6] была предложена модифицирован-
ная ГР (МГР) схема, отличие которой от оригинальной 
ГР схемы заключается в способе формирования сигнала 
ошибки:

DEMHR = P (p/2, p, 0) – P (0, p, – p/2).

В этом случае, как показано в [6] в рамках той же идеали-
зированной модели взаимодействия, сдвиг реперной час
тоты равен нулю при любых значениях остаточного по-
левого сдвига. Еще несколько вариантов так называемой 
обобщенной ГР (ОГР) спектроскопии были предложены 
в работах [7, 8]. В них сигнал ошибки формируется за счет 
скачков фазы второго импульса:

DEGHR(j) = P (0, j, 0) – P (0,– j, 0),

где величина фазового скачка j может принимать значе-
ния p /4 или 3p /4. В ряде случаев определенные преиму
щества предоставляет формирование гибридного сигнала 
ошибки:

DEGHR(p /4, 3p /4) = (1/2)[DEGHR(p /4) – DEGHR(3p /4)].

Для ОГР схем, так же как и для МГР схем, сдвиг реперной 
частоты равен нулю при любых значениях остаточного 
полевого сдвига, если ограничиваться идеализированной 
моделью взаимодействия на базе уравнения Шредингера.

3. Нагрев иона в ловушке и эффект отдачи 
при опросе часового перехода

Отклонения от идеализированной модели взаимодей-
ствия атома с полем физически могут быть обусловлены 
присутствием в системе релаксационных процессов раз-
личного типа, включая дефазировку оптических колеба-
ний за счет конечной ширины спектра излучения пробно-
го лазера [15]. С этой точки зрения нагрев иона в ловушке 
с учетом его поступательных степеней свободы и эффекта 
отдачи при поглощении и испускании фотонов пробного 
поля приводит к специфической релаксации в атомной 
подсистеме.

Как известно [16], нагрев одиночного иона возникает 
при наличии шумовых электрических полей в точке на-
хождения иона, что приводит к появлению флуктуирую-
щих сил, воздействующих на него. Если спектр флуктуа-
ций перекрывает частоты колебательного движения иона 
в ловушке, то флуктуирующие силы могут значительно 
увеличить энергию колебательного движения. Существует 
целый ряд возможных источников этих шумовых полей: 
тепловой джонсоновский шум, обусловленный сопротив-
лением электродов ловушки и внешних цепей; флуктуи-
рующие патч-потенциалы (например, из-за случайно ори
ентированных доменов на поверхности электродов); внеш
ние шумовые электрические поля; поля, генерируемые 
флуктуирующими токами, и т. п. Имеется довольно об-
ширная литература, в которой систематизированы экспе-
риментальные данные и теоретические представления в 
этой области исследований (см., напр., оригинальные ра-
боты [17 – 20] и обзор [21]).

Рассмотрим двухуровневый атом (ион), взаимодей-
ствующий с последовательностью импульсов, при учете 
колебательных степеней свободы иона в одномерной гар-
монической потенциальной яме. С учетом нагрева иона 

Рис.1.  Общая рэмсиевская последовательность трех лазерных импульсов, действующих на двухуровневый атом (см. текст).
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его состояние становится смешанным, и мы должны ис-
пользовать подход на основе матрицы плотности r иона 
и кинетического уравнения:
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– гамильтониан иона в ловушке и оператор взаимодей-
ствия иона с пробным полем, записанные в резонансном 
приближении во вращающемся базисе; выражения в квад
ратных скобках – коммутаторы операторов; d = w – w0 – 
отстройка частоты поля от частоты невозмущенного пе-
рехода между основным, g , и возбужденным, e , элек-
тронными состояниями; wv – частота колебаний иона в 
ловушке; a+ и a – операторы рождения и уничтожения 
кванта колебательного движения; x – оператор коорди-
наты иона в ловушке; k – волновое число. Последнее сла-
гаемое в квантовом кинетическом уравнении (1) описыва-
ет изменение матрицы плотности иона вследствие нагрева. 
В простейшей модели гармонического осциллятора, вза-
имодействующего с окружением в условиях термодинами-
ческого равновесия, этот вклад имеет вид (см., напр., [22])
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где K – феноменологическая константа скорости; члены в 
фигурных скобках – антикоммутаторы операторов; Nr  = 
{exp['wv /(kBT )] – 1}–1 = kBT/('wv) >> 1 – среднее равно-
весное число квантов возбуждения. При частоте колеба-
ний ~ 1 МГц и комнатной температуре получаем Nr  » 
107. Экспериментально измеряемая скорость нагрева v = 
KNr , как правило, варьируется в пределах 1 – 103 с–1 (см. 
обзор [21] и приведенные в нем ссылки).

Если частота колебаний иона в ловушке много боль-
ше отстройки и частоты Раби (wv >> d, W ), то справедли-
во так называемое секулярное приближение, в рамках 
которого можно пренебречь недиагональными элемен
тами матрицы плотности по колебательным квантовым 
числам n. Для диагональных по n элементов кинетичес
кое уравнение сводится к бесконечной цепочке связанных 
уравнений: 
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В этих уравнениях частота Раби для перехода между со-
стояниями с заданным колебательным квантовым числом 
,g n  ® ,e n  зависит от n из-за эффекта отдачи и конеч-

ных размеров области локализации волновых функций 
собственных состояний гармонического осциллятора:

W (n) = n W exp(ikx) n  = W exp(– h2/2) Ln (h2),

где квадрат параметра Лэмба – Дике h определяется отно-
шением частоты отдачи к колебательной частоте: h2 = 
'k2/(2Mwv) = wr /wv << 1 (M – масса атома), а для полино-
мов Лагерра справедливо разложение по степеням мало-
го параметра: Ln (h2 ) » 1 – nh2 + n(n – 1)h4/4 + ... . Таким 
образом, нагрев иона и эффект отдачи приводят к умень-
шению эффективной частоты Раби по сравнению с номи-
нальной при n = 0. Кроме того, в ходе эволюции возрас-
тает дисперсия частот Раби в соответствии с заселением 
все более высоких колебательных уровней.

4. Численное решение и обсуждение  
результатов

Для того чтобы количественно охарактеризовать вли-
яние нагрева иона в ловушке на эффективность различ-
ных обобщенных рэмсиевских методов подавления сдви-
га реперной частоты за счет нерезонансного действия 
пробного поля, мы численно решаем систему динамичес
ких уравнений (2), предполагая, что в начальный момент 
времени ион находится в основном электронном состоя-
нии с больцмановским распределением по колебательным 
уровням:
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– среднее начальное число колебательных возбуждений; 
T0 – температура лазерно охлажденного иона (как прави-
ло, это доплеровский предел охлаждения порядка нес
кольких миликельвинов). При нахождении численного 
решения бесконечная цепочка уравнений обрывается при 
некотором максимальном nmax. Для определения этого 
максимального числа мы используем точный аналитичес
кий результат для полной вероятности заселения колеба-
тельных уровней:
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Здесь e – число, ограничивающее точность вычислений. 
Остальные параметры задачи для численных расчетов вы-
браны близкими к использованным в экспериментах по 
спектроскопии октупольного перехода в одиночном ионе 
иттербия [1, 14]: v = 3W, tW = p/2, TW = 2p, n0 = 20, h = 0.1. 
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При номинальной частоте Раби W = 10 Гц полная дли-
тельность цикла опроса составляет 0.2 с, а оценка по фор-
мулам (3) максимального колебательного квантового чис-
ла, которое необходимо учесть в расчетах, дает nmax = 270.

Результаты численных расчетов представлены на 
рис.2. Видно, что нагрев иона в ловушке снижает эффек-
тивность всех рассмотренных в настоящей работе обоб-
щенных рэмсиевских методов, приводя к появлению ли-
нейной зависимости сдвига реперной частоты от остаточ-
ного полевого сдвига. Кроме того, в случае МГР схемы 
эта зависимость не пересекает начало координат, т. е. 
имеется сдвиг реперной частоты даже при нулевом оста-
точном сдвиге, что делает данную схему непригодной для 
подавления сдвига частоты до относительного уровня, не 
превышающего 10–18. Для остальных схем получаем сле-
дующие коэффициенты пропорциональности в линейных 
зависимостях (наклоны прямых в начале координат):

HR

dw
Dc m  = – 0.040,   

( / )GHR 4

dw
D p

c m  = 0.135,

( / )GHR 3 4

dw
D p

c m  = – 0.140,   
( /4,3 /4)GHR

dw
D p p

c m  = – 0.003.

Если принять, что остаточный полевой сдвиг контроли-
руется на уровне 10 мГц (как и в работе [14]), то только 
две наиболее устойчивые к нагреву схемы обеспечивают 
подавление сдвига реперной частоты до относительного 
уровня, меньшего 10–18, а именно: 6 ́  10–19 в случае ори-
гинальной ГР схемы и 5 ́  10–20 для гибридной ОГР схемы.

5. Заключение

Нагрев уменьшает эффективность рассмотренных в 
настоящей работе обобщенных рэмсиевских схем подав
ления полевого сдвига из-за взаимодействия иона с проб-
ным полем. Во всех случаях наблюдается линейная зави-
симость частоты часов от остаточного полевого сдвига 
вблизи нуля. В ряде случаев (МГР, ОГР(p/4) и ОГР(3p/4) 
схемы) это может служить препятствием для достижения 
относительной неопределенности часов менее 10–18.

Можно выделить три взаимосвязанных фактора, ко-
торые приводят к уменьшению эффективности исследо-
ванных нами методов. Во-первых, уменьшение эффектив-

ной частоты Раби в цикле опроса иона из-за нагрева и эф-
фекта отдачи. Во-вторых, увеличение дисперсии частот 
Раби в соответствии с распределением иона по колеба-
тельным уровням. Эти два фактора являются доминиру-
ющими в пределе vt << 1, когда нагревом за время дей-
ствия импульсов можно пренебречь, и изменение распре-
деления по колебательным уровням происходит во время 
темного промежутка. Однако в экспериментах, как пра-
вило, выполняется обратное соотношение vt > 1, и к пер-
вым двум факторам добавляется дефазировка оптических 
колебаний из-за нагрева иона во время действия импуль-
сов. Из всех рассмотренных обобщенных рэмсиевских 
схем можно выделить две наиболее устойчивые к нагре
ву – оригинальную  ГР и гибридную ОГР(p/4, 3p/4) схемы.

Отметим, что влияние нагрева на двухпетлевые авто-
балансные рэмсиевские схемы [9, 10], а также разработка 
специальных схем, нечувствительных к нагреву, требуют 
отдельного исследования.
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Рис.2.  Зависимости сдвига реперной частоты d w от остаточного 
полевого сдвига D для различных обобщенных рэмсиевских схем: 
ГР (штриховая линия), МГР (пунктирная линия), ОГР(p/4) и 
ОГР(3p/4) (штрих-пунктирные линии) и гибридная ОГР(p/4, 3p/4)  
(тонкая сплошная линия) схемы.


