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1. Введение

Вопросы генерации и применения сверхкоротких ла-
зерных импульсов с малым числом периодов поля при-
влекают внимание уже два десятилетия [1 – 3]. Эти им-
пульсы широко используются в нелинейной оптике, при 
исследовании быстропротекающих процессов, в лазерных 
технологиях и в ряде других областей. Кроме того, для 
них наиболее ярко проявляются пространственно-корре-
ляционные эффекты: зависимость временных и спектраль-
ных характеристик когерентного излучения от положения, 
т. е. от координаты, детектора [4 – 7]. В нашей предыдущей 
статье [8] была рассмотрена эволюция полей схлопываю-
щихся квазимонохроматических электромагнитных импуль-
сов. В настоящей работе, следуя [8], на примере простейше-
го точного решения уравнений Максвелла, отвечающего 
пучку с конечной энергией, рассматривается эволюция 
схлопывающихся сверхкоротких импульсов длительно-
стью порядка периода световой волны.

Второй раздел посвящён обзору работ по нахожде-
нию точных решений уравнений Максвелла в вакууме. В 
разд.3 приведён краткий вывод одного из решений, опи-
сывающего электромагнитный импульс типа схлопываю-
щейся оболочки, и обсуждаются основные его свойства, в 
том числе отношение максимальной плотности энергии к 
полной энергии импульса. Далее в разд.4 для немонохро-
матических пучков даны определения средней частоты и 
ширины линии (дисперсии), которые затем в этом разде-
ле и в разд.6 используются для описания квазимонохро-
матического, а также одно- и полупериодных импульсов 
и параметров их фокусировки. В разд.5 оценка плотности 
энергии в центре схлопывающегося импульса для сравне-
ния получена из термодинамических соображений и с ис-

пользованием интеграла Френеля. В Приложении рас-
смотрено свойство трёхмерного волнового уравнения, с 
помощью которого метод настоящей работы может быть 
распространён на схлопывающиеся электромагнитные обо-
лочки более сложной геометрии.

2. О точных решениях уравнений  
электромагнитного поля

Допустим, что имеется лазерный импульс с энергией 
E . Какую максимальную плотность электромагнитной 
энергии em можно получить при его фокусировке? Как 
при фокусировке меняются его форма и спектр? Подоб-
ные вопросы требуют разработки теоретических моделей, 
основанных на решениях уравнений Максвелла, которые 
удовлетворяют двум условиям: локализованности реше-
ния, что означает конечность полной энергии E , равной 
интегралу от плотности энергии e(r, t) по всему простран-
ству, и невозможности представления поля в виде произ-
ведения пространственной и временной частей. Отметим 
сразу, что обычный гауссов пучок, а также любой моно-
хроматический пучок указанным условиям не удовлетво-
ряют. Однако их суперпозиция может быть использована 
для описания пучков, имеющих конечную спектральную 
ширину и энергию.

С развитием лазерной физики и, особенно, лазеров 
сверхкоротких импульсов, содержащих малое число пе-
риодов поля, резко возрос интерес к изучению точных ре-
шений уравнений Максвелла для немонохроматических 
пучков, которые в отличие от гауссовых пучков могут не-
посредственно использоваться для решения упомянутых 
задач физики сверхкоротких лазерных импульсов.

Перечислим основные подходы к получению точных 
решений уравнений электромагнитного поля, которые ши-
роко используются в оптике и лазерной физике. Наиболее 
известны точные решения в виде гауссовых пучков и ин-
тегралов Френеля параболического волнового уравнения, 
которое само является приближённым. По этому такие 
подходы применимы, строго говоря, только для моно-
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хроматических и узконаправленных (параксиальных) пуч-
ков1. Для моделирования непараксиальных монохромати-
ческих пучков применяются комплексифицированные (по-
лучающиеся сдвигом одной из координат в комплексную 
плоскость) сферические волны и другие точные решения 
уравнения Гельмгольца, описывающие гармонические 
(монохроматические) электромагнитные поля [9 – 11]. Од-
нако по указанным выше причинам для описания эффек-
тов, рассматриваемых в настоящей ра боте, параболичес-
кое волновое уравнение и уравнение Гельм гольца не под-
ходят, и далее речь будет идти только о полной системе 
векторных уравнений Максвелла. В этом случае боль-
шинство работ по нахождению точных ре шений опирает-
ся на известную ещё с начала прошлого века глубокую 
связь уравнений Максвелла со скалярным волновым урав-
нением [12]. В частности, любое решение последнего даёт 
возможность с помощью элементарных векторных опе-
раций построить точное решение уравнений Максвелла 
(см. ниже)2. Благодаря этому задача сводится к отыска-
нию точных решений скалярного волнового уравнения. 
Простейшее сферически-симмет ричное решение [14, 15] и 
используется в нашей работе (см. разд.3). Построенное на 
его основе точное решение уравнений для электромаг-
нитного поля с конечной энергией обладает уже не сфе-
рической, а более сложной симметрией, которая соответ-
ствует угловой зависимости характеристик излучения ди-
поля.

Вероятно, впервые точные решения уравнений Макс-
велла были использованы для описания сверхкоротких 
лазерных импульсов Хелуортом и др. [16 – 18]. Авторы 
этих работ действовали ставшим к тому времени стан-
дартным методом, основанным на скалярном волновом 
уравнении, но вместо сферически-симметричного вос-
пользовались более сложным решением с цилиндричес-
кой симметрией, найденным ранее в [11]. Оно служило 
«образующей функцией» для пучков, соответствующих 
точным несингулярным решениям уравнений Максвелла 
и имеющих в фокусе форму «пончика» (doughnut). Резуль-
таты расчётов применялись для описания однопериодных 
лазерных импульсов и их пространственно-вре менных кор-
реляций, ускорения ими релятивистских электронов и 
экспериментов с терагерцевым излучением. Обсуждались 
возможности получения таких импульсов в волноводах и 
резонаторах с изогнутыми зеркалами.

В работе [19], являющейся развитием [20], структура 
сфокусированных лазерных пучков исследуется с целью 
наблюдения квантово-электродинамических эффектов. В 
ней также применяется метод скалярного волнового урав-
нения с производящей функцией, обладающей осевой сим-
метрией. Однако вместо стандартного оператора [12, 13] 
предлагается новый оператор, переводящий эту функцию 

в решение уравнений Максвелла. Изучена стру  к тура сфо-
кусированных гармонического и субпериодного импуль-
сов. Результаты исследований используются в расчётах 
пороговой интенсивности, при которой в лазерном поле 
рождаются электронно-позитронные пары [21].

Самый простой, в смысле описания элементарными 
функциями, световой импульс с конечной энергией мож-
но представить себе следующим образом. Сферическая 
оболочка произвольной формы, заполненная полем, сжи-
мается к центру, проходит через него, интерферируя не-
которое время сама с собой, и затем продолжает расши-
ряться, уходя на бесконечность. При этом форма оболоч-
ки меняется незначительно, кроме момента сжатия, после 
чего она восстанавливается. Соответствующее решение 
обсуждается в [8, 22] и в настоящей работе. Авторы [22] 
для вывода несингулярного решения вводят вектор Гер-
ца точечного источника, а затем, как и в [19], складыва-
ют запаздывающий и опережающий потенциалы, следуя 
[23, 24]. Результаты расчётов используются для анализа 
структуры поля, оценки максимальной его величины и 
объёма, занятого полем при фокусировке. Предлагается 
метод получения рассмотренных пучков в «4p-фокуси-
рующих системах» с параболическими зеркалами. В ра-
боте [8] то же решение находится стандартным методом 
скалярного волнового уравнения, однако временная струк-
тура импульса иная. Существенным недостатком, ог рани-
чивающим практическое применение результатов [8, 22], 
является отсутствие параметра, отвечающего за расходи-
мость. Тем не менее они позволяют связать максимальное 
поле в момент сжатия с полной энергией и спектром пада-
ющего импульса [8], а также проследить эволюцию формы 
импульса в процессе фокусировки. Это обстоятельство 
указывает на принципиальную возможность формирова-
ния временной структуры импульса для достижения мак-
симальных полей в фокусе [22].

Теории электромагнитных импульсов, их инвариантам 
и примерам посвящена монография [25]. Большое число 
точных решений скалярного волнового уравнения содер-
жится в обзоре [9] и в более поздней работе [26]. В соот-
ветствии с вышесказанным они могут быть использованы 
для построения свободных электромагнитных полей. Ещё 
один регулярный подход может быть развит с помощью 
классификации решений волнового уравнения и уравне-
ний Максвелла на основе представлений группы враще-
ний и шаровых векторов [27, 28]. В пользу этого говорит 
и результат, изложенный в Приложении.

3. Схлопывающаяся оболочка – 
электромагнитный импульс с конечной 
энергией

Как известно, уравнения Максвелла для электромаг-
нитного моля в пустом пространстве можно записать в 
виде системы уравнений для вектор-потенциала A:

c
A A1

2
D = p , (1а)

divA = 0, (1б)

где c – скорость света в вакууме. При этом векторы элек-
трического (E) и магнитного (H) полей выражаются че-
рез потенциал A следующим образом:

1 Несмотря на это, параболическое уравнение и связанные с ним 
пучки нашли и находят широчайшее применение в практических 
задачах оптики и физики линейных и нелинейных волновых про-
цессов. Подробнее об условиях применимости параболического 
волнового уравнения можно узнать в [9]. Тема настоящей работы 
выходит за рамки обсуждения этих условий.   
2Cправедливо и другое (в каком-то смысле обратное) утвержде-
ние – теорема Уиттекера [12, 13]: любое свободное электромагнит-
ное поле может быть выражено через два решения скалярного вол-
нового уравнения. Более изящно теорема формулируется так: лю-
бое свободное электромагнитное поле является суперпозицией 
двух полей, каждое из которых построено на основе точного реше-
ния скалярного волнового уравнения.
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c
E A1=- o ,   H = rotA. (2)

Интересующие нас решения системы (1) и соответствую-
щие им поля (2) имеют достаточно общий вид:

( , ) ( , )t u tA r l r# d= ,   
¶
¶ ( , )

c t
u tE l r1

# d=- , 

(3)

 ( , ) ( ) ( , )u t u tH l r l rd dD= - ,

где l – произвольный единичный аксиальный вектор, а 
u (r, t) – произвольное решение скалярного волнового 
уравнения

u
c
u1

2
D = p . (4)

Если взять решение уравнения (4) в виде плоской вол-
ны, то нетрудно убедиться в том, что подстановка его в 
выражения (3) и (2) даст решение уравнений Максвелла 
(1) в виде плоской волны с линейной поляризацией, век-
тор которой перпендикулярен как вектору l, так и на-
правлению распространения волны. Однако решение в 
виде плоской волны для упомянутой задачи не подходит, 
поскольку имеет бесконечную энергию.

Для решения поставленной задачи можно использо-
вать сферически-симметричное решение уравнения (4) без 
особенности в нуле:

( , )
| |

( | |) ( | |)
u t

f ct f ct
r

r
r r

=
+ - - , (5)

где f (x) – вещественная, гладкая, быстро спадающая при 
больших x функция. Подстановка этого выражения в (3) 
даёт следующие выражения для электрического и магнит-
ного полей:

¶
¶

¶
¶

¶
¶( )lnu

r r
u r

r r r
uH l n1 1D= - -` `j j, 

(6)

¶ ¶
¶

c t r
uE n l 2

#= ,   | |r r= ,   
r

n r= .

Точку r = 0 логично назвать точкой схлопывания волны. 
Выражения (6) сильно упрощаются в двух предельных 
случаях: для бесконечно удаленных по времени и про-
странству точек и для самой точки схлопывания. В пер-
вом случае (при ct ® ¥, r = ct – x® ¥, x – переменная, мо-
дуль которой не превышает величину порядка длины им-
пульса) имеем

( )
r
g ct rE n l#= - ,   

( )
( )

r
g ct rH

l n ln
=

-
- , (7)

а во втором (при r = 0) получаем

0E = ,   ( )lg ctH
3
4= l , (8)

где 

( ) ( )g x f x= ll  (9)

– новая произвольная функция, через которую могут быть 
выражены полная энергия импульса E  и плотность энер-

гии в центре e(r = 0, t). Соответствующие формулы приве-
дены в [8].

Формулы (7) и (8) демонстрируют эффект простран-
ственно-временных корреляций: по мере распростране-
ния к центру форма схлопывающегося импульса транс-
формируется в форму своей производной. Они позволя-
ют также получить ряд полезных соотношений, напри-
мер связь полной энергии импульса E  с максимальным 
значением её плотности в точке схлопывания em:

3
e

( )

[ ( )]max

dg x x

g x

3E
m

2

2

p
=

3-

l

y
. (10)

Здесь для вычисления полной энергии импульса исполь-
зовалась теорема Пойнтинга. Выражения (7) и (8) дают 
возможность получить простое соотношение для форм 
спектра импульса в точке схлопывания (F0(w)) и вдали от 
нее (F∞(w)):

F0(w) µ 
3

( )exp i dg x
c
x x

2w-
3-

l c my

 
3

( )exp i d
c

g x
c
x x

2 2w w= -
3-

` cj my  µ w2F∞(w). (11)

Формула (10) является наиболее общей, однако она не 
позволяет выразить указанное отношение через обще-
принятые параметры импульса: длительность, частоту и 
ширину спектра. Действительно, такие выражения долж-
ны зависеть от конкретной формы (типа) импульса, неко-
торые из них будут рассмотрены ниже. Для начала опре-
делимся с выбором основных универсальных временных 
и спектральных характеристик импульса.

4. Квазимонохроматический гауссов импульс

При рассмотрении вещественных импульсов произ-
вольной формы g(t) в качестве временной характеристи-
ки выберем корень из дисперсии времени st и назовем её 
длительностью:

-t tt
2 2G H G Hs = ,   3

3

( )

( )

d

d
t

g t t

tg t t

2

2

G H=

3

3

-

-

y
y

, 

(12)

 3

3

( )

( )

d

d
t

g t t

t g t t
2

2

2 2

G H=

3

3

-

-

y
y

.

В качестве спектральных характеристик используем цен-
тральную (среднюю) частоту w0:

3

3

| ( )|

| ( )|

d

d

G

G
0

2

0

2

0G Hw w
w w

w w w
= =

y
y

, (13)

и ширину спектра sw (корень из дисперсии частоты):

2
0
2G Hs w w= -~ ,  3

3

| ( )|

| ( )|

d

d

G

G
2

2

0

2 2

0G Hw
w w

w w w
=
y
y

,  (14)

где
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3

( ) ( ) ( )exp i dG g t t tw w= -
3-

y  (15)

– фурье-образ функции g(t). Начнем с импульса, рассмо-
тренного в [8, 22], для которого функция g(x = ct) задается 
выражением 

g(x) = Cexp(–x2/a2) sin(qx). (16)

В случае, если

qa >> 1, (17)

этот импульс можно назвать квазимонохроматическим 
га уссовым, а длительность st, ширина спектра sw и цен-
тральная частота w0 согласно (12) – (14) определяются со-
отношениями

st = a/(4c),    w0 = qc,    sw = c/a. (18)

Подставим теперь функцию (16) в выражение (10) и с учё-
том (18) получим

e
a
q
3

2
3
8 2

E

/
m

2 3 2

0

3

0p
p

l w
s

= = ~c cm m . (19) 

Здесь l0 = 2pc/w0 – центральная длина волны для рассма-
триваемого импульса. Выражение (19) имеет наглядный 
смысл: отношение максимальной плотности энергии им-
пульса к полной его энергии пропорционально относи-
тельной ширине спектра и обратно пропорционально 
объёму области пространства с линейными размерами 
по рядка l0.

5. Приближенная оценка  
максимальной плотности энергии  
для квазимонохроматического случая  
(«термодинамический предел»)

Формулу, подобную (19), для квазимонохроматичес-
кого пучка можно получить путём оценки максимально 
достижимой яркости излучения в точке фокусировки. 
Пусть импульс представляет собой плоскую волну, кото-
рая падает на идеальную фокусирующую систему. Вход 
этой системы круглый и имеет радиус R, а выход виден из 
точки фокусировки под телесным углом W (рис.1). Для 
оценки яркости излучения в точке фокусировки восполь-
зуемся теоремой о том, что она не может превышать яр-

кость источника. Как известно, яркость является поняти-
ем геометрической оптики, в то время как указанный пре-
дел плотности энергии полностью определяется волно-
выми свойствами излучения. Однако отмеченное несоот-
ветствие можно преодолеть, заменив упомянутую систе-
му фокусировки эквивалентной (рис.2), в которой для 
оценки «волновых» ограничений можно использовать па-
раксиальное приближение.

Представленная на рис.2 дополненная схема отлича-
ется от исходной (рис.1) наличием перед фокусирующей 
системой диафрагмы радиусом R и двух одинаковых линз 
с общим фокусом. Здесь предполагается, что

1 >> R/F >> l0/R. (20)

В данном случае пучок на выходе второй линзы прак-
тически не будет отличаться от пучка на входе первой, 
поскольку при выполнении второго неравенства в (20) 
справедливы законы геометрической оптики. При этом 
можно сказать, что наша фокусирующая система вместе 
со второй линзой фактически создает изображение диф-
ракционного пятна, расположенного в точке общего фо-
куса линз. Максимальную интенсивность излучения в этом 
дифракционном пятне легко найти с помощью интеграла 
Френеля, зная соответст вующий максимальный поток из-
лучения Fmax через входную диафрагму:

I
R F

R
max

max
max0 2

0

2 2

0
2
0

p
p
l l

F F W
= =c m . (21)

Здесь W0 = pR2/F 2 – фактически телесный угол, в котором 
сосредоточено излучение из дифракционного пятна. Та-
ким образом, дифракционное пятно в фокусе линз можно 
рассматривать как протяженный источник излучения с 
максимальной яркостью

B I
max

max max

0

0

0
2lW

F
= = . (22)

Тогда, согласно упомянутой теореме, величиной (22) ог-
раничена яркость излучения в точке фокусировки. Это 
значит, что для искомой максимальной плотности энер-
гии em можно записать следующую оценку:

e 4
c
I

c
B

c
max max max

m

0
2

G p
l

W F
= = . (23)

Здесь мы предполагаем, что максимальный телесный 
угол, в котором проводится фокусировка, равен 4p.

Остаётся выразить максимальный поток энергии Fmax 
через параметры импульса. Для импульса вида (16) с учё-
том (17) временную зависимость потока энергии F (t) 
можно представить в видеРис.1. Схема фокусировки плоской волны.

 

Рис.2. Эквивалентная дополненная схема фокусировки плоской 
волны.
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( ) ( )exp sint
a
c t qct2

max 2

2 2
2F F= -c m . (24)

Тогда полная энергия

3

( )dt t
c
a

8
E max

pF F==
3-

y . (25)

Окончательно выражение (23) с учетом (25) и (18) можно 
представить в виде 

e 2
a a

q8 2 8 2
E

/
m

0
2

3 2 2

0

3

0
G p

p
p

l l w
s

= = ~c cm m . (26)

Заметим, что получившаяся формула отличается от точ-
ной формулы (19) числовым коэффициентом 3.

6. Сверхкороткие импульсы различной формы

Рассмотрим теперь случай сверхкоротких импульсов 
и попробуем для них получить похожие на (19) выраже-
ния. Отметим, что для этих импульсов средняя частота и 
средняя длина волны не связаны таким простым соотно-
шением, как (19) для квазимонохроматического импуль-
са. В то же время значение средней длины волны, вычис-
ленное путём усреднения по частотам, может оказаться 
бесконечным. В связи с этим характерную длину волны 
для импульса l0 будем определять через среднюю частоту 
w0 так же, как и в квазимонохроматическом случае:

c2
0

0

pl
w

= ,    w0 = áwñ. (27)

Здесь мы не будем рассматривать задачу в общем виде, а 
ограничимся типами импульсов, приведёнными в [29].

однопериодный гауссов импульс. Его можно задать в 
виде (16), предположив при этом, что q ® 0. В таком слу-
чае это выражение перейдёт в выражение

g(x) = Cxexp(–x2/a2). (28)

Отношение максимальной плотности энергии в точке 
схлопывания к полной энергии (10) принимает вид

e

a3
2 2

E
m

3

3

p= c m . (29)

Теперь выразим ту же величину через спектральные пара-
метры. Подставляя спектр импульса

| ( )| expG A
c
a

2
2 2 2

2

2 2

w w w= -c m 

в (13), (14), находим соотношения

c a
1 80

p
w

=  » .
a
1 77 ,     

c a
3

2

2

2

G Hw
= , 

 
c a

1 3 8
p

s
= -~ » .

a
0 67 . 

(30)

Здесь A – константа, связанная с константой C из (28). Вы-
полняя несложные преобразования, получаем аналог вы-
ражения (19):

e 38
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2 8 2

E

/
m

1 2

0

3

0p p
p

l w
s

= - ~
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c cm m  

 » 1.6 2
0

3

0

p
l w

s~c m . (31)

Полупериодный гауссов импульс. Он получается также 
путём предельного перехода к нулевой частоте модуля-
ции в (16), но только при предварительной замене синуса 
косинусом:

g(x) = Cexp(–x2/a2). (32)

Выражение (10) принимает вид

e

ea3
2 2

E

/
m

3

3 2

p= c m . (33)

Cпектр импульса и его параметры опредедяются соотно-
шениями

| ( )| expG A
c
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2
2 2

2

2 2

w w= -c m,   
c a

1 20

p
w

=  » .
a
0 8 ,

 
c a
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2

2

G Hw
= ,   

c a
1 3 2

p
s

= -~  » .
a

0 603 , 
(34)

а приведенная плотность энергии

e
E
m  » 2.56 2

0

3

0

p
l w

s~c m . (35)

Полупериодный солитоноподобный импульс. Для соли-
тонов (устойчивых конфигураций поля, поддерживаемых 
пространственным профилем нелинейной добавки к по-
казателю преломления среды) поле не может убывать 
быстрее, чем экспонента от модуля координаты. Наи бо-
лее близко соответствующей такому закону регулярной 
функцией является гиперболический секанс. В работе [9] 
полупериодный солитоноподобный импульс задается сле-
дующей зависимостью поля:

( )
( / )cosh

g x
x a

C
2= . (36)

Выражение (10) для него имеет вид

e

27 a
4

E
m

3p
= . (37)

Преобразование Фурье от функции (36) берётся путём 
интегрирования по контуру на комплексной плоскости 
– ¥ ® + ¥ ® + ¥ + ipa ® – ¥ + ipa ® – ¥ и сводится к одному 
вычету (в точке ipa/2). В результате имеем соотношения

( )
( / )sinh

G
a c

A
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w
w= , (38)
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Здесь

(3) n
n

3

1

z =
3

-

=

/
– соответствующее значение дзета-функции Римана. В 
итоге отношение (37) выражается через параметры спек-
тра следующим образом:

e
E
m  » 2.72 2

0

3

0

p
l w

s~c m . (40)

однопериодный солитоноподобный импульс. Ему соот-
ветствует производная от импульса вида (36), т. е.

( )
( / )
( / )

cosh
sinh

g x
x a

C x a
3= . (41)

Для неё выражение (10) имеет вид

e

a4
5

E
m

3p
= . (42)

Поскольку производная (41) пропорциональна произво-
дной от полупериодного импульса (36), его спектр полу-
чается из соответствующего выражения (39) умножением 
на w2 :

| ( )|
( / )sinh

G
a c

A2

2

2 4

p
w

w
w= . (43)

Для вычисления параметров спектра будем использовать 
общую формулу для интегралов:

3

[ / ( )] ( )
! ( )

sinh
d
a c a

n n
2
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n2
0

1p pw
w w z=

+y , (44)

применимую также для получения результатов по форму-
лам (39). Таким образом, для параметров спектра (43) по-
лучаем соотношения
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c a7
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G Hw
= ,  

c
s~  » .

a
0 729 . (45)

Окончательно выражение для приведённой плотности 
энер гии принимает вид

e
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m  » 2.7 2
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3

0

p
l w

s~c m . (46)

Полупериодный лоренцевский импульс. Его образую-
щая функция имеет форму резонансной кривой:

( )g x
a x
C

2 2=
+

. (47) 

Отношение (10) имеет вид

e

a32
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E
m

2 3p
= . (48)

Спектр импульса (47) и его параметры определяются со-
отношениями
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а выражение для приведённой плотности энергии (48) 
преобразуется в выражение
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Рассмотренные характеристики одно- и полупериодных 
непараксиальных схлопывающихся импульсов приведе-
ны в табл.1.

Таким образом, формулы (31), (35), (40), (46) и (50) по-
казывают, что выражение для предельной приведённой 
плотности электромагнитной энергии схлопывающегося 
импульса (19), найденное в [8] для квазимонохромати-
ческого случая, остаётся справедливым и для одно- и по-
лупериодного импульсов с точностью до множителя 0.6 – 
1.4. Различие связано с формой сверхкороткого импульса. 
Максимальное значение приведённой плотности энергии 
получается для полупериодного лоренцевского импульса. 
Отметим, что согласно [29] вероятность ионизации атома 
в поле одно- и полупериодных импульсов также зависит 
от их формы.

7. Выводы

Итак, в настоящей работе на примере простейшего 
точного решения уравнений Максвелла с конечной энер-
гией поля исследованы свойства электромагнитных пуч-
ков, не связанные с приближениями их параксиальности 
и монохроматичности, что дало возможность рассмотреть 
одно- и полупериодные импульсы.

Показано, что приведённая максимальная плотность 
электромагнитной энергии схлопывающегося импульса, 
найденная ранее для квазимонохроматического гауссова 
импульса, сохраняет свою величину в случаях одно- и 
полупериодных импульсов с точностью до множителя 
0.6 – 1.4, зависящего от формы импульса. Установлено, что 
форма произвольного импульса по мере его распростра-
нения к центру схлопывания преобразуется в форму сво-
ей производной.

Исследованные решения уравнений для электромаг-
нитного поля соответствуют сферически-симметричным 
решениям скалярного волнового уравнения. Последнее 
имеет также точные аналитические решения без радиаль-
ной симметрии, отвечающие сферическим гармоникам 
с индексом l ¹ 0 (см. Приложение). Очевидно, что для 
них тоже может быть построена изложенная в настоя-
щей статье теория.

Установленные соотношения между максимально до-
стижимой плотностью электромагнитной энергии и спе к-
 тром схлопывающегося импульса могут быть полезны 
для эвристических оценок. Для практических целей жела-
тельно провести аналогичное исследование параметров 
электромагнитных импульсов, соответствующих решени-
ям скалярного волнового уравнения с цилиндрической 
симметрией.

Отметим в заключение, что в ряде работ (см. разд.2) 
рассматривается движение заряженных частиц в пучках, 
описываемых точными решениями уравнений Максвелла. 
Это несомненно представляет определённый интерес в 
случаях (включая и эту работу), когда решения содержат 
произвольную функцию времени и позволяют моделиро-
вать импульсы произвольной временной формы с произ-
вольным числом периодов. В то же время пространствен-
ная структура поля, как правило, вполне конкретна (в на-
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стоящей работе – это сферическая гармоника) и может 
быть весьма далека от той, которая обычно встречается 
на практике. Поэтому в работах [16 – 18, 22] предлагались 
оптические системы для преобразования лазерного излу-
чения в пучки, описываемые точными решениями уравне-
ний для поля. Другой подход заключается в поиске новых 
точных решений уравнений Максвелла, более полно вос-
производящих характеристики реального лазерного из-
лучения [19, 26, 30].
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Приложение

Кроме сферически-симметричного решения (5) ска-
лярное волновое уравнение (4) имеет решение в виде сфе-
рических гармоник:

( , ) ( , ) ( , )u t Y R r tr lm lq j= , (П1)

где ( , )Ylm q j  – сферическая функция, а радиальная функ-
ция Rl (r, t) удовлетворяет уравнению

¶
¶

¶
¶ ( 1)

r
r

r
R l l R

c
r Rl

l l
2

2

2

- + = pc m . (П2)

Выразим теперь функцию Rl (r, t) через произвольную глад-
кую функцию f (x), пользуясь тем, что для l = 0 решение 
представимо в виде (5). Для этого повторим рассуждения, 
приведённые в [31]. Предположим, что мы нашли реше-
ние Rl (r, t) уравнения (П2) для некоторого l. Запишем 
уравнение (П2) при l = l + 1:

¶
¶

¶
¶ ( 1)( )

r
r

r
R l l R

c
r R2l

l l
2 1

1 2

2

1- + + =+
+ +

pc m . (П3)

Подставим в (П3) функцию

¶
¶R r
r r
R

l
l

l
l

1 =+ c m. (П4)

Для правой части (П3) с учётом (П2) получим выражение

Табл.1. Спектральные параметры и коэффициенты при приведённой плотности энергии (10) для различных типов импульсов.

Тип импульса                         Форма
Параметры импульса

Коэффициент приведённой  
плотности энергии

w0 sw

Квазимонохрома - 
тический гауссов

a

qc c/a 1 (см. (19))

Однопериодный гауссов

a

1.77c/a 0.67c/a 0.6

Полупериодный гауссов

a

0.8c/a 0.603c/a 0.96

Однопериодный  
солитоноподобный

a

1.525c/a 0.729c/a 1.013

Полупериодный 
солитоноподобный

a

0.698c/a 0.56c/a 1.02

Полупериодный 
лоренцевский

a

0.5c/a 0.5c/a 1.347
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а для левой части (П3) – выражение

¶
¶

¶
¶

¶
¶( 1)( 2)

r
r

r
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R
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Rl l l

2

2

- - - + + -c m. (П6)

Из (П5) и (П6) следует, что равенство (П3) выполняется. 
В итоге мы имеем рекуррентную формулу (П4), кото-

рая вместе с формулой (5) даёт решение радиального вол-
нового уравнения для сферической волны при любом l, 
содержащее произвольную гладкую функцию f (x).

Приведём в заключение выражения для радиальных 
функций Rl (r, t) для первых трёх гармоник:

( , )
( ) ( )

R r t
r

f ct r f ct r
0 =

+ - - ,

( , )
( ) ( )

R r t
r

f ct r f ct r
1 =

+ + -l l

( ) ( )
r

f ct r f ct r
2-

+ - - , (П7)
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