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Ионизация	атомов	и	ионов	является	одним	из	ключе-
вых	процессов,	сопровождающих	взаимодействие	мощного	
лазерного	излучения	с	веществом.	Механизмы,	индуциро-
ванные	ионизацией,	играют	важную	роль	во	многих	явле-
ниях	и	приложениях,	таких	как	генерация	высоких	гармо-
ник	[1,	2],	генерация	терагерцевого	излучения	[3	–	5],	иони-
зационная	инжекция	в	лазерно-плазменных	ускорителях	
[6	–	8],	инициация	квантовоэлектродинамических	каскадов	
затравочными	 электронами,	 образующимися	 при	 иони-
зации	атомов	с	большим	зарядовым	числом	[9,	10],	и	др.	
Ионизация	в	лазерной	плазме	может	быть	вызвана	стол-
кновением	атомов	с	энергичными	частицами	(ударная	ио-
низация)	или	воздействием	на	них	сильного	электромаг-
нитного	поля	(полевая	ионизация).	В	монохроматической	
электромагнитной	 волне	 с	 произвольной	 поляризацией	
полевая	ионизация	может	происходить	в	трех	различных	
режимах	в	зависимости	от	амплитуды	колебаний	электри-
ческого	поля	и	частоты	излучения:	в	режиме	многофотон-
ной	ионизации	(multi-photon	ionization,	MPI)	при	Emax << EK,	
в	 режиме	 туннельной	 ионизации	 (tunnel	 ionization,	 TI)	
при	EK << Emax << Ecr	и	в	режиме	«подавления	барьера»	
(barrier	suppression	ionization,	BSI)	при	Emax ³ Ecr	(	рис.1).	
Здесь	Emax	–	амплитуда	колебаний	электромагнитного	поля;	
EK = wlas(2	me I i	)1/2/e	–	пороговое	поле,	 связанное	с	па-
раметром	Келдыша	gK = wlas(2	me I i	)1/2/e Emax = EK /Emax;	
Ecr	–	критическое	поле,	при	превышении	которого	пода-
влен	барьер	атомного	потенциала	(количественно	опре-
делено	 далее);	 I i	 –	 потенциал	ионизации	 атома	 (иона);	
w las	 –	частота	лазерного	излучения;	c	 –	 скорость	света;	
me	–	масса	электрона;	e	>	0	–	элементарный	заряд.

Скорость	ионизации	в	многофотонном	и	туннельном	
режимах	 можно	 рассчитать	 аналитически	 [11	–	14].	 В	 то	
время	 как	 для	 осуществления	 процесса	 многофотонной	
ионизации	 необходима	 периодическая	 модуляция	 поля,	
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Рис.1.	 Схематические	изображения	многофотонного	(a)	и	туннель-
ного	(б )	режимов,	а	также	режима	подавления	барьера	(в)	для	ио-
низации	в	 сильном	поле,	которые	реализуются	в	 зависимости	от		
величины	 напряженности	 внешнего	 поля.	 Сплошными	 кривыми		
показаны	атомные	потенциалы	V(x)	или	суперпозиции	атомного	
потенциала	и	потенциала	внешнего	поля	(V(x)	+	Ex).	Стрелки	де-
монстрируют	 электронный	 переход	 во	 время	 ионизации;	 e	 и	x – 
энергия	и	координата	электрона.
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туннельная	 ионизация	 в	 сильном	поле	 (	gK <<	 1)	может	
быть	рассчитана	в	приближении	стационарного	поля.	При	
этом	скорость	туннельной	ионизации	[14	–	16]
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где	F = E/(k3Ea)	–	мгновенная	нормированная	напряжен-
ность	электрического	поля;	k2 = I i	/IH;	n* = Z /k	–	эффек-
тивное	главное	квантовое	число	иона;	Z	–	зарядовое	чис-
ло	иона;	l * = n*	–	1	–	эффективное	орбитальное	квантовое	
число;	l	и	m	–	орбитальное	и	магнитное	квантовые	числа	
соответственно;	IH = m e e 4/(2 2& )	-13.6	эВ	–	потенциал	ио-
низации	атома	водорода;	Ea = m ee

2 5 4&-  » 5.1	́  10	9	В/см	–	
атомное	электрическое	поле;	wa = m e e 4 3& -- 	4.1	́  1016 c –1	

–	атомная	частота;	Г (x)	–	гамма-функция	[17].	Для	расче-
та	полной	вероятности	однократной	ионизации	скорость	
ионизации	необходимо	проинтегрировать:

1 exp dW t w E t ti i= - -
t

3-
l l_ _i i7 A( 2y ,	 (2)

где	wi	–	скорость	ионизации	(в	роли	которой	может	вы-
ступать	как	wTI,	так	и	другая	формула	для	скорости	иони-
зации,	применимая	в	рассматриваемом	случае),	в	формулу	
для	 которой	 подставляется	 мгновенное	 (без	 усреднения	
по	периоду)	значение	напряженности	внешнего	поля	E(t).

Когда	внешнее	поле	настолько	сильно,	что	максимум	
потенциального	барьера,	образованного	в	результате	су-
перпозиции	атомного	и	внешнего	полей,	ниже,	чем	началь-
ный	уровень	энергии	электрона,	ионизация	поля	развива-
ется	в	режиме	подавления	барьера,	 в	котором	электрон	
становится	 свободным	и	 вместо	 туннелирования	может	
двигаться	 над	 барьером.	 В	 режиме	 подавления	 барьера	
амплитуда	внешнего	поля	превышает	Ecr = Ea k 4/(16	Z ).	
Например,	для	атома	водорода	Ecr = Ea /16 » 3.2	́ 	108	В/см,	
что	 соответствует	 интенсивности	 лазерного	 поля	 1.4	́  
1014	Вт/см2.

Из	оценок	следует	[18],	что	при	использовании	сфоку-
сированных	коротких	субпетаваттных	лазерных	импуль-
сов	 полная	 ионизация	 может	 достигаться	 при	E L  Ecr,	
когда	формулы	для	многофотонной	и	туннельной	иони-
зации	неприменимы.	Для	полевой	ионизации	при	E L  Ecr 
было	 предложено	 множество	 эмпирических	 формул	
[19	–	22],	 однако	 большинство	 из	 них	 не	 обеспечивают	
должную	асимптотику	в	пределе	больших	полей,	соответ-
ствующем	режиму	подавления	барьера.	Более	того,	они	
применимы	только	к	ограниченному	набору	атомов	и	ио-
нов.	В	то	же	время,	предшествующие	теоретические	рас-
четы	скорости	ионизации	в	режиме	подавления	барьера	
[23,	24]	также	дают	результаты,	не	совпадающие	с	резуль-
татами	численного	моделирования.	Модели	полевой	ио-
низации	широко	используются	в	PIC-моделировании,	ко-
торое	стало	незаменимым	инструментом	для	исследова-
ния	 взаимодействия	 лазерного	 излучения	 с	 веществом.	
Некоторые	 модели	 учитывают	 потери	 энергии,	 связан-
ные	с	ионизацией	[25,	26],	а	также	могут	использоваться	

для	моделирования	множества	событий	ионизации	в	пре-
делах	одного	временного	шага	основного	цикла	PIC-ко-
да	 [10,	26	–	28].	В	идеале	формула	для	PIC-кодов	должна	
быть	простой	и	недорогой	в	вычислительном	отношении,	
при	этом	справедливой	в	широком	диапазоне	интенсив-
ностей	лазерного	излучения	и	применимой	ко	многим	ти-
пам	атомов	и	ионов.	До	недавнего	времени	модели	поле-
вой	ионизации,	используемые	в	PIC-кодах,	описывали	
только	режим	туннельной	ионизации	или	основывались	
на	слишком	простых	и	неточных	подходах.	Например,	
одна	 из	 моделей	 основана	 на	 использовании	 формулы	
туннельной	ионизации	для	E < Ecr,	а	при	E ³ Ecr	электрон	
автоматически	считается	полностью	свободным	(см.,	напр.,	
[29]).	Эта	модель	может	существенно	завышать	эффектив-
ность	ионизации	в	режиме	подавления	барьера	для	мощ-
ного	электромагнитного	поля.

Скорость	ионизации	в	режиме	подавления	барьера	была	
недавно	теоретически	рассчитана	в	классическом	[10]	и	в	
квантовом	[18]	подходах	в	сильнополевом	(E >> Ecr)	пре-
деле:
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В	этом	пределе	скорость	ионизации	линейно	зависит	от	
напряженности	 внешнего	поля,	 в	 то	 время	 как	 атомная	
система	характеризуется	потенциалом	ионизации	атома	
или	иона.	Также	была	предложена	кусочная	формула	для	
скорости	ионизации	в	туннельном	режиме	и	в	режиме	по-
давления	барьера	с	корректной	асимптотикой	в	пределе	
сильного	поля	[18]:
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где	значение	E0	определяется	из	соотношения	wTI	(E0)	= 
wBSI	(E0).

Однако	точность	формулы	(4)	невелика	в	переходной	
области	между	обоими	режимами,	соответствующей	ам-
плитуде	поля	E L  Ecr.	В	настоящей	работе	мы	предлагаем	
улучшенную	формулу,	которая	включает	в	себя	не	только	
скорость	туннельной	ионизации	для	E << Ecr	и	скорость	
ионизации	в	режиме	подавления	барьера	 в	 сильнополе-
вом	пределе	для	E >> Ecr,	но	и	скорость	ионизации	в	пере-
ходном	режиме	E L  Ecr.	Скорость	ионизации	вблизи	кри-
тического	поля	E L  Ecr	может	быть	оценена	с	использова-
нием	эмпирической	формулы,	предложенной	Бауэром	и	
Мюлзером	для	атома	водорода	[21],
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В	отличие	от	(3)	wBM	квадратично	зависит	от	амплитуды	
лазерного	поля	(см.	рис.6	в	работе	[21],	на	котором	пред-
ставлены	результаты	численного	моделирования	нестаци-
онарного	уравнения	Шредингера	для	атома	водорода	и	
на	котором	видны	квадратичная	зависимость	скорости	ио-
низации	от	E	и	переход	к	линейной	зависимости).	Строго	
говоря,	формула	(5)	является	проверенным	приближени-
ем	только	для	атома	водорода	и	водородоподобных	ио-
нов,	имеющих	один	электрон,	зарядовое	число	Z	и	потен-
циал	ионизации	Ii = Z 2IH.	Тем	не	менее	формула	(5)	мо-
жет	быть	обобщена	на	случай	произвольного	атома	или	
иона	 путем	 подстановки	 соответствующего	 потенциала	
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ионизации	Ii,	и	мы	предполагаем,	что	она	даст	разумную	
оценку	для	скорости	ионизации	даже	в	этом	случае.	Ито-
говая	формула	для	скорости	ионизации,	включающая	тун-
нельный	 режим,	 режим	 подавления	 барьера	 и	 переход-
ный	режим,	может	быть	записана	следующим	образом:
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где	E1	и	E2	определяются	из	соотношений	w TI	(E1)	= w BM	(E1)	
и	wBM(E2)	= wBSI	(E2).	Предложенная	формула	хорошо	под-
ходит	для	использования	в	PIC-кодах,	поскольку	ско-
рость	ионизации	зависит	от	локального	мгновенного	зна-
чения	 напряженности	 ионизирующего	 поля,	 а	 также	 от	
потенциала	ионизации.

Для	начала	сравним	предсказания	предложенной	фор-
мулы	(6)	для	водорода	с	численными	результатами,	полу-
ченными	 в	 работе	 [21]	 путем	 решения	 нестационарного	
уравнения	Шредингера	(	рис.2,а).	Из	сравнения	видно,	что	
аналитические	 и	 численные	 результаты	находятся	 в	 до-
вольно	хорошем	согласии.	Зависимость	в	сильнополевом	
пределе	действительно	линейна	в	численном	моделирова-
нии,	но	коэффициенты	пропорциональности	различают-
ся,	что	приводит	к	небольшому	смещению	между	числен-
ной	кривой	и	моделью	на	рис.2,а	в	логарифмическом	мас-
штабе.	Это	различие	может	быть	 связано	 с	 неточным	

определением	 скорости	ионизации.	В	отличие	от	 тун-
нельного	режима,	зависимость	полной	вероятности	ио-
низации	от	времени	в	режиме	подавления	барьера	не	яв-
ляется	экспоненциальной	даже	для	статического	поля		[18],	
поэтому	скорость	ионизации	зависит	не	только	от	мгно-
венного	значения	поля,	но	и	от	предыстории	его	воздей-
ствия	на	систему.	Тем	самым	введение	функции	w i	(E )	явля-
ется	 приближением,	 используемым	 для	 качественного	
описания	процесса	ионизации.	Некоторые	способы	опреде-
ления	численного	коэффициента	в	этой	зависимости,	ко-
торые	приводят	к	несколько	иным	результатам,	обсужда-
ются	в	работе	[18].	Кроме	того,	условие	ионизации	может	
быть	по-разному	реализовано	в	численном	моделирова-
нии:	через	корреляционную	функцию	между	волновой	
функцией	электрона	и	состояниями	дискретного	спектра,	
через	поток	волновой	функции	электрона	через	поверх-
ность,	окружающую	ядро	атома	или	иона	на	достаточно	
большом	расстоянии,	и	т.	д.	Разные	условия	могут	приво-
дить	к	небольшим	различиям	в	вычисленной	скорости	
ионизации.

Аналогичное	сравнение	было	проведено	для	нейтраль-
ных	атомов	гелия,	неона	и	аргона	(рис.2,б – г).	Численные	
данные	получены	путем	интегрирования	уравнения	Шре-
дингера	в	одноэлектронном	приближении	и	приведены	в	
работе	[22].	Из	сравнения	видно,	что	формула	(5)	обеспе-
чивает	 достаточно	 хорошее	 приближение	 для	 скорости	
ионизации	в	переходной	области	в	том	числе	и	для	ато-
мов,	отличных	от	атома	водорода.	Кроме	того,	получен-

Рис.2.	 Зависимости	скорости	ионизации	от	напряженности	внешнего	поля	для	атомов	водорода	(а),	гелия	(б),	неона	(в)	и	аргона	(г)	по	ре-
зультатам	численных	расчетов	в	работах	[21]	( )	и	[22]	( ),	а	также	зависимости,	рассчитанные	в	соответствии	с	формулой	(6)	(кривая	1 ),	
формулой	(3)	для	ионизации	в	режиме	подавления	барьера	(2),	формулой	(1)	для	туннельного	режима	(3)	и	формулой	(5)	(4 ),	зависимость,	
предложенная	в	работе	[20]	(5),	зависимость,	соответствующая	формуле	(3)	с	численным	коэффициентом	1.4	вместо	0.8	(6 ).
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ные	в	работе	[22]	данные	не	распространяются	на	сильно-
полевой	предел	E >> Ecr,	что	не	позволяет	численно	про-
верить	линейный	участок	формулы	(6),	соответствующий	
формуле	(3),	для	отличных	от	атома	водорода	атомов.	
Такой	участок	можно	заметить	в	результатах	численного	
моделирования,	представленных	в	работе	[21]	для	атома	
водорода.	Поскольку	формула	(3)	получена	из	теоретиче-
ского	рассмотрения	произвольной	атомной	системы,	ли-
нейная	асимптотика	в	сильнополевом	пределе	должна	на-
блюдаться	для	произвольного	атома	или	иона.

Таким	образом,	в	настоящей	работе	предложена	общая	
формула	для	скорости	ионизации	атома	или	иона	в	силь-
ном	электромагнитном	поле,	охватывающая	широкий	ди-
апазон	интенсивностей	излучения	лазера	–	от	туннельно-
го	режима	ионизации	до	режима	подавления	барьера.	
Фор	мула	хорошо	подходит	для	PIC-кодов,	поскольку	со-
держит	зависимости	от	локального	мгновенного	значения	
на	пряженности	 ионизирующего	 поля,	 а	 зависимость	 от	
типа	атомной	системы	выражается	через	ее	потенциал	
ионизации.	Следовательно,	она	применима	для	всех	ти-
пов	атомов	и	ионов,	а	также	не	требует	значительных	вы-
числительных	ресурсов.	Предсказания	формулы	хорошо	
согласуются	 с	 результатами	 численного	моделирования	
полевой	ионизации	для	атомов	водорода,	гелия,	неона	и	
аргона,	однако	для	проверки	корректности	ее	использо-
вания	для	других	типов	атомов	и	ионов	необходимы	до-
полнительные	исследования.
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