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1. Введение

Jlазерно-плазменный	метод	ускорения	электронов	в	
вол	новодных	структурах	(в	плазменном	канале	или	в	ка-
пилляре),	основанный	на	взаимодействии	электронов	с	
быстрыми	электромагнитными	волнами,	возбуждаемыми	
в	плаз	ме	коротким	интенсивным	лазерным	импульсом,	
привлекает	в	последние	десятилетия	внимание	многих	ис-
следователей	как	перспективное	направление	для	созда-
ния	компактных	источников	сгустков	ускоренных	элек-
тронов.	Как	теоретически	[1,	2],	так	и	экспериментально	[3]	
было	показано,	что	при	относительно	небольшой	(~10	см)	
длине	капилляра	распространяющийся	в	нем	лазерный	им-
пульс	достаточной	мощности	способен	захватить	и	сфор-
мировать	из	фоновых	электронов	сгусток,	который	затем	
в	кильватерном	поле	лазерного	импульса	может	быть	ус-
корен	до	энергии	~8	ГэВ.

Однако	даже	такой	впечатляющий	на	сегодняшний	
день	результат	является	все	же	недостаточным	для	удовлет-
ворения	потребностей	физики	высоких	энергий,	которая	для	
исследования	фундаментальных	свойств	материи	нужда-
ется	в	источниках	качественных	(компактных,	моноэнер-
гетических,	с	достаточно	большим	зарядом)	сгустков	элек-
тронов	с	энергией	1	ТэВ,	т.	е.	на	два	порядка	превышаю-
щей	достигнутые	в	эксперименте	значения.	Одним	из	спо-
собов	решения	 этой	проблемы	является	применение	 в	

ус	корителях,	ускоряющих	электроны	до	столь	высоких	
энер	гий,	схемы	многокаскадного	ускорения,	когда	сгус-
ток	электронов	многократно	ускоряется,	проходя	один	
каскад	ускорения	за	другим,	при	этом	каждый	каскад	дает	
при	ращение	энергии	электронов	на	~10	ГэВ.	Возможность	
многокаскадного	 ускорения	 к	 настоящему	 времени	 уже	
подтверждена	экспериментально	[4].

При	использовании	многокаскадной	схемы	ускорителя	
возникает	ряд	новых	проблем,	например	необходимость	
обеспечения	достаточно	точного	согласования	каскадов	
между	собой	во	времени,	эффективность	передачи	элек-
тронного	сгустка	с	каскада	на	каскад	без	потери	качества	
сгустка	[5,	6],	которые	должны	быть	решены	в	будущем	
для	претворения	такой	схемы	ускорения	в	жизнь.	Одна	из	
важнейших	 задач,	 которые	 необходимо	 решить	 при	 со-
здании	ускорителя	с	большим	числом	(до	ста)	ускори-	
тельных	каскадов,	–	это	задача	сохранения	минимального	
эмиттанса	электронного	сгустка	при	его	ускорении	в	каж-
дом	каскаде.	Действительно,	эмиттанс	электронного	сгуст-
ка	определяет	угловой	и	пространственный	разброс	его	
частиц,	и	большой	эмиттанс	электронного	сгустка	в	про-
странстве	между	каскадами	означает	большой	разброс	по	
углу	 разлета	 электронов,	 так	 что	 даже	при	использова-
нии	дополнительной	фокусировки	с	помощью	активных	
плазменных	линз	[4,	7]	не	удастся	довести	весь	сгусток	до	
входа	в	следующий	каскад	ускорения	[8].

Для	решения	этой	задачи	необходимо	определить	ос-
новные	факторы,	влияющие	на	эмиттанс	ускоряемых	элек-
тронных	сгустков,	и	проанализировать	динамику	эмит-
танса	в	каскаде	ускорителя.	Эмиттанс	сгустка	электронов	
в	конце	стадии	ускорения	задается	как	начальным	его	
значением,	так	и	фазовым	перемешиванием	электронов	в	
различных	сечениях	сгустка	при	неоднородности	фокуси-
рующей	силы	кильватерных	полей,	генерируемых	лазер-
ным	импульсом	в	слабонелинейном	режиме	[9].	В	предпо-
ложении	полного	фазового	перемешивания	электронов	
сгустка	путем	вычисления	огибающей	для	различных	фа-
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зовых	эллипсов	[10]	в	различных	поперечных	сечениях	
(слайсах)	электронного	сгустка	в	работе	[11]	определен	
нормализованный	эмиттанс	всего	сгустка	в	конце	стадии	
ускорения.

Помимо	роста	нормализованного	эмиттанса	электрон-
ного	сгустка	вследствие	фазового	перемешивания	частиц,	
рост	эмиттанса	может	быть	вызван	также	нелинейностью	
поперечных	фокусирующих	сил,	развитием	различных	неу-
стойчивостей,	а	также	диссипативными	процессами,	свя-
занными	с	ускорением	электронов	[10].	Кроме	того,	воз-
можен	рост	эмиттанса,	определяемый	запаздыванием	
группы	частиц	с	большими	поперечными	скоростями	(на-
пример,	инжектированных	дальше	от	оси	ускоряющей	
структуры),	по	сравнению	с	группой	частиц	с	меньшими	
поперечными	скоростями,	что	обусловлено	ограничени-
ем	полной	скорости	частиц	скоростью	света.	Такое	за-	
паздывание	анализировалось,	в	частности,	в	недавней	ра-
боте	[12],	в	которой	вычислялся	связанный	с	этим	запаз-
дыванием	разброс	по	энергиям	ускоряемых	электронов.	
Помимо	указанных	выше	причин,	возможен	рост	эмит-
танса,	вызванный	нарушением	цилиндрической	симмет-
рии	из-за	неточной	фокусировки	электронного	пучка	вдоль	
оси	плазменного	канала	или	неточной	фокусировки	гене-
рирующего	кильватерное	поле	лазерного	излучения	в	плаз-
менный	канал.	Такой	рост	изучался	в	работе	[13],	а	до	
этого	в	работах	[14,	8]	(где	рассматривался	также	рост	
эмиттанса	вследствие	нарушения	соосности	ускоряемого	
электронного	пучка	и	капиллярного	волновода,	в	кото-
ром	он	ускоряется).

В	настоящей	работе	исследуется	динамика	поперечно-
го	эмиттанса	сгустка	электронов,	ускоряемого	в	кильва-
терных	полях,	генерируемых	лазерным	импульсом	в	сла-	
бонелинейном	режиме.	Предполагается,	что	как	лазерный	
импульс	и	генерируемые	им	кильватерные	поля,	так	и	сгу-
сток	электронов	цилиндрически-симметричны	и	распро-
страняются	коллинеарно	(без	смещения	осей).	Влиянием	
заряда	сгустка	на	генерируемые	кильватерные	поля	и,	как	
следствие,	на	ускорение	в	них	самого	сгустка	мы	прене-
брегаем,	что	справедливо,	по	крайней	мере,	для	сгустков	
с	зарядами,	не	превышающими	нескольких	пикокулонов	
для	рассматриваемого	слабонелинейного	режима	[15].	По-
мимо	этого,	мы	пренебрегаем	потерями	энергии	электро-
нов	на	синхротронное	излучение	в	процессе	их	бетатрон-
ных	колебаний,	а	также	связанным	с	такими	потерями	
возможным	ростом	эмиттанса.	Такие	потери	пропорцио-
нальны	квадрату	гамма-фактора	электронов	[16]	и	для	сла-
бонелинейного	режима	становятся	существенными	только	при	
энергиях	ускоряемых	сгустков,	превышающих	1	ТэВ	[17].

При	решении	рассматриваемой	задачи	предполагает-
ся,	что	размер	сгустка	в	продольном	направлении	доста-
точно	мал	(значительно	меньше	плазменной	длины	волны),	
поскольку	известно	(см.,	напр.,	[18	–	21]),	что	только	сгуст-
ки	с	длиной,	много	меньшей	длины	волны	плазменного	ус-
коряющего	поля,	могут	ускоряться	в	нем	более-менее	мо-
ноэнергетически,	что	является	непременным	требо	ванием	
к	ускоренному	сгустку	для	многих	приложений.	Попереч-
ный	размер	электронного	сгустка	также	предполагается	
достаточно	малым,	много	меньшим	характерного	попе-
речного	размера	неоднородности	кильватерного	поля,	ко-
торый	порядка	размера	лазерного	пятна.	Это	позволяет	ис-
пользовать	приближение	линейности	фокусирующей	попе-
речной	силы,	а	также	пренебречь	влиянием	поперечных	ко-
лебаний	электронов	на	их	продольное	ускорение.

Рассмотрен	случай,	когда	начальный	характерный	по-
перечный	размер	инжектированного	сгустка	rb(t	=	0)	пре-
вышает	согласованный	радиус	rbm = e /( )kn e0 g b ,	опреде-
ляемый	исходным	нормализованным	эмиттансом	en0,	гам-
ма-фактором	 электронного	 сгустка	 ge	 и	 фокусирующей	
силой	в	точке	инжекции,	которая	задает	модуль	волново-
го	вектора	бетатронных	колебаний	kb	[10,	16].	Согласно	
приведенному	выражению	для	rbm,	условие	rb	(t	=	0)	> rbm 
будет	наиболее	актуальным	для	относительно	небольших	
начальных	 значений	 эмиттансов	en0	 электронных	 сгуст-
ков	на	входе	в	ускорительный	кас	кад	и	больших	гамма-
факторов	сгустков	ge.	Именно	в	этом	случае	может	проис-
ходить	значительный	рост	эмиттанса	в	процессе	ускоре-
ния,	что	позволяет	пренебречь	его	начальным	значением.	
Увеличение	 эмиттанса	 обусловлено	фазовым	перемеши-
ванием	электронов	из-за	неоднородности	фокусирующей	
силы	вдоль	длины	ускоряемого	сгустка	электронов	и,	со-
ответственно,	из-за	изменения	частоты	и	фазы	бетатрон-
ных	колебаний	в	различных	поперечных	сечениях	сгуст-
ка.	При	этом,	в	отличие	от	работы	[11],	где	определено	
значение	эмиттанса	в	конце	ускорения	в	результате	пол-
ного	фазового	перемешивания,	нами	получены	аналити-
ческие	выражения	для	изменения	эмиттанса	в	процессе	
ускорения	в	зависимости	от	длины	сгустка	и	параметров	
ускоряющих	и	фокусирующих	кильватерных	полей,	а	так-
же	определены	условия,	при	которых	имеет	место	полное	
фазовое	перемешивание,	приводящее	к	максимальному	
уве	личению	эмиттанса	сгустка	ускоренных	электронов.

Настоящая	работа	направлена	на	теоретический	ана-
лиз	динамики	эмиттанса	электронных	сгустков	при	их	
лазерно-плазменном	ускорении	в	кильватерных	полях.	В	
разд.2	приведены	основные	уравнения.	Аналитическая	мо-
дель,	использующая	адиабатическое	приближение	для	ре-
шения	уравнений	движения	электронов,	сформулирована	
в	разд.3.	Результаты	численного	моделирования	динамики	
эмиттанса	с	помощью	исходных	уравнений	и	сравнение	
их	с	полученными	аналитическими	зависимостями	пред-
ставлены	в	разд.4.

2. Основные уравнения

Рассмотрим	сгусток	электронов,	ускоряемых	в	киль-
ватерной	плазменной	волне.	Будем	предполагать,	что	как	
сгусток	электронов,	так	и	кильватерная	волна	цилиндри-
чески-симметричны	относительно	их	общей	оси	распро-
странения	z.

Величиной,	 характеризующей	 поперечное	 простран-
ственное	распределение	электронов	в	сгустке	и	их	угловую	
расходимость,	является	поперечный	эмиттанс,	который	
можно	описать	с	помощью	его	компонент	ex,	ey	вдоль	
осей	 x,	y	 в	 плоскости,	 перпендикулярной	 к	 оси	 распро-
странения	электронного	сгустка	z.	В	соответствии	с	рабо-
тами	[10,	11],	для	компоненты	ex	справедливы	выражения

ex = x x xx2 2 2
-l l ,	 (1)

где

X = {x,	x',	xx' };			X2  = ( )N X Xb i
i

1 2
-- r/ ;

Xr  = N Xb i
i

1- / ;			x' = dx/dz = /x zo o  = px /pz,
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где	xi	и	x'i	–	координата	и	наклон	траектории	i-го	электро-
на	сгустка	соответственно;	Nb	–	число	электронов	в	сгуст-
ке;	px i – x-компонента	импульса	i-го	электрона,	нормиро-
ванная	на	mc;	m	–	масса	покоя	электрона;	c	–	скорость	све-
та;	xo 	и	 zo 	–	производные	по	времени.	Формула	(1)	с	заме-
ной	x ® y	дает	выражение	для	компоненты	ey,	которая	в	
случае	цилиндрически-симметричного	сгустка	электронов,	
ускоряемого	в	цилиндрически-симметричных	полях,	сов-
падает	с	компонентой	ex.

Для	компенсации	адиабатического	уменьшения	эмит-
танса	с	ростом	энергии	сгустка	в	процессе	его	ускорения	
вводится	нормализованный	поперечный	эмиттанс	[10,	22]

exn = e eg br r ex,	 (2)

где

egr  = Ne bi
i

g/

–	гамма-фактор	сгустка;

eig  = p p p1 xi yi zi
2 2 2

+ + +  

–	гамма-фактор	i-го	электрона;

ebr  = 21 eg- -r  »	1

–	бета-фактор	для	рассматриваемого	ниже	сгустка	реляти-
вистских	электронов.

Поперечный	нормализованный	эмиттанс	для	всей	пло-
скости	xy	можно	описать	выражением

en = e e2( )n nx y
2 2

+ ,	 (3)

причем	en = 2ex n = 2ey n	 для	исследуемого	далее	цилин-
дрически-симметричного	случая.

Для	определения	координат,	импульсов	и	гамма-фак-
тора	i-го	электрона	ускоряемого	сгустка	необходимо	ре-
шить	релятивистские	уравнения	движения	в	полях	киль-
ватерной	волны	[23,	24].	Для	цилиндрически-симметрич-
ных	кильватерных	полей	эти	уравнения	в	декартовых	ко-
ординатах	имеют	вид	(индекс	 i	для	 i-го	электрона	далее	
везде	для	краткости	опускаем)

dpz /dt = ¶x f,	 (4)

dx/dt = e
1g- pz	–	1,	 (5)

dpx /dt	=	( /x ru )∂r f,			dpy /dt	=	( /y ru )∂r f,	 (6)

dxu/dt = e
1g- px,			dyu/dt = e

1g- py,	 (7)

где	f = f(x,	r,	t)	–	нормированный	на	mc2/e	кильватерный	
потенциал	[25].	Здесь	и	далее	используются	безразмерные	
время	t = wpt	и	координаты	x = kp(z – ct),	r = x y2 2

+u u ,	
xu  = kp x,	yu  = kp y,	где	kp = wp /с;	wp = 4 /e n me

2p 	–	плазмен-
ная	 частота;	 ne	 –	 концентрация	 фоновых	 электронов	 в	
плазме;	e	–	заряд	электрона.

3. Аналитическая модель

Если	 радиус	 ускоряемого	 сгустка	 электронов	 значи-
тельно	меньше	характерного	поперечного	масштаба	киль-

ватерного	поля,	то	в	разложении	потенциала	кильватер-
ного	 поля	 вблизи	 оси	 можно	 ограничиться	 квадратич-
ным	членом,	который	отвечает	линейному	увеличению	ра-
диальной	фокусирующей	силы	с	ростом	расстояния	от	оси.	
При	этом	согласно	уравнениям	(6)	и	(7)	траектория	элек-
трона	в	поперечной	плоскости	 	xy	определяется	следую-
щими	уравнениями:

( )ln

d
d

d

d

d
dx x xe

2

2
2

t t
g

t
W+ +

u u
u 	=	0,	 (8)

W	(x,	t)	=	 ( , ) / ( , , )ea x t g x r t ,			a(x,	t)	=	–	r–1¶r f.	 (9)

Уравнение	для	y-координаты	совпадает	с	уравнением	(8)	
при	замене	xu ® yu.	Эти	уравнения	описывают	бетатронные	
колебания	электронов	в	поперечной	плоскости	xy,	часто-
та	которых	W	(9)	различна	в	различных	сечениях	сгустка	
и	изменяется	со	временем	с	ростом	гамма-фактора	по	мере	
набора	энергии	электроном	в	процессе	ускорения	и	с	уве-
личением	фокусирующей	силы	при	«отставании»	фазы	
кильватерной	волны	от	ультрарелятивистского	электрона,	
движущегося	со	скоростью,	практически	совпадающей	со	
скоростью	света.

Уравнения	(8)	для	xu-	и	yu-координат	связаны	с	уравне-
ниями,	описывающими	продольное	движение	электронов,	
которые	следуют	из	(4),	(5).	Для	ультрарелятивистских	
электронов,	ускоряемых	вдоль	оси	z,	при	расчете	гамма-
фактора	можно	пренебречь	поперечным	импульсом	элек-
тронов	по	сравнению	с	продольным,	условием	чего	явля-
ются	неравенство	|px /pz| » |dxu/dt| » W|xu| <<	1	и	анало-
гичное	 неравенство	 для	 |py /pz |.	 В	 этом	 случае	 получим	
следующие	выражения	для	гамма-фактора	и	сопутствую-
щей	координаты	x	рассматриваемого	электрона	в	некото-
рый	момент	времени	t:

ge	(x,	r,	t)	=	g0 + 
t
¶ ( , , )d

0
f x r t txy ,	 (10)

 dx/dt = – e
2g- (x,	r,	t)/2,	 (11)

где	g0	–	начальное	значение	гамма-фактора	электрона	в	
момент	инжекции	сгустка.	Зависимости	ge	и	x	от	r	опреде-
ляют	 связь	 поперечного	 и	 продольного	 движений	 элек-
трона,	описываемых	соответственно	уравнениями	для	xu- 
и	yu-координат	(8)	и	уравнениями	(10),	(11).

Ниже	 ограничимся	 случаем	 достаточно	 компактных	
сгустков	электронов,	поперечный	размер	которых	мал	по	
сравнению	с	характерными	масштабами	изменения	киль-
ватерных	полей,	что	позволяет	пренебречь	различиями	в	
энергиях	электронов	в	данном	поперечном	сечении	сгуст-
ка,	т.	е.	влиянием	поперечного	движения	на	набор	энергии	
электронами:

ge (x,	r,	t)	» ge(x,	r	=	0,	t)	=	ge(x,	t).	 (12)

Поскольку	для	ультрарелятивистских	электронов	(ge >>	1)	
отличие	продольной	скорости	от	скорости	света	очень	ма-
ло	(см.	(11)),	будем	считать	все	электроны	сгустка	движу-
щимися	с	одинаковой	скоростью,	равной	скорости	света,	
что	отвечает	постоянному	значению	сопутствующей	про-
дольной	координаты	электрона	x,	равному	ее	начально-
му	 значению	 в	 момент	 инжекции	 x0,	 и,	 соответственно,	
неизменной	длине	сгустка	ускоряемых	электронов.	При	
этом	все	коэффициенты	в	уравнении	(8)	зависят	только	от	
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времени	t	и	начальной	координаты	инжекции	x = x0,	а	на-
клон	траектории	электрона	сгустка	равен	поперечной	ско-
рости	электрона,	нормированной	на	скорость	света:

x' = dx/dz = /x zo o  = dxu/dt.

Для	типичных	параметров	лазерно-плазменного	уско-
рения	период	бетатронных	колебаний	значительно	мень-
ше	характерного	времени	изменения	бетатронной	часто-
ты	и	релятивистского	гамма-фактора	электрона:

W  –1|¶ lnW /¶t| <<	1,			W  –1|¶ ln ge /¶t| <<	1.	 (13)

При	выполнении	этих	условий,	отвечающих	адиабатичес-
кому	приближению,	слайсовый	эмиттанс	в	каждом	попе-
речном	сечении	электронного	сгустка	сохраняется	[10,	22,	
26]	для	произвольного	радиуса	сгустка	(при	линейной	за-
висимости	фокусирующей	силы	от	радиуса	(8),	(9)).	Одна-
ко,	если	радиус	сгустка	не	согласован	со	значениями	эмит-
танса	и	фокусирующей	силы,	радиус	сгустка	будет	ко-
лебаться	на	удвоенной	бетатронной	частоте	[10,	16,	22].	
Из-за	изменения	бетатронной	частоты	на	длине	сгустка	
(вследствие	неоднородности	фокусирующей	силы	в	плаз-
менной	кильватерной	волне)	электроны	в	разных	сечени-
ях	сгустка	колеблются	с	разными	фазами.	При	этом	пере-
мешивание	фаз	приводит	к	росту	эмиттанса	всего	сгустка,	
поскольку	область	фазового	пространства	(x,	px),	занима-
емого	электронами	всего	сгустка,	в	этом	случае	является	
объединением	областей	фазового	пространства,	занимае-
мых	электронами	из	отдельных	поперечных	сечений	(слай-
сов),	и	превышает	по	площади	каждую	из	таких	областей	
[10,	11].	Такое	увеличение	эмиттанса	сгустка	электронов	в	
процессе	ускорения	может	быть	весьма	значительным,	
если	начальный	радиус	сгустка	заметно	превышает	согла-
сованный.	Ниже	рассматривается	именно	этот	случай,	ког-
да	поперечные	импульсы	электронов	инжектируемого	пуч-
ка,	определяемые	начальным	эмиттансом,	много	меньше	
характерных	поперечных	импульсов,	приобретаемых	элек-
тронами	под	действием	фокусирующей	силы	(8).	При	этом	
эмиттанс	 всего	 сгустка	 за	 счет	 перемешивания	фаз	 бе-
татронных	 колебаний	 (при	 достаточно	 больших	 длине	
сгустка	и	длине	ускорения)	оказывается	намного	больше	
начального	эмиттанса	инжектированного	пучка.	Это	по-
зволяет	пренебречь	начальным	эмиттансом	сгустка	и	за-
писать	решение	уравнений	(8)	в	виде

xu(xu0,	x,	t)	=	xu0	Z(x,	t),			yu(yu0,	x,	t)	=	yu0	Z(x,	t),

Z(x,	t)	=	
t

( , ) ( , )

( )
( , )cos d

e

0 0

0x t g x t
x g

x t t
W

W
W l l; Ey ,	

(14)

где	xu0	и	yu0	–	начальные	(в	момент	инжекции	при	t	=	0)	ко-
ординаты	электрона;	Z	–	решение	уравнений	(8)	с	началь-
ными	условиями	Z(t	=	0)	=	1	и	d	Z/d t(t	=	0)	»	 0;	W	(x,	t)	
определена	в	(9)	при	ge (x,	t)	(12);	W0(x)	=	W(x,	t	=	0);	зави-
симостью	 ge	 от	 x	 мы	 пренебрегли	 (т.	е.	 инжектируемый	
сгусток	–	моноэнергетический).	Выражение	(14)	записано	
в	 адиабатическом	приближении	 с	 точностью	 до	 членов	
главного	порядка	по	малым	параметрам	(13).

Далее	будем	предполагать,	что	распределение	элек-
тронов	в	инжектированном	сгустке	является	гауссовым:

nb(x,	r0,	t	=	0)	=	n||(x)n^(	r0),			r0 = x y0
2

0
2

+u u ;

n||(x)	=	p–1/2 z
1s- exp(–	x2/ z

2s ),

n^(	r0)	=	p–1 r0
2s- exp(– 0

2r / r0
2s ),	

(15)

где	распределения	в	(15)	нормированы	на	1;	sr0	–	началь-
ный	безразмерный	среднеквадратичный	радиус	 сгустка;	
sz	–	его	характерная	длина.	При	этом	для	каждого	попе-
речного	сечения	сгустка	с	координатой	x	находим	следу-
ющие	средние	по	сечению	величины:

2( , )x x t  = 
3

( , , ) ( )d d
k

x x n x y1

p
2

2
0 0 0 0x t r

3
=

-

u u u uyy

 = 
k2
1

p
2
[sr0 Z(x,	t)]2,	 (16)

2( / )d dx t  = 
k2
1

p
2
[sr0dZ(x,	t)/dt]2. 

Тогда	из	(1)	–	(3)	для	нормализованного	поперечного	эмит-
танса	получаем	выражение

en(t)	=	kp
1- ge r0

2s Z Z Z Z( / ) /d d d d2 2 2t t-x x x ,	 (17)

где	усреднение	по	длине	сгустка	электронов	определяется	
формулой

áAñx º 
3

( )A x
3-

y n||(x)dx.	 (18)

Из	(14),	(16)	и	(17)	следует,	что	изменение	со	временем	
эмиттанса	 и	 среднеквадратичного	 радиуса	 сгустка	 опи-
сывается	выражениями

en(t)	=	
k2
1

p
2 r0

2s g0W0[(1	+	ácos Y ñx)(1	–	ácos Y ñx)

 – sin 2Y x ]
1/2,	 (19)

rb(t)	=	 x y2 2
+ x  = )1+

( ) ( )
( cos

r

2

/
b0 0 0

1 2

g t t
g

W
W

Y x= G ,

rb0 = sr0	/kp,	
(20)

где

Y = Y	(x,	t)	=	2
t
( , )d

0
x t tW l ly .	 (21)

Поскольку	 для	 практически	 важных	 случаев	 ускорения	
электронных	сгустков	с	малым	разбросом	по	энергии	их	
длина	должна	быть	значительно	меньше	кильватерной	
плазменной	длины	волны,	при	получении	выражений	(19),	
(20)	изменения	фокусирующей	силы	и	энергии	электронов	
вдоль	длины	сгустка	учтены	только	в	осциллирующих	чле-
нах,	 содержащих	Y.	В	остальных	множителях	как	бета-
тронная	частота,	так	и	гамма-фактор	определены	их	зна-
чениями	в	центре	сгустка:	W (t)	=	W (xc,	t),	g(t)	=	g (xc,	t),	где	
xc	–	координата	центра	сгустка.

Из	выражений	(19)	–	(21)	следует,	что	при	постоянной	
вдоль	длины	сгустка	бетатронной	частоте	(т.	е.	при	W	и,	
соответственно,	фазе	бетатронных	колебаний	(21),	не	за-
висящих	от	x)	эмиттанс	всего	сгустка	совпадает	со	слай-
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совым	эмиттансом	и	поэтому	сохраняется,	оставаясь	рав-
ным	начальному	значению,	принятому	нулевым.	При	этом	
радиус	сгустка	осциллирует	на	удвоенной	бетатронной	
частоте	от	максимального	значения	до	нуля.	С	ростом	фо-
кусирующей	силы	и	энергии	электронов	это	максималь-
ное	значение	адиабатически	уменьшается.

Неоднородность	фокусирующей	силы	на	длине	сгуст-
ка,	обуславливающая	фазовое	перемешивание	траекторий	
электронов,	приводит	к	росту	эмиттанса	в	процессе	уско-
рения	вплоть	до	асимптотического	значения

ent  = k r
2
1

p b0
2

0 0g W ,	 (22)

отвечающего	 полному	 перемешиванию,	 когда	 разность	
фаз	бетатронных	колебаний	на	длине	сгустка	становится	
значительно	больше	p,	т.	е.

sz|¶Y	(x,	t)/¶x|x = xc
 >> p,	 (23)

и	ácos Y ñx » ásin Y ñx »	0.	Очевидно	необходимым	(но	не	
достаточным)	условием	выполнения	неравенства	(23)	яв-
ляется	требование	того,	чтобы	рассматриваемое	время	ус-
корения	t	было	много	больше	периода	бетатронных	ко-
лебаний	электронов	в	центре	сгустка,	при	x = xc.	Радиус	
сгустка	электронов	при	выполнеии	неравенства	(23)	при-
ближается,	согласно	(20),	к	медленно	уменьшающемуся	с	
набором	энергии	и	ростом	фокусирующей	силы	значению

rbt (t)	=	
( ) ( )

r

2

/
b0 0 0

1 2

g t t
g

W
W

= G .	 (24)

Это	выражение	для	среднего	радиуса	сгустка	электронов	
равно	радиусу	 rbm,	 согласованному	с	постоянным	асим-
птотическим	значением	эмиттанса	(22),	а	также	с	действу-
ющей	в	данный	момент	времени	t	фокусирующей	силой	и	
энергией	электронов	сгустка	[16]:

rbt (t)	=	rbm(t)	=	
e

( ) ( )k

/

p

n
1 2

g t tW

t
= G  º 

e

( ) ( )k

/
n

1 2

g t tb

t
= G ,	 (25)

где	kb(t)	=	kpW (t)	–	волновое	число	бетатронных	колеба-
ний.	Поэтому,	после	достижения	в	результате	перемеши-
вания	фаз	бетатронных	колебаний	электронов	сгустка	зна-
чения	(22),	эмиттанс	остается	постоянным.

Для	определения	динамики	эмиттанса	и	конкретных	
условий	достижения	асимптотического	значения	(22)	рас-
смотрим	ускорение	сгустка	электронов	в	квазистационар-
ной	кильватерной	волне,	генерируемой	коротким	интен-
сивным	лазерным	импульсом	в	согласованном	плазмен-
ном	канале	с	заданным	параболическим	радиальным	про-
филем	концентрации	плазмы:

ne(r)	=	ne0[1	+	(r/Rch)2],	 (26)

где	ne0	–	концентрация	плазмы	на	оси	канала,	а	Rch	–	ра-
диус	канала.	Для	гауссова	радиального	распределения	по-
ля	лазерного	импульса	условие	согласования	радиуса	ка-
нала	с	размером	фокального	пятна	излучения	лазера	оп-
ределяется	равенством	Rch = kp r2

0/2,	где	r0	–	экспоненци-
альная	(по	амплитуде	лазерного	поля)	поперечная	полу-
ширина	лазерного	пятна,	 а	 волновое	число	плазменной	
волны	kp = wp /c	задается	электронной	концентрацией	ne	0 
на	оси	канала	 [25,	27	–	30].	При	этом,	 если	мощность	ла-

зерного	импульса	не	превышает	критическую	мощность	
самофокусировки,	лазерный	импульс	распространяется	в	
канале	с	почти	постоянной	амплитудой	и	генерирует	ква-
зистационарную	кильватерную	волну,	распространяющу-
юся	с	фазовой	скоростью,	определяемой	групповой	ско-
ростью	лазерного	импульса,	так	что	для	фазовой	ско-
рости	волны	uph	релятивистский	гамма-фактор	gph	=	(1	–	
ph
2b )–1/2 » k0	/kp,	где	bph = uph /c,	k0 = w0	/c	и	w0	–	частота	ла-

зерного	излучения.
Потенциал	кильватерного	поля,	генерируемого	лазер-

ным	импульсом	при	размере	фокального	пятна,	превыша-
ющем	плазменную	длину	волны	(r0 > 2p /kp),	в	линеаризо-
ванном	по	амплитуде	кильватерной	волны	приближении	
может	быть	представлен	в	виде

f(x,	r,	t)	=	f0	exp(–	r2/r2
0)	sin[x	+	(1	–	bph)	t],

1	–	bph »	0.5 ph
2g- ,	

(27)

где	r0 = kp r0	/ 2 	–	безразмерный	характерный	радиус	об-
ласти,	 занимаемой	 плазменной	 кильватерной	 волной,	 а	
амплитуда	потенциала	f0	определяется	интенсивностью	и	
длительностью	лазерного	импульса	[9,	25]	в	случае,	когда	
влиянием	процессов	ионизации	на	генерацию	кильватер-
ного	поля	можно	пренебречь	[31].

При	этом,	согласно	(9),	(10),	(12),	получаем	выражения

a(x,	t)	=	(2f0	/r2
0)	sin(x + tu),	tu 	=	(1	–	bph)	t,

ge(x,	t)	=	g0 + 2 ph
2g f0[sin(x + tu)	–	sin	x].	

(28)

Будем	 считать,	 что	 сгусток	 электронов	инжектирован	в	
фокусирующую	фазу	кильватерной	волны	(27)	в	окрест-
ности	максимума	ускоряющей	силы,	т.	е.	при	x ³	0.	При	
этом,	имея	в	виду,	что	длина	сгустка	намного	меньше	киль-
ватерной	длины	волны,	выражение	для	бетатронной	час-
тоты	(9)	в	области	x <<	1,	где	находятся	электроны	сгуст-
ка,	можно	записать	в	виде

W (x,	t)	=	
[ ( ) ]

( )

sin cos

sin cos

2 1

/
max

ph0
2

0

1 2

g g f t t x

a t x t

+ - -

+

u u

u u
) 3 ,

amax = 2f0	/r2
0. 

(29)

Согласно	(28)	максимальный	прирост	энергии	в	одной	
секции	лазерно-плазменного	ускорителя	(в	рассматрива-
емом	слабонелинейном	режиме	возбуждения	кильватер-
ной	волны)	Dgmax = 2 ph

2g f0	отвечает	 tu  = p/2,	при	котором	
электрон,	инжектированный	при	t	=	0	в	максимум	уско-
ряющий	силы	на	границе	фокусирующей	фазы,	при	x	=	0,	
достигает	максимума	потенциала	(27).	Длина	ускорения,	
соответствующая	 tu  = p/2,	равна	половине	длины	дефази-
ровки	(при	которой	электрон	проходит	всю	ускоряющую	
фазу	–	от	минимума	до	максимума	потенциала)	Lph = 
kp

1- p/(1–	bph)	=	lp ph
2g  = l0 ph

3g ,	где	l0 = 2p/k0	и	lp = 2p/kp – 
длины	 волн	 лазерного	 излучения	 и	 кильватерной	 плаз-
менной	волны	соответственно.	Для	электронов,	инжекти-
рованных	с	энергией,	превышающей	максимальный	при-
рост	энергии	(	g0 >> Dgmax),	с	учетом	W(x,	t)	» Wmax(sintu  + 
xcostu)1/2,	получаем	следующее	выражение	для	фазы	бета-
тронных	колебаний	электронов	сгустка	(21),	разложенной	
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по	малой	длине	сгустка	около	положения	его	центра	xc,	
при	не	слишком	малой	длине	ускорения,	когда	tu  > x:

Y (x,	t)	=	Y (xc,	t)	+	2(x – xc)	y0	(t),

y0(t)	=	2 ph
2g Wmax[sin1/2	(tu  + xc)	–	sin1/2xc],	 (30)

Wmax	=	[2f0	/(	r2
0	g0)]1/2. 

Усреднение	по	длине	сгустка	(18)	в	формулах	(19),	(20)	
дает	при	этом	для	динамики	эмиттанса	и	среднего	радиу-
са	сгустка	в	зависимости	от	его	длины	sz	выражения

en(t)	=	ent [1	–	A2(t,	sz)]1/2,

A2(t,	sz)	=	exp{–2[y0(t)sz]2},	

(31)

rb(t)	=	rbt (t){1	+	A(t,	sz)	cos[Y	(xc,	t)]}1/2,	 (32)

где	фаза	Y	(xc,	t)	определена	формулами	(21)	и	(29)	для	
центра	сгустка,	при	x = xc.	Вычисляя	соответствующий	
интеграл	в	приближении	малого	набора	энергии	элек-
тронами,	по	сравнению	с	их	первоначальной	энергией,	
справедливом,	 в	 соответствии	 с	 (28),	 при	 условии	µ = 
2 ph

2g f0	/g0 <	1,	а	также		используя	разложение	члена	sin(tu  + 
xc)	в	ряд	Тейлора	с	удержанием	первых	трех	членов	ряда,	
можно	записать	для	Y	(xc,	t)	приближенное	выражение:

Y	(xc,	t)	=	4 ph
2g Wmax(1	–	µ sin xc)–1/2	[Ib(tu  + xc)	–	Ib(xc)],

Ib(t)	=	t3/2 b t b t
3
2

5 42
9 12

2
- +

-c m,	 (33)

b = 
sin1 cm x

m

-
,			µ = 

2 ph

0

2
0

g
g f

 º Dgmax /g0.

Формула	 (31)	 показывает.	 что	 для	 увеличения	 эмит-
танса	до	его	максимального	значения	(22),	определяемо-
го	радиусом	сгустка,	его	энергией	и	фокусирующей	силой	
в	точке	инжекции,	показатель	экспоненты	в	выражении	
для	A2(t,	sz)	должен	с	течением	времени	стать	больше	еди-
ницы,	для	чего	необходимо	выполнение	условия

sz >	[ 2y0(t)]	–1 = {2 2 ph
2g Wmax[sin1/2(tu  + xc)

 – sin1/2	xc]}–1 º zsu (t).	 (34)

Для	того	чтобы	перемешивание	фаз	бетатронных	колеба-
ний	электронов	произошло	при	максимальной	длине	уско-
рения	(при	 tu  + xc = p/2),	длина	сгустка	электронов	долж-
на	превышать	минимальное	значение

smin	=	(2 2 ph
2g Wmax)–1 = 

k

k

2 2

1
max

p
ph
2g

b

- ,	 (35)

где	kb max = kpWmax	–	волновое	число,	отвечающее	макси-
мальной	частоте	бетатронных	колебаний	в	(30).	Для	бо-
лее	коротких	сгустков	(sz < smin),	а	также	при	меньшем	
времени	ускорения,	когда	выполнено	неравенство,	про-

тивоположное	(34),	эмиттанс	сгустка	увеличивается	до	зна-
чения	(31),	меньшего	асимптотического	(22):

en(t)	=	ent [sz / zsu (t)].	 (36)

Для	сгустков,	длина	которых	превышает	минимальную	
(35),	неравенство	(34)	можно	записать	как	условие	для	дли-
ны	ускорения	zacc = ct = t/kp	при	заданной	длине	сгустка	sz 
в	зависимости	от	энергии	электронов	и	параметров	киль-
ватерного	поля	(максимального	значения	фокусирующей	
силы	и	фазовой	скорости	кильватерной	волны):

zacc /Lph > p –1	arcsin( /min z
2 2s s ),			sz > smin.	 (37)

Наконец	отметим,	что	условия	адиабатичности	(13)	с	
учетом	(27),	(28)	можно	представить	в	виде	ограничений	на	
амплитуду	кильватерного	потенциала,	энергию	электронов	
и	координату	(фазу)	инжекции	электронного	сгустка	xc:

4 ph
2

0

g

r
(tu  + xc)–3/2 << 

2 /

0

0
1 2

g
fc m  << 2

0r (tu  + xc)1/2.	 (38)

В	то	время	как	для	типичных	параметров	(2	f0 £	1,	g0 > 
103,	r0 »	3)	правое	неравенство	в	(38)	выполнено,	за	ис-
ключением	малого	промежутка	времени	при	инжекции	
электронного	сгустка	непосредственно	на	границу	фоку-
сирующей	фазы	(xc ®	0),	левое	неравенство	может	накла-
дывать	весьма	значительные	ограничения	на	координату	
инжекции	и	энергию	электронов	сгустка.

4. Численные расчеты

Моделирование	динамики	эмиттанса	сгустка	электро-
нов	при	его	ускорении	в	кильватерных	полях,	генерируе-
мых	лазерным	импульсом	в	 слабонелинейном	режиме	в	
плазменном	канале	 (26),	проводилось	путем	численного	
решения	уравнений	движения	электронов	(4)	–	(7)	с	исполь-
зованием	 кильватерного	 потенциала	 (27).	 Безразмерная	
амплитуда	кильватерного	потенциала	f0	=	0.095,	его	ха-
рактерный	радиус	r0	=	3.47,	что	 соответствует	макси-
мальной	«жесткости»	фокусирующей	силы	в	 (29)	amax = 
0.0158	и	максимальному	приросту	энергии	электронов	
∆gmax	=	1216.	Концентрация	плазмы	ne0	на	оси	канала	(см.	
(26))	была	выбрана	такой,	что	определяемый	ею	гамма-
фактор	плазменной	волны	gph = k0	/kp	=	80	и	длина	дефа-
зировки	Lph	=	41	см.	При	длине	волны	лазерного	излуче-
ния	l0	=	0.8	мкм	радиус	согласованного	плазменного	ка-
нала	Rch	=	123	мкм	для	характерного	размера	фокального	
пятна	излучения	лазера	r0	=	50	мкм.	Указанная	амплитуда	
потенциала	f0	=	0.095	отвечает	резонансному	возбужде-
нию	кильватерной	волны	лазерным	импульсом	длитель-
ностью	tFWHM	=	80	фс	 с	безразмерной	амплитудой	a0 = 
eEmax /(m w0	c)	=	0.5	[9].

Инжектированные	электронные	сгустки	имели	гауссо-
во	распределение	частиц	в	продольном	и	поперечном	на-
правлениях	(15)	с	безразмерными	полуширинами	sz	и	sr	0 
соответственно:	в	расчетах	sz	различны,	а	sr	0	=	0.212.	
Электронные	сгустки	инжектировались	при	различных	сме-
щениях	положения	центра	электронного	сгустка	xc	отно-
сительно	положения	максимума	ускоряющей	силы.	При	
этом	поперечный	нормализованный	эмиттанс	определял-
ся	по	формулам	(1)	–	(3).

Подчеркнем,	 что	 при	моделировании	 движения	 час-
тиц	с	помощью	уравнений	(4)	–	(7)	с	потенциалом	(27)	не	
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предполагается	линейности	радиальной	силы,	не	пренебре-
гается	зависимостью	гамма-фактора	электронов	ge	от	ра-
диальной	(	r)	и	сопутствующей	(x)	координат	и	не	счита-
ются	выполненными	условия	адиабатичности	(13).

Результаты	моделирования	приведены	на	рис.1	и	2	
(сплошные	кривые)	в	сравнении	с	аналитическими	выра-

жениями	(31)	для	нормализованного	эмиттанса	и	(32)	для	
среднеквадратичного	радиуса	ускоряемого	электронного	
сгустка	 с	 приближенным	 значением	фазы	 (33)	 (штрихо-
вые	кривые).

В	соответствии	с	формулами	(30)	–	(35),	при	малых	энер-
гиях	инжекции	Einj = mc2g0	величина	smin	достаточно	ма-

Рис.1.	 Зависимости	нормализованного	эмиттанса	en	и	среднеквадратичного	безразмерного	радиуса	сгустка	электронов	kp rb	от	безраз-
мерной	длины	ускорения	zacc /Lph	при	различных	энергиях	инжекции	Einj,	различных	безразмерных	длинах	sz,	smin	и	при	точке	инжекции	
xc	=	0.2	электронных	сгустков.	Штрих-пунктирные	прямые	–	асимптотический	предел.	Параметры	расчетов	приведены	в	тексте.
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ла,	а	значения	фазы	y0,	наоборот,	достаточно	велики.	По-	
этому	при	условии	sz > smin	 с	ростом	длины	ускорения	
zacc	происходит	быстрое	затухание	колебаний	среднеква-
дратичного	радиуса	электронного	пучка,	а	нормализован-
ный	эмиттанс	быстро	достигает	асимптотического	значе-
ния	(22)	(рис.1,а,	в	и	нижние	кривые	на	рис.2).	С	ростом	
энергии	 инжекции	 (рис.1,в,	г	 и	 рис.2)	 наблюдается	 рост	
smin	и	уменьшение	y0.	При	условии	sz > smin	колебания	
среднеквадратичного	радиуса	 электронного	пучка	 зату-
хают,	но	медленнее,	чем	в	случае	относительно	небольших	
энергий	инжекции	(ср.	рис.1,a	и	в).	Из-за	уменьшения	ве-
личины	Wmax µ /

0
1 2g-  фазовое	перемешивание	происходит	

медленнее	при	увеличении	энергии	инжекции,	что	прояв-
ляется	также	в	более	медленном	возрастании	нормализо-
ванного	эмиттанса	с	ростом	длины	ускорения,	по	сравне-
нию	со	случаем	малых	g0.

При	sz < smin	колебания	среднеквадратичного	радиу-
са	электронного	сгустка	слабо	затухают	с	увеличением	
длины	ускорения.	Нормализованный	эмиттанс	при	этом	
к	концу	ускорения	достигает	значений,	меньших	или	рав-
ных	значениям	в	линейном	пределе	(36)	(рис.1,б,	г	и	рис.2).	
В	этом	случае	наблюдается	неполное	фазовое	перемеши-
вание	электронов,	первоначально	инжектированных	в	раз-
ные	фазы	кильватерной	волны.

Отметим,	что,	в	соответствии	с	формулами	(22)	и	(36),	
асимптотическое	значение	нормализованного	эмиттанса	
пропорционально	 0g ,	т.	е.	растет	с	увеличением	энергии	
инжекции,	тогда	как	в	линейном	пределе,	который	реали-
зуется	 при	sz < smin,	 значение	 нормализованного	 эмит-
танса	в	момент	времени	t	пропорционально	 / ( )e0g g t ,	т.	е.	
не	увеличивается	с	ростом	энергии	инжекции	(см.	также	
рис.2	при	малых	sz).	Такая	ситуация	может	быть	благо-
приятна	для	ускорительных	каскадов	с	большими	энерги-
ями	инжекции,	если	удастся	обеспечить	достаточно	малую	
длину	ускоряемого	электронного	сгустка.

Результаты,	приведенные	на	рис.1	и	2,	показывают,	что	
аналитическая	модель	 находится	 в	 хорошем	 согласии	 с	
результатами	численного	моделирования.

5. Заключение

Нами	 представлен	 анализ	 динамики	 нормализован-
ного	эмиттанса	короткого	электронного	сгустка,	ускоря-

емого	в	кильватерных	плазменных	полях,	генерируемых	
в	слабонелинейном	режиме	в	направляющих	структурах	
(плазменном	канале)	коротким	интенсивным	лазерным	им-
пульсом.	Для	случая,	когда	характерный	поперечный	раз-
мер	инжектированного	сгустка	превышает	согласованный	
радиус,	определяемый	величиной	фокусирующей	силы	в	
точке	инжекции,	исходным	эмиттансом	и	энергией	элек-	
тронного	сгустка,	и	начальный	эмиттанс	много	меньше	
конечного,	рассмотрен	механизм	роста	нормализованно-
го	эмиттанса,	обусловленного	фазовым	перемешиванием	
электронов	из-за	неоднородности	фокусирующей	силы	
вдоль	длины	ускоряемого	сгустка	электронов	и,	соответ-
ственно,	из-за	изменения	частоты	и	фазы	бетатронных	ко-
лебаний	в	различных	поперечных	сечениях	сгустка.

Полученные	аналитические	выражения	(31)	и	(32)	опре-
деляют	зависимости	нормализованного	эмиттанса	и	сред-
неквадратичного	радиуса	электронного	сгустка	от	длины	
(времени)	ускорения,	параметров	ускоряющих	и	фокуси-
рующих	кильватерных	полей	и	характеристик	электрон-
ного	сгустка	в	точке	инжекции:	его	длины,	радиуса,	энер-
гии	и	фазы	инжекции.	Найдена	длина	сгустка	электронов	
(34),	(35),	при	которой	происходит	полное	фазовое	пере-
мешивание	и	увеличение	эмиттанса	до	его	максимального	
значения	(22),	определяемого	радиусом	сгустка,	его	энер-
гией	и	фокусирующей	силой	в	точке	инжекции.

Подчеркнем,	что	для	относительно	длинных	сгустков	
электронов	нормализованный	эмиттанс,	обусловленный	
полным	фазовым	перемешиванием,	растет	с	ростом	энер-
гии	инжекции	(гамма-фактора	сгустка	g0),	в	то	время	как	
для	относительно	коротких	сгустков	такой	рост	не	наблю-
дается.	Эта	закономерность	особенно	важна	для	многокас-
кадных	лазерно-плазменных	ускорителей	электронов	до	
высоких	(вплоть	до	нескольких	тераватт)	энергий.

Результаты	проведенного	численного	моделирования	
движения	частиц	с	помощью	уравнений	релятивистской	
динамики	(4)	–	(7)	(без	предположений	о	линейности	ради-
альной	силы,	о	независимости	продольного	и	поперечного	
движений	и	без	выполнения	условия	адиабатичности)	на-
ходятся	в	хорошем	согласии	с	полученными	аналитичес-
кими	выражениями	(31)	и	(32)	для	зависимостей	нормали-
зованного	эмиттанса	и	среднеквадратичного	радиуса	элек-
тронного	сгустка	от	длины	(времени)	ускорения	и	пара-
метров	 кильватерных	 полей	 и	 ускоряемого	 сгустка	 (см.	
рис.1	и	2).

Обсуждение	 динамики	 эмиттанса	 en(t)	 электронных	
сгустков	с	учетом	его	конечного	значения	en(t	=	0)	в	мо-
мент	инжекции,	а	также	практически	важного	вопроса	о	
сохранении	величины	эмиттанса	при	многостадийном	ус-
корении,	является	предметом	нашей	следующей	работы.
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